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1 Çàäàíèÿ ñ ðåøåíèÿìè çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà îëèìïèà-

äû

1.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 33n +173n +313n ïðè íå÷¼òíîì n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå õîòÿ áû ÷åòûð¼õ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 3+31 = 34 äåëèòñÿ íà 17, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé. Ýòî âåðíî, òàê êàê am + bm äåëèòñÿ íà a + b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî ýòî äîêàçàòü òàê: 31 ≡ −3 (mod 17), çíà÷èò 313n ≡ (−3)3n ≡ −33n òàê êàê 3n
íå÷¼òíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 9. 33n äåëèòñÿ íà 9. 17 â íå÷¼òíîé ñòåïåíè äà¼ò
ïðè äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 8, à â ÷¼òíîé � îñòàòîê 1. ×èñëî 313 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè
íà 9, à çíà÷èò è ëþáàÿ íå÷¼òíàÿ ñòåïåíü êóáà äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà
33n + 173n + 313n äåëèòñÿ íà 9.

Ìû ïîëó÷èëè óæå òðè ìíîæèòåëÿ: 3, 3 è 17. Êðîìå òîãî 33n + 173n + 313n > 3 · 3 · 17 = 153,
ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû åù¼ îäèí äåëèòåëü.

2. (2 áàëëà) Ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà êàñàåòñÿ ãðàôèêà åãî ïðîèçâîäíîé. Äîêàæèòå,
÷òî ó òð¼õ÷ëåíà íåò êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàñàíèå ãðàôèêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà è ïðîèçâîäíîé èìå-
åò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïóñòü òð¼õ÷ëåí ðàâåí ax2 + bx+ c, òîãäà ïðîèçâîäíàÿ � ýòî 2ax+ b.

Èõ ðàçíîñòü ðàâíà ax2 + (b− 2a)x+ (c− b). Å¼ äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí 0, òî åñòü
(b− 2a)2 − 4a(c− b) = 0, îòêóäà b2 − 4ac = −4a2 < 0, òî åñòü ó òð¼õ÷ëåíà íåò êîðíåé.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî
ýòî sinx, cosx, tg x è y ̸= ctg x, íî íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü,
ãäå èìåííî êàêîå ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë x è z, ÷òî sin z = tg x, cos z = y =
√

1− tg2 x

è, êðîìå òîãî, cosx = tg z =
tg x√

1− tg2 x
. Òîãäà íà äîñêå íàõîäÿòñÿ, âî-ïåðâûõ, ÷èñëà sinx, cosx

è tg x, à, âî-âòîðûõ, sin z, cos z, tg z è íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ãäå êàêîå ÷èñëî.

Ðåøàåì óðàâíåíèå: cosx =
tg x√

1− tg2 x
, îòêóäà

√
1− tg2 x cos2 x = sin x. Âîçâåäÿ óðàâíåíèå

â êâàäðàò è ðàñêðûâ òàíãåíñ, ïîëó÷àåì (cos2 x − sin2 x) cos2 x = sin2 x. Îáîçíà÷èâ sin2 x = t
ïîëó÷àåì (1− 2t)(1− t) = t èëè 1− 4t+ 2t2 = 0

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîäõîäÿùèé êîðåíü 1 − 1√
2
̸= 1

2
. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì

çíà÷åíèè sin2 x âñå ÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ýòî ïðàâäà, òàê êàê ÷èñëà èç îäíîé ïàðû sinx,

cosx, èëè sin z, cos z ñîâïàäàþò ïðè êâàäðàòå ñèíóñà ðàâíîì
1

2
; ñîâïàäåíèå ÷èñåë èç ðàçíûõ ïàð

îçíà÷àåò ðàâåíñòâî è âòîðûõ ÷èñëåë òîæå, îòêóäà òàíãåíñ óãëà ðàâåí åãî ñèíóñó èëè êîñèíóñó,
÷òî òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè. Êðîìå òîãî, âñå ýòè ÷èñëà ìåíüøå åäèíèöû,
ïîýòîìó êîòàíãåíñà ñðåäè íèõ íåò.

Ìîæíî òàêæå ïðîñòî âû÷èñëèòü ýòè ÷èñëà, ýòî
√√

2− 1,
√

2−
√
2,

√√
1/2,

√
1−

√
1/2

Çàìå÷àíèå: Áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû, ïðè êîòîðûõ ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü
÷èñëà, íå ïîäõîäÿò èç-çà çàïðåòà ðàâåíñòâà ÷èñåë èëè çàïðåòà íàëè÷èÿ êîòàíãåíñà. Â ñèëó
ñèììåòðèè ó çàäà÷è åñòü âòîðîå ðåøåíèå, â êîòîðîì x è z ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

4. (3 áàëëà) ABCD � ïèðàìèäà ñ ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ñôåðà
ðàäèóñà 10 ñ öåíòðîì â òî÷êå D ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AD, BD è CD è êàñàåòñÿ
ãðàíè ABC. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.
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Îòâåò: VABCD = 750
√
3.

Ðåøåíèå: Ïóñòü H � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû è ãðàíè ABC. Òîãäà ADH, BDH è CDH �
ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â êîòîðûõ êàòåò DH â äâà ðàçà ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AH = BH = CH = 10
√
3. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ýòî ðàäè-

óñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, îòêóäà SABC = SABH+SACH+SBCH = 3SABH = 3· 1
2
·(10

√
3)2 sin 120◦ =

225
√
3.

Ñîîòâåòñòâåííî, VABCD = 1
3
DH · SABC = 1

3
· 10 · 225

√
3 = 750

√
3.

5. (3 áàëëà) Íà ñîáðàíèè ïðèñóòñòâîâàëè ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó è ëæåöû, êîòî-
ðûå âñåãäà ëãóò (òî÷íî åñòü è òå è äðóãèå). Êàæäûé ñêàçàë: ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 15 ðûöàðÿìè
íà ýòîì ñîáðàíèè¿ è ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 11 ëæåöàìè íà ýòîì ñîáðàíèè¿. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîãëî ñîáðàòüñÿ?

Îòâåò: 29

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü, à ó íåãî åñòü õîòÿ áû 15 çíàêîìûõ ðûöàðåé,
ðûöàðåé õîòÿ áû 16. 16 ðûöàðåé çíàêîìû â ñóììå õîòÿ áû ñî 176 ëæåöàìè; â ýòîé ñóììå êàæäûé
ëæåö ïîñ÷èòàí íå áîëåå 14 ðàç, òàê êàê ëæåöû ëãóò íàñ÷¼ò õîòÿ áû 15 ðûöàðåé, òî åñòü ó íèõ

íå áîëåå 14 çíàêîìûõ ðûöàðåé ó êàæäîãî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëæåöîâ õîòÿ áû
176

14
> 12, òî åñòü

õîòÿ áû 13.
Ïðèìåð î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò è íå åäèíñòâåíåí. Íàïðèìåð: 16 ðûöàðåé çíàêîìû ìåæäó ñî-

áîé, 13 ëæåöîâ ìåæäó ñîáîé íå çíàêîìû; ëæåö ñ íîìåðîì n çíàêîì ñ ðûöàðÿìè ñ íîìåðàìè
êðîìå n è n + 1. Òîãäà ðûöàðü íîìåð 16 çíàåò 12 ëæåöîâ, ðûöàðè 1 è 15 çíàþò ïî 11 ëæåöîâ,
îñòàëüíûå ïî 10.

6. (4 áàëëà) Â îïèñàííîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE äàíû äëèíû ñòîðîí AB = 10, BC = 9,
CD = 11, DE = 8, EA = 12. Äèàãîíàëè AC è BE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AMD è BMD.

Îòâåò: 4

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñòîðîíû AB çà X. Òîãäà
òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå DX. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Áðèàíøîíà (êîòîðàÿ
ãëàñèò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) äëÿ

âûðîæäåííîãî øåñòèóãîëüíèêà AXBCDE. Òîãäà
SAMD

SBMD

=
SADX − SAMX

SBDX − SBMX

=
AX

BX
, ïîñêîëüêó

SADX

SBDX

=
SAMX

SBMX

=
AX

BX
.

Îáîçíà÷èì îòðåçêè êàñàíèÿ, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíå A çà a, ê âåðøèíå B � çà b è ò.ä., à ïî-
ëóïåðèìåòð ïÿòèóãîëüíèêà çà p. Òîãäà
AX

BX
=

a

b
=

a+ b+ c+ d+ e− (b+ c)− (d+ e)

a+ b+ c+ d+ e− (c+ d)− (a+ e)
=

p−BC − ED

p− CD − AE
=

8

2
= 4

7. (4 áàëëà) Êóá 8×8×8 ñîñòîèò èç 512 ìàëåíüêèõ êóáèêîâ 1×1×1 (íàçîâ¼ì èõ ÿ÷åéêàìè).
ß÷åéêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ãðàíü � òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé ÿ÷åéêè
íå áîëåå 6 ñîñåäíèõ.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå çàïèñàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñóììà ÷èñåë â ÿ÷åéêå è âî âñåõ ñîñåäíèõ
íå ìåíåå 35. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ÿ÷åéêàõ êóáà ñòðîãî áîëüøå 2560.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîñ÷èòàåì ñóììó ÷èñåë íåé è â å¼ ñîñåäÿõ è ñëîæèì
âñå ýòè ñóììû. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò íå ìåíåå 35 · 83 = 17920.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî áûëî ïîñ÷èòàíî íå áîëåå ñåìè ðàç: äëÿ ñåáÿ è äëÿ âñåõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ìåíåå 17920 : 7 = 2560.

×òîáû äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî 35 â
óñëîâèè çàäà÷è, è, âî-âòîðûõ, êàæäîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñóììèðîâàëîñü áû ðîâíî ñåìü ðàç, òî
åñòü, â êàæäîé ÿ÷åéêå, ó êîòîðîé ìåíüøå ñåìè ñîñåäåé, ñòîÿëî áû ÷èñëî 0.

Ýòî íåâîçìîæíî: ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìåíåå 7 ðàç � ýòî ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê
ãðàíÿì êóáà. Åñëè ðàññòàâèòü âî âñåõ ýòèõ ÿ÷åéêàõ íóëè, ñóììà ÷èñåë â óãëîâîé ÿ÷åéêå è å¼
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ñîñåäÿõ òàêæå áóäåò ðàâíà 0, à âîâñå íå 35.

8. (5 áàëëîâ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà óñëîâèÿìè x1 =
5

3
è xn+1 = 4 − 3

xn

. Íàéäèòå

x100.

Îòâåò: x100 =
3100 + 2

399 + 2
Ðåøåíèå: Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñ-

ëèòåëü ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì ñëåäóþùåãî.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñëåäóþùèì îáðàçîì: y0 = 3, y1 = 5, yn = xnyn−1, òî åñòü

xn =
yn
yn−1

. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå xn â ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ìû ïîëó÷èì
yn+1

yn
=

4− 3yn−1

yn
, îòêóäà yn+1 = 4yn − 3yn−1.

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn èìåþò âèä 3, 5, 11, 29, 83, . . .Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü
äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ â òðè ðàçà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 3. Çíà÷èò, èìååò ñìûñë èñêàòü yn êàê 3na + b � ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå.
Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì a = 1 è b = 2, îòêóäà

xn =
3n + 2

3n−1 + 2
è x100 =

3100 + 2

399 + 2
.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 33n+233n+433n ïðè íå÷¼òíîì n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå õîòÿ áû ÷åòûð¼õ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 3+43 = 46 äåëèòñÿ íà 23, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé. Ýòî âåðíî, òàê êàê am + bm äåëèòñÿ íà a + b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî ýòî äîêàçàòü òàê: 43 ≡ −3 (mod 23), çíà÷èò 433n ≡ (−3)3n ≡ −33n òàê êàê 3n
íå÷¼òíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 9. 33n äåëèòñÿ íà 9. ×èñëî 23 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà
9 îñòàòîê 5, à çíà÷èò ÷èñëî 233 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê, êàê è 53 = 125, òî åñòü 8, à 236 äà¼ò
îñòàòîê 1. Äàëüøå îñòàòêè çàöèêëèâàþòñÿ è 233n äà¼ò îñòàòîê 8 ïðè íå÷¼òíîì n è îñòàòîê 1 ïðè
÷¼òíîì. ×èñëî 43 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 7, à çíà÷èò ÷èñëî 433 äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê,
êàê è 73 = 343, òî åñòü 1.Çíà÷èò 433n äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 9. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà
33n + 233n + 433n äåëèòñÿ íà 9.

Ìû ïîëó÷èëè óæå òðè ìíîæèòåëÿ: 3, 3 è 23. Êðîìå òîãî 33n + 173n + 313n > 3 · 3 · 23 = 207,
ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû åù¼ îäèí äåëèòåëü.

2. (2 áàëëà) Ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ax2 + bx + c ñ ïîëîæèòåëüíûì ñòàøèì êîýô-
ôèöèåíòîì a êàñàåòñÿ ãðàôèêà åãî ïðîèçâîäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî c ⩾ a.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàñàíèå ãðàôèêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà è ïðîèçâîäíîé èìå-
åò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïóñòü òð¼õ÷ëåí ðàâåí ax2 + bx+ c, òîãäà ïðîèçâîäíàÿ � ýòî 2ax+ b.

Èõ ðàçíîñòü ðàâíà ax2 + (b− 2a)x+ (c− b). Å¼ äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí 0, òî åñòü
(b− 2a)2 − 4a(c− b) = 0, îòêóäà b2 = 4ac− 4a2 = 4a(c− a) ⩾ 0, îòêóäà c ⩾ a.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî
ýòî sinx, ctg x, tg x è y ̸= cos x, íî íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü,
ãäå èìåííî êàêîå ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë x è z, ÷òî tg z = sin x, ctg z = y =
1

sinx
è, êðîìå òîãî, ctg x = sin z. Òîãäà íà äîñêå íàõîäÿòñÿ, âî-ïåðâûõ, ÷èñëà sinx, ctg x è tg x, à,
âî-âòîðûõ, sin z, ctg z, tg z è íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ãäå êàêîå ÷èñëî.

Âîçâåä¼ì ðàâåíñòâî ctg x = sin z â ñòåïåíü ìèíóñ äâà (ìû ýòî ìîæåì äåëàòü, òàê êàê âñ¼

ðàâíî èùåì ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ) è ïîëó÷èì tg2 x =
1

sin2 z
= ctg2 z + 1 =

1

sinx2
+ 1. Òàêèì

îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå tg2 x =
1

sinx2
+ 1, ÷òî, ïîñëå çàìåíû t = cos2 x

ïðåâðàùàåòñÿ â
1

t
− 1 =

1

1− t
+ 1, îòêóäà (1− t)− t(1− t) = t+ t(1− t) èëè 2t2 − 4t+ 1

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîäõîäÿùèé êîðåíü 1 − 1√
2
̸= 1. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì

çíà÷åíèè cos2 x âñå ÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ýòî ïðàâäà, òàê êàê ÷èñëà èç îäíîé ïàðû tg x,
ctg x, èëè tg z, ctg z ñîâïàäàþò ïðè êâàäðàòå êîñèíóñà ðàâíîì 1; ñîâïàäåíèå ÷èñåë èç ðàçíûõ ïàð
îçíà÷àåò ðàâåíñòâî è âòîðûõ ÷èñëåë òîæå, îòêóäà ñèíóñ óãëà ðàâåí åãî òàíãåíñó èëè êîòàíãåíñó,
÷òî òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè. Êðîìå òîãî, cosx îòñóòñòâóåò íà äîñêå, òàê
êàê y > 1; àíàëîãè÷íî äëÿ cos z.

Ìîæíî òàêæå ïðîñòî âû÷èñëèòü ýòè ÷èñëà, ýòî
√√

2− 1,
√

2−
√
2,

√√
1/2,

√
1−

√
1/2

Çàìå÷àíèå: Áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû, ïðè êîòîðûõ ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü
÷èñëà, íå ïîäõîäÿò èç-çà çàïðåòà ðàâåíñòâà ÷èñåë èëè çàïðåòà íàëè÷èÿ êîñèíóñà. Â ñèëó ñèì-
ìåòðèè ó çàäà÷è åñòü âòîðîå ðåøåíèå, â êîòîðîì x è z ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

4. (3 áàëëà) ABCD � ïèðàìèäà ñ ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ñôåðà
ðàäèóñà 10 ñ öåíòðîì â òî÷êå D ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AD, BD è CD â îòíîøåíèè 2 : 1 (ñ÷èòàÿ
îò âåðøèíû D) è êàñàåòñÿ ãðàíè ABC. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.
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Îòâåò: VABCD =
625

√
3

2
.

Ðåøåíèå: Ïóñòü H � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû è ãðàíè ABC. Òîãäà ADH, BDH è CDH �
ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â êîòîðûõ êàòåò DH â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AH = BH = CH = 5
√
5. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ýòî ðàäèóñ

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, îòêóäà SABC = SABH + SACH + SBCH = 3SABH = 3 · 1
2
· (5

√
5)2 sin 120◦ =

375
√
3

4
.

Ñîîòâåòñòâåííî, VABCD = 1
3
DH · SABC = 1

3
· 10 · 375

√
3

4
=

625
√
3

2
.

5. (3 áàëëà) Íà ñîáðàíèè ïðèñóòñòâîâàëè ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó è ëæåöû, êîòî-
ðûå âñåãäà ëãóò (òî÷íî åñòü è òå è äðóãèå). Êàæäûé ñêàçàë: ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 14 ðûöàðÿìè
íà ýòîì ñîáðàíèè¿ è ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 10 ëæåöàìè íà ýòîì ñîáðàíèè¿. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîãëî ñîáðàòüñÿ?

Îòâåò: 27

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü, à ó íåãî åñòü õîòÿ áû 14 çíàêîìûõ ðûöàðåé,
ðûöàðåé õîòÿ áû 15. 15 ðûöàðåé çíàêîìû â ñóììå õîòÿ áû ñî 150 ëæåöàìè; â ýòîé ñóììå êàæäûé
ëæåö ïîñ÷èòàí íå áîëåå 13 ðàç, òàê êàê ëæåöû ëãóò íàñ÷¼ò õîòÿ áû 14 ðûöàðåé, òî åñòü ó íèõ

íå áîëåå 13 çíàêîìûõ ðûöàðåé ó êàæäîãî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëæåöîâ õîòÿ áû
150

13
> 11, òî åñòü

õîòÿ áû 12.
Ïðèìåð î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò è íå åäèíñòâåíåí. Íàïðèìåð: 15 ðûöàðåé çíàêîìû ìåæäó ñî-

áîé, 12 ëæåöîâ ìåæäó ñîáîé íå çíàêîìû; ëæåö ñ íîìåðîì n çíàêîì ñ ðûöàðÿìè ñ íîìåðàìè
êðîìå n è n + 1. Òîãäà ðûöàðü íîìåð 15 çíàåò 12 ëæåöîâ, ðûöàðè 1 è 14 çíàþò ïî 11 ëæåöîâ,
îñòàëüíûå ïî 10.

6. (4 áàëëà) Â îïèñàííîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE äàíû äëèíû ñòîðîí AB = 11, BC = 9,
CD = 10,DE = 14, EA = 12. Äèàãîíàëè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåM . Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ CME è BME.

Îòâåò:
1

2
Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñòîðîíû BC çà X. Òîãäà

òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå EX. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Áðèàíøîíà (êîòîðàÿ
ãëàñèò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) äëÿ

âûðîæäåííîãî øåñòèóãîëüíèêà ABXCDE. Òîãäà
SCME

SBME

=
SCEX − SCMX

SBEX − SBMX

=
CX

BX
, ïîñêîëüêó

SCEX

SBEX

=
SCMX

SBMX

=
CX

BX
.

Îáîçíà÷èì îòðåçêè êàñàíèÿ, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíå A çà a, ê âåðøèíå B � çà b è ò.ä., à ïî-
ëóïåðèìåòð ïÿòèóãîëüíèêà çà p. Òîãäà
CX

BX
=

c

b
=

a+ b+ c+ d+ e− (a+ b)− (d+ e)

a+ b+ c+ d+ e− (c+ d)− (a+ e)
=

p− AB − ED

p− CD − AE
=

3

6
=

1

2

7. (4 áàëëà) Êóá 7×7×7 ñîñòîèò èç 343 ìàëåíüêèõ êóáèêîâ 1×1×1 (íàçîâ¼ì èõ ÿ÷åéêàìè).
ß÷åéêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ãðàíü � òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé ÿ÷åéêè
íå áîëåå 6 ñîñåäíèõ.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå çàïèñàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñóììà ÷èñåë â ÿ÷åéêå è âî âñåõ ñîñåäíèõ
íå ìåíåå 10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ÿ÷åéêàõ êóáà ñòðîãî áîëüøå 490.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîñ÷èòàåì ñóììó ÷èñåë íåé è â å¼ ñîñåäÿõ è ñëîæèì
âñå ýòè ñóììû. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò íå ìåíåå 10 · 73 = 3430.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî áûëî ïîñ÷èòàíî íå áîëåå ñåìè ðàç: äëÿ ñåáÿ è äëÿ âñåõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ìåíåå 3430 : 7 = 490.

×òîáû äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî 10 â
óñëîâèè çàäà÷è, è, âî-âòîðûõ, êàæäîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñóììèðîâàëîñü áû ðîâíî ñåìü ðàç, òî
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åñòü, â êàæäîé ÿ÷åéêå, ó êîòîðîé ìåíüøå ñåìè ñîñåäåé, ñòîÿëî áû ÷èñëî 0.
Ýòî íåâîçìîæíî: ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìåíåå 7 ðàç � ýòî ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê

ãðàíÿì êóáà. Åñëè ðàññòàâèòü âî âñåõ ýòèõ ÿ÷åéêàõ íóëè, ñóììà ÷èñåë â óãëîâîé ÿ÷åéêå è å¼
ñîñåäÿõ òàêæå áóäåò ðàâíà 0, à âîâñå íå 10.

8. (5 áàëëîâ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà óñëîâèÿìè x1 =
5

3
è xn+1 = 3 − 2

xn

. Íàéäèòå

x100.

Îòâåò: x100 =
2101 + 1

2100 + 1
.

Ðåøåíèå: Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñ-
ëèòåëü ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì ñëåäóþùåãî.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñëåäóþùèì îáðàçîì: y0 = 3, y1 = 5, yn = xnyn−1, òî åñòü

xn =
yn
yn−1

. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå xn â ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ìû ïîëó÷èì
yn+1

yn
=

3− 2yn−1

yn
, îòêóäà yn+1 = 3yn − 2yn−1.

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn èìåþò âèä 3, 5, 9, 17, 33, . . .Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü
äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 2. Çíà÷èò, èìååò ñìûñë èñêàòü yn êàê 2na+ b � ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî òàêàÿ ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå. Ïîäñòàâëÿÿ

íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì a = 2 è b = 1, îòêóäà xn =
2 · 2n + 1

2 · 2n−1 + 1

è x100 =
2 · 2100 + 1

2 · 299 + 1
=

2101 + 1

2100 + 1
.
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3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 33n+113n+193n ïðè íå÷¼òíîì n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå õîòÿ áû ÷åòûð¼õ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 3+19 = 22 äåëèòñÿ íà 11, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé. Ýòî âåðíî, òàê êàê am + bm äåëèòñÿ íà a + b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî ýòî äîêàçàòü òàê: 19 ≡ −3 (mod 11), çíà÷èò 193n ≡ (−3)3n ≡ −33n òàê êàê 3n
íå÷¼òíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 9. 33n äåëèòñÿ íà 9. 19 â ëþáîé ñòåïåíè äà¼ò ïðè
äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 1. ×èñëî 11 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 2, à çíà÷èò ÷èñëî 113 äà¼ò
îñòàòîê 8, à 116 äà¼ò îñòàòîê 1. Äàëüøå îñòàòêè çàöèêëèâàþòñÿ è 293n äà¼ò îñòàòîê 8 ïðè
íå÷¼òíîì n è îñòàòîê 1 ïðè ÷¼òíîì. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà 33n + 293n + 553n äåëèòñÿ íà 9.

Ìû ïîëó÷èëè óæå òðè ìíîæèòåëÿ: 3, 3 è 11. Êðîìå òîãî 33n + 113n + 193n > 3 · 3 · 11 = 99,
ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû åù¼ îäèí äåëèòåëü.

2. (2 áàëëà) Ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà êàñàåòñÿ ãðàôèêà åãî ïðîèçâîäíîé. Äîêàæèòå,
÷òî ó òð¼õ÷ëåíà íåò êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàñàíèå ãðàôèêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà è ïðîèçâîäíîé èìå-
åò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïóñòü òð¼õ÷ëåí ðàâåí ax2 + bx+ c, òîãäà ïðîèçâîäíàÿ � ýòî 2ax+ b.

Èõ ðàçíîñòü ðàâíà ax2 + (b− 2a)x+ (c− b). Å¼ äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí 0, òî åñòü
(b− 2a)2 − 4a(c− b) = 0, îòêóäà b2 − 4ac = −4a2 < 0, òî åñòü ó òð¼õ÷ëåíà íåò êîðíåé.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî
ýòî sinx, cosx, ctg x è y ̸= tg x, íî íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü,
ãäå èìåííî êàêîå ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë x è z, ÷òî sin z = ctg x, cos z = y =
√
1− ctg2 x

è, êðîìå òîãî, cosx = ctg z =

√
1− ctg2 x

ctg x
. Òîãäà íà äîñêå íàõîäÿòñÿ, âî-ïåðâûõ, ÷èñëà sinx,

cosx è ctg x, à, âî-âòîðûõ, sin z, cos z, ctg z è íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ãäå êàêîå ÷èñëî.

Ðåøàåì óðàâíåíèå: cosx =

√
1− ctg2 x

ctg x
, îòêóäà

√
1− ctg2 x sinx = cos2 x. Âîçâåäÿ óðàâíåíèå

â êâàäðàò è ðàñêðûâ êîòàíãåíñ, ïîëó÷àåì (sin2 x−cos2 x) = cos4 x. Îáîçíà÷èâ cos2 x = t ïîëó÷àåì
(1− 2t) = t2 èëè −1 + 2t+ t2 = 0

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîäõîäÿùèé êîðåíü
√
2 − 1 ̸= 1

2
. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì

çíà÷åíèè sin2 x âñå ÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ýòî ïðàâäà, òàê êàê ÷èñëà èç îäíîé ïàðû sinx,

cosx, èëè sin z, cos z ñîâïàäàþò ïðè êâàäðàòå ñèíóñà ðàâíîì
1

2
; ñîâïàäåíèå ÷èñåë èç ðàçíûõ ïàð

îçíà÷àåò ðàâåíñòâî è âòîðûõ ÷èñëåë òîæå, îòêóäà êîòàíãåíñ óãëà ðàâåí åãî ñèíóñó èëè êîñèíóñó,
÷òî òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè. Êðîìå òîãî, âñå ýòè ÷èñëà ìåíüøå åäèíèöû,
ïîýòîìó òàíãåíñà ñðåäè íèõ íåò.

Ìîæíî òàêæå ïðîñòî âû÷èñëèòü ýòè ÷èñëà, ýòî
√√

2− 1,
√

2−
√
2,

√√
1/2,

√
1−

√
1/2

Çàìå÷àíèå: Áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû, ïðè êîòîðûõ ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü
÷èñëà, íå ïîäõîäÿò èç-çà çàïðåòà ðàâåíñòâà ÷èñåë èëè çàïðåòå íàëè÷èÿ òàíãåíñà.

4. (3 áàëëà) ABCD � ïèðàìèäà ñ ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ñôåðà
ðàäèóñà 20 ñ öåíòðîì â òî÷êå D ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí AD, BD è CD è êàñàåòñÿ
ãðàíè ABC. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

Îòâåò: VABCD = 750
√
3.

Ðåøåíèå: Ïóñòü H � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû è ãðàíè ABC. Òîãäà ADH, BDH è CDH �
ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â êîòîðûõ êàòåò DH â äâà ðàçà ìåíüøå ãèïîòåíóçû.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AH = BH = CH = 20
√
3. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ýòî ðàäè-

óñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, îòêóäà SABC = SABH+SACH+SBCH = 3SABH = 3· 1
2
·(20

√
3)2 sin 120◦ =

900
√
3.

8



Ñîîòâåòñòâåííî, VABCD = 1
3
DH · SABC = 1

3
· 20 · 900

√
3 = 6000

√
3.

5. (3 áàëëà) Íà ñîáðàíèè ïðèñóòñòâîâàëè ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó è ëæåöû, êîòî-
ðûå âñåãäà ëãóò (òî÷íî åñòü è òå è äðóãèå). Êàæäûé ñêàçàë: ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 16 ðûöàðÿìè
íà ýòîì ñîáðàíèè¿ è ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 12 ëæåöàìè íà ýòîì ñîáðàíèè¿. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîãëî ñîáðàòüñÿ?

Îòâåò: 31

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü, à ó íåãî åñòü õîòÿ áû 16 çíàêîìûõ ðûöàðåé,
ðûöàðåé õîòÿ áû 17. 17 ðûöàðåé çíàêîìû â ñóììå õîòÿ áû ñ 204 ëæåöàìè; â ýòîé ñóììå êàæäûé
ëæåö ïîñ÷èòàí íå áîëåå 15 ðàç, òàê êàê ëæåöû ëãóò íàñ÷¼ò õîòÿ áû 16 ðûöàðåé, òî åñòü ó íèõ

íå áîëåå 15 çíàêîìûõ ðûöàðåé ó êàæäîãî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëæåöîâ õîòÿ áû
204

15
> 13, òî åñòü

õîòÿ áû 14.
Ïðèìåð î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò è íå åäèíñòâåíåí. Íàïðèìåð: 17 ðûöàðåé çíàêîìû ìåæäó ñî-

áîé, 14 ëæåöîâ ìåæäó ñîáîé íå çíàêîìû; ëæåö ñ íîìåðîì n çíàêîì ñ ðûöàðÿìè ñ íîìåðàìè
êðîìå n è n + 1 Òîãäà ðûöàðü íîìåð 17 çíàåò 14 ëæåöîâ, ðûöàðè 1 è 16 çíàþò ïî 13 ëæåöîâ,
îñòàëüíûå ïî 12.

6. (4 áàëëà) Â îïèñàííîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE äàíû äëèíû ñòîðîí AB = 10, BC = 9,
CD = 12, DE = 8, EA = 7. Äèàãîíàëè AD è CE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BME è BMD.

Îòâåò:
1

7
Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñòîðîíû DE çà X. Òîãäà

òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå BX. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Áðèàíøîíà (êîòîðàÿ
ãëàñèò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) äëÿ

âûðîæäåííîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDXE. Òîãäà
SBME

SBMD

=
SBEX − SEMX

SBDX − SDMX

=
EX

DX
, ïîñêîëüêó

SBEX

SBDX

=
SEMX

SDMX

=
EX

DX
.

Îáîçíà÷èì îòðåçêè êàñàíèÿ, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíå A çà a, ê âåðøèíå B � çà b è ò.ä., à ïî-
ëóïåðèìåòð ïÿòèóãîëüíèêà çà p. Òîãäà
EX

DX
=

e

d
=

a+ b+ c+ d+ e− (a+ b)− (c+ d)

a+ b+ c+ d+ e− (b+ c)− (a+ e)
=

p− AB − CD

p−BC − AE
=

1

7

7. (4 áàëëà) Êóá 10×10×10 ñîñòîèò èç 1000 ìàëåíüêèõ êóáèêîâ 1×1×1 (íàçîâ¼ì èõ ÿ÷åé-
êàìè). ß÷åéêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ãðàíü � òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé
ÿ÷åéêè íå áîëåå 6 ñîñåäíèõ.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå çàïèñàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñóììà ÷èñåë â ÿ÷åéêå è âî âñåõ ñîñåäíèõ
íå ìåíåå 70. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ÿ÷åéêàõ êóáà ñòðîãî áîëüøå 10000.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîñ÷èòàåì ñóììó ÷èñåë íåé è â å¼ ñîñåäÿõ è ñëîæèì
âñå ýòè ñóììû. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò íå ìåíåå 70 · 103 = 70000.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî áûëî ïîñ÷èòàíî íå áîëåå ñåìè ðàç: äëÿ ñåáÿ è äëÿ âñåõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ìåíåå 70000 : 7 = 10000.

×òîáû äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî 70 â
óñëîâèè çàäà÷è, è, âî-âòîðûõ, êàæäîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñóììèðîâàëîñü áû ðîâíî ñåìü ðàç, òî
åñòü, â êàæäîé ÿ÷åéêå, ó êîòîðîé ìåíüøå ñåìè ñîñåäåé, ñòîÿëî áû ÷èñëî 0.

Ýòî íåâîçìîæíî: ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìåíåå 7 ðàç � ýòî ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê
ãðàíÿì êóáà. Åñëè ðàññòàâèòü âî âñåõ ýòèõ ÿ÷åéêàõ íóëè, ñóììà ÷èñåë â óãëîâîé ÿ÷åéêå è å¼
ñîñåäÿõ òàêæå áóäåò ðàâíà 0, à âîâñå íå 70.

8. (5 áàëëîâ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà óñëîâèÿìè x1 =
7

3
è xn+1 = 4 − 3

xn

. Íàéäèòå

x100.

Îòâåò: x100 =
2 · 3100 + 1

2 · 399 + 1
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Ðåøåíèå: Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñ-
ëèòåëü ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì ñëåäóþùåãî.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñëåäóþùèì îáðàçîì: y0 = 3, y1 = 7, yn = xnyn−1, òî åñòü

xn =
yn
yn−1

. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå xn â ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ìû ïîëó÷èì
yn+1

yn
=

4− 3yn−1

yn
, îòêóäà yn+1 = 4yn − 3yn−1.

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn èìåþò âèä 3, 7, 19, 55, 163, . . .Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü
äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ â òðè ðàçà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 3. Çíà÷èò, èìååò ñìûñë èñêàòü yn êàê 3na + b � ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå.
Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì a = 2 è b = 1, îòêóäà

xn =
2 · 3n + 1

2 · 3n−1 + 1
è x100 =

2 · 3100 + 1

2 · 399 + 1
.
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4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 33n+293n+553n ïðè íå÷¼òíîì n ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèç-
âåäåíèå õîòÿ áû ÷åòûð¼õ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 3+55 = 58 äåëèòñÿ íà 29, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé. Ýòî âåðíî, òàê êàê am + bm äåëèòñÿ íà a + b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-
äðóãîìó ìîæíî ýòî äîêàçàòü òàê: 55 ≡ −3 (mod 29), çíà÷èò 553n ≡ (−3)3n ≡ −33n òàê êàê 3n
íå÷¼òíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 9. 33n äåëèòñÿ íà 9. 55 â ëþáîé ñòåïåíè äà¼ò ïðè
äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 1. ×èñëî 29 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 9 îñòàòîê 2, à çíà÷èò ÷èñëî 293 äà¼ò
îñòàòîê 8, à 296 äà¼ò îñòàòîê 1. Äàëüøå îñòàòêè çàöèêëèâàþòñÿ è 293n äà¼ò îñòàòîê 8 ïðè
íå÷¼òíîì n è îñòàòîê 1 ïðè ÷¼òíîì. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà 33n + 293n + 553n äåëèòñÿ íà 9.

Ìû ïîëó÷èëè óæå òðè ìíîæèòåëÿ: 3, 3 è 29. Êðîìå òîãî 33n + 293n + 553n > 3 · 3 · 29 = 261,
ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû åù¼ îäèí äåëèòåëü.

2. (2 áàëëà) Ãðàôèê êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ax2+ bx+ c ñ îòðèöàòåëüíûì ñòàøèì êîýôôè-
öèåíòîì a êàñàåòñÿ ãðàôèêà åãî ïðîèçâîäíîé. Äîêàæèòå, ÷òî c ⩽ a.

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàñàíèå ãðàôèêîâ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü ìíîãî÷ëåíà è ïðîèçâîäíîé èìå-
åò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Ïóñòü òð¼õ÷ëåí ðàâåí ax2 + bx+ c, òîãäà ïðîèçâîäíàÿ � ýòî 2ax+ b.

Èõ ðàçíîñòü ðàâíà ax2 + (b− 2a)x+ (c− b). Å¼ äèñêðèìèíàíò äîëæåí áûòü ðàâåí 0, òî åñòü
(b− 2a)2 − 4a(c− b) = 0, îòêóäà b2 = 4ac− 4a2 = 4a(c− a) ⩾ 0, îòêóäà c ⩽ a.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíû ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî
ýòî cosx, ctg x, tg x è y ̸= sin x, íî íåèçâåñòíî, â êàêîì ïîðÿäêå. Âñåãäà ëè ìîæíî îïðåäåëèòü,
ãäå èìåííî êàêîå ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë x è z, ÷òî tg z = cos x, ctg z = y =
1

cosx
è, êðîìå òîãî, ctg x = cos z. Òîãäà íà äîñêå íàõîäÿòñÿ, âî-ïåðâûõ, ÷èñëà cosx, ctg x è tg x, à,
âî-âòîðûõ, cos z, ctg z, tg z è íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ãäå êàêîå ÷èñëî.

Âîçâåä¼ì ðàâåíñòâî ctg x = cos z â ñòåïåíü ìèíóñ äâà (ìû ýòî ìîæåì äåëàòü, òàê êàê âñ¼

ðàâíî èùåì ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ) è ïîëó÷èì tg2 x =
1

cos2 z
= tg2 z + 1 = cos x2 + 1. Òàêèì

îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå tg2 x = cos x2 + 1, ÷òî, ïîñëå çàìåíû t = cos2 x

ïðåâðàùàåòñÿ â
1

t
− 1 = t+ 1, îòêóäà (1− t) = t2 + t èëè t2 + 2t− 1 = 0

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîäõîäÿùèé êîðåíü
√
2 − 1 ̸= 1. Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè òàêîì

çíà÷åíèè cos2 x âñå ÷åòûðå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ýòî ïðàâäà, òàê êàê ÷èñëà èç îäíîé ïàðû tg x,
ctg x, èëè tg z, ctg z ñîâïàäàþò ïðè êâàäðàòå êîñèíóñà ðàâíîì 1; ñîâïàäåíèå ÷èñåë èç ðàçíûõ ïàð
îçíà÷àåò ðàâåíñòâî è âòîðûõ ÷èñëåë òîæå, îòêóäà ñèíóñ óãëà ðàâåí åãî òàíãåíñó èëè êîòàíãåíñó,
÷òî òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè. Êðîìå òîãî, sinx îòñóòñòâóåò íà äîñêå, òàê
êàê y > 1; àíàëîãè÷íî äëÿ sin z.

Çàìå÷àíèå: Áîëåå ïðîñòûå âàðèàíòû, ïðè êîòîðûõ ìû íå ìîæåì îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü
÷èñëà, íå ïîäõîäÿò èç-çà çàïðåòà ðàâåíñòâà ÷èñåë èëè çàïðåòà íàëè÷èÿ ñèíóñà. Â ñèëó ñèììåò-
ðèè ó çàäà÷è åñòü âòîðîå ðåøåíèå, â êîòîðîì x è z ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Ìîæíî òàêæå ïðîñòî âû÷èñëèòü ýòè ÷èñëà, ýòî
√√

2− 1,
√√

2 + 1 ,
√√

2,
√

1−
√

1/2

4. (3 áàëëà) ABCD � ïèðàìèäà ñ ïðàâèëüíûì òðåóãîëüíèêîì ABC â îñíîâàíèè. Ñôåðà
ðàäèóñà 20 ñ öåíòðîì â òî÷êå D ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AD, BD è CD â îòíîøåíèè 3 : 1 (ñ÷èòàÿ
îò âåðøèíû D) è êàñàåòñÿ ãðàíè ABC. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû.

Îòâåò: VABCD =
14000

√
3

9
Ðåøåíèå: Ïóñòü H � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû è ãðàíè ABC. Òîãäà ADH, BDH è CDH �

ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â êîòîðûõ êàòåò DH â 4
3
ðàçà ìåíüøå ãèïîòåíóçû.
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Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà AH = BH = CH =
20
√
7

3
. Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ýòî ðàäè-

óñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè, îòêóäà SABC = SABH+SACH+SBCH = 3SABH = 3· 1
2
·(20

√
7)2

32
sin 120◦ =

700
√
3

3
.

Ñîîòâåòñòâåííî, VABCD = 1
3
DH · SABC = 1

3
· 20 · 700

√
3

3
=

14000
√
3

9
.

5. (3 áàëëà) Íà ñîáðàíèè ïðèñóòñòâîâàëè ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó è ëæåöû, êîòî-
ðûå âñåãäà ëãóò (òî÷íî åñòü è òå è äðóãèå). Êàæäûé ñêàçàë: ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 13 ðûöàðÿìè
íà ýòîì ñîáðàíèè¿ è ¾ß çíàêîì õîòÿ áû ñ 10 ëæåöàìè íà ýòîì ñîáðàíèè¿. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîãëî ñîáðàòüñÿ?

Îòâåò: 26

Ðåøåíèå: Ïîñêîëüêó åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü, à ó íåãî åñòü õîòÿ áû 13 çíàêîìûõ ðûöàðåé,
ðûöàðåé õîòÿ áû 14. 14 ðûöàðåé çíàêîìû â ñóììå õîòÿ áû ñî 140 ëæåöàìè; â ýòîé ñóììå êàæäûé
ëæåö ïîñ÷èòàí íå áîëåå 12 ðàç, òàê êàê ëæåöû ëãóò íàñ÷¼ò õîòÿ áû 13 ðûöàðåé, òî åñòü ó íèõ

íå áîëåå 12 çíàêîìûõ ðûöàðåé ó êàæäîãî. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëæåöîâ õîòÿ áû
140

12
> 11, òî åñòü

õîòÿ áû 12.
Ïðèìåð î÷åâèäíî ñóùåñòâóåò è íå åäèíñòâåíåí. Íàïðèìåð: 14 ðûöàðåé çíàêîìû ìåæäó ñî-

áîé, 12 ëæåöîâ ìåæäó ñîáîé íå çíàêîìû; ëæåö ñ íîìåðîì n çíàêîì ñ ðûöàðÿìè ñ íîìåðàìè
êðîìå n è n + 1. Òîãäà ðûöàðü íîìåð 14 çíàåò 12 ëæåöîâ, ðûöàðè 1 è 13 çíàþò ïî 11 ëæåöîâ,
îñòàëüíûå ïî 10.

6. (4 áàëëà) Â îïèñàííîì ïÿòèóãîëüíèêå ABCDE äàíû äëèíû ñòîðîí AB = 11, BC = 10,
CD = 13,DE = 14, EA = 12. Äèàãîíàëè AD è BE ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåM . Íàéäèòå îòíîøåíèå
ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AMC è EMC.

Îòâåò: 1

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì òî÷êó êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñòîðîíû AE çà X. Òîãäà
òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå CX. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç òåîðåìû Áðèàíøîíà (êîòîðàÿ
ãëàñèò, ÷òî ãëàâíûå äèàãîíàëè îïèñàííîãî øåñòèóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå) äëÿ

âûðîæäåííîãî øåñòèóãîëüíèêà ABCDEX. Òîãäà
SAMC

SEMC

=
SACX − SAMX

SECX − SEMX

=
AX

EX
, ïîñêîëüêó

SACX

SECX

=
SAMX

SEMX

=
AX

EX
.

Îáîçíà÷èì îòðåçêè êàñàíèÿ, ïðèëåãàþùèå ê âåðøèíå A çà a, ê âåðøèíå B � çà b è ò.ä., à ïî-
ëóïåðèìåòð ïÿòèóãîëüíèêà çà p. Òîãäà
AX

EX
=

a

e
=

a+ b+ c+ d+ e− (b+ c)− (d+ e)

a+ b+ c+ d+ e− (c+ d)− (a+ b)
=

p−BC − ED

p− CD − AB
=

6

6
= 1

7. (4 áàëëà) Êóá 5×5×5 ñîñòîèò èç 125 ìàëåíüêèõ êóáèêîâ 1×1×1 (íàçîâ¼ì èõ ÿ÷åéêàìè).
ß÷åéêè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè èìåþò îáùóþ ãðàíü � òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé ÿ÷åéêè
íå áîëåå 6 ñîñåäíèõ.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå çàïèñàíî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ñóììà ÷èñåë â ÿ÷åéêå è âî âñåõ ñîñåäíèõ
íå ìåíåå 14. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ÿ÷åéêàõ êóáà ñòðîãî áîëüøå 250.

Äîêàçàòåëüñòâî: Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïîñ÷èòàåì ñóììó ÷èñåë íåé è â å¼ ñîñåäÿõ è ñëîæèì
âñå ýòè ñóììû. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî áóäåò íå ìåíåå 14 · 125 = 1750.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî áûëî ïîñ÷èòàíî íå áîëåå ñåìè ðàç: äëÿ ñåáÿ è äëÿ âñåõ ñâîèõ
ñîñåäåé. Ïîýòîìó îáùàÿ ñóììà âñåõ ÷èñåë íå ìåíåå 1750 : 7 = 250.

×òîáû äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî 14 â
óñëîâèè çàäà÷è, è, âî-âòîðûõ, êàæäîå íåíóëåâîå ÷èñëî ñóììèðîâàëîñü áû ðîâíî ñåìü ðàç, òî
åñòü, â êàæäîé ÿ÷åéêå, ó êîòîðîé ìåíüøå ñåìè ñîñåäåé, ñòîÿëî áû ÷èñëî 0.

Ýòî íåâîçìîæíî: ÿ÷åéêè, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ ìåíåå 7 ðàç � ýòî ÿ÷åéêè, ïðèìûêàþùèå ê
ãðàíÿì êóáà. Åñëè ðàññòàâèòü âî âñåõ ýòèõ ÿ÷åéêàõ íóëè, ñóììà ÷èñåë â óãëîâîé ÿ÷åéêå è å¼
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ñîñåäÿõ òàêæå áóäåò ðàâíà 0, à âîâñå íå 14.

8. (5 áàëëîâ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn çàäàíà óñëîâèÿìè x1 =
5

2
è xn+1 = 3 − 2

xn

. Íàéäèòå

x100.

Îòâåò: x100 =
3 · 2100 − 1

3 · 299 − 1
.

Ðåøåíèå: Ïåðåáðàâ íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷èñ-
ëèòåëü ïðåäûäóùåãî ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì ñëåäóþùåãî.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ñëåäóþùèì îáðàçîì: y0 = 2, y1 = 5, yn = xnyn−1, òî åñòü

xn =
yn
yn−1

. Ïîäñòàâèâ ýòî ïðåäñòàâëåíèå xn â ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ìû ïîëó÷èì
yn+1

yn
=

3− 2yn−1

yn
, îòêóäà yn+1 = 3yn − 2yn−1.

×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn èìåþò âèä 2, 5, 11, 23, 47, . . .Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü
äâóõ ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ êàæäûé ðàç óâåëè÷èâàåòñÿ â äâà ðàçà, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 2. Çíà÷èò, èìååò ñìûñë èñêàòü yn êàê 2na + b � ìîæíî
ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ ëþáàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå.
Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ è ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì a = 3 è b = −1, îòêóäà

xn =
3 · 2n − 1

3 · 2n−1 − 1
è x100 =

3 · 2100 − 1

3 · 299 − 1
.
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1.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóììà ïåðâûõ øåñòè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {an} ðàâíà ñóììå ñëå-
äóþùèõ ÷åòûð¼õ ÷ëåíîâ. Íàéäèòå

a16
a1

. (Íóìåðàöèÿ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè íà÷èíàåòñÿ ñ a1)

Îòâåò: 3

Ðåøåíèå: Ïóñòü an = a1 + (n − 1)d. Òîãäà ñóììà ïåðâûõ øåñòè ÷ëåíîâ � ýòî 6a1 + 15d, à
ñóììà ñëåäóþùèõ ÷åòûð¼õ ðàâíà 4a1 + 30d. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì 2a1 = 15d,
îòêóäà a16 = a1 + 15d = 3a1.

2. (2 áàëëà) ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ (ðàâíîáîêàÿ) òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC, à
BCDE � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè CD è BE. Äîêàæèòå, ÷òî ∠BCA = ∠CED.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðàïåöèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî óãëîâ∠ABC = ∠BCD =
∠CDE. Êðîìå òîãî, AB = CD è BC = DE. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ABC è CED ðàâíû,
îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî óãëîâ.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ x(y+z) = 1000.

Îòâåò: 2324

Ðåøåíèå: y + z =
1000

x
= d, ãäå d � äåëèòåëü 1000. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà d òàêèì îáðàçîì

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî x è d− 1 ïàðà (y, z) (òàê êàê y ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1
äî d− 1, à z ïîñëå ýòîãî îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
� ýòî ñóììà âñåõ äåëèòåëåé 1000 ìèíóñ èõ êîëè÷åñòâî, σ(1000)− d(1000).

Òàê êàê 1000 = 23 · 53, σ(1000)− d(1000) = (1 + 2 + 22 + 23)(1 + 5 + 52 + 53)− (3 + 1)(3 + 1) =
15 · 156− 16 = 2324. Âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë ìîæíî ïðîñòî âûïèñàòü âñå äåëèòåëè ÷èñëà
1000, áëàãî èõ íå òàê ìíîãî.

4. (3 áàëëà) ×èñëà x, y è z ïîëîæèòåëüíû, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1. Äîêàæèòå, ÷òî√
x+ 3y + 5z +

√
y + 3z + 5x+

√
z + 3x+ 5y ⩾ 9.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðèìåíèì ê ÷èñëó x + 3y + 5z íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì
è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ 9 ÷èñåë: îäíîãî ÷èñëà x, òð¼õ ÷èñåë y è ïÿòè ÷èñåë z. Ïîëó-
÷èì x + 3y + 5z ⩾ 9 9

√
xy3z5. Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì è ê îñòàëüíûì ïîäêîðåííûì

âûðàæåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì,√
x+ 3y + 5z +

√
y + 3z + 5x+

√
z + 3x+ 5y ⩾

⩾ 3
(

18
√

xy3z5 + 18
√
yz3x5 + 18

√
zx3y5

)
.

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì, íà ýòîò
ðàç äëÿ òð¼õ êîðíåé 18 ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

⩾ 3
(

18
√

xy3z5 + 18
√

yz3x5 + 18
√

zx3y5
)
⩾ 9 54

√
x9y9z9 = 9.

5. (3 áàëëà) P (x) � ìíîãî÷ëåí ñåäüìîé ñòåïåíè, èìåþùèé ñåìü ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìîæåò èìåòü ìíîãî÷ëåí P (P (x))?

Îòâåò: 7

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì êîðíè ìíîãî÷ëåíà çà x1, . . . , x7 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìíîãî÷ëåí
íå÷¼òíîé ñòåïåíè ïðèíèìàåò âñå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ ñâîè êîðíè, òî åñòü ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ÷èñëà yi, ÷òî P (yi) = xi. ×èñëà yi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (P (x)) çíà÷èò,
èõ õîòÿ áû 7.

Òåïåðü ïîñòðîèì ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, ó êîòîðîãî èõ ðîâíî ñåìü. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
êàæäîå çíà÷åíèå xi ïðèíèìàëîñü ìíîãî÷ëåíîì P (x) ðîâíî îäèí ðàç.
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Ðàññìîòðèì ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(x) = (x−x1)(x−x2) . . . (x−x7), âñå êîðíè êîòîðîãî áîëüøå 1.
Ïóñòü M � åãî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà ïðîìåæóòêå îò x1 äî x7, îíî, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (x) =
Q(x)

M
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ⩽ x7 ýòîò

ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû. Ïðè x > x7 ìíîãî÷ëåí
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à çíà÷èò, ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå ðîâíî îäèí ðàç, â òîì ÷èñëå è âñå
xi.

Çàìå÷àíèå: ïðèìåð ìîæåò ñòðîèòüñÿ è êàê-íèáóäü ïî-äðóãîìó, íî, â ëþáîì ñëó÷àå, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå, ÷òî ÷èñëà xi ëåæàò âíå ïðîìåæóòêà ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà íà ïðîìåæóòêå îò x1 äî x7.

6. (4 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êëåòêè òàáëèöû
10× 10 â ïÿòü öâåòîâ òàê, ÷òîáû â êàæäîì êðåñòå èç ïÿòè êëåòîê è ëþáîé
ôèãóðå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü åãî ÷àñòüþ, âñå öâåòà áûëè ðàçëè÷íû?

(Ðàñêðàñêè, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì èëè ñèììåòðèåé ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè).

Îòâåò: 5! · 2 = 240

Ðåøåíèå: Ëþáîé êðåñò èç ïÿòè êëåòîê ìîæíî ðàñêðàñèòü 5! = 120 ñïî-

ñîáàìè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèåñÿ öâåòà òàê:
a

b c d
e

.

Â ëåâîì âåðõíåì óãëó ýòîãî êâàäðàòà ìîæåò ñòîÿòü ëèáî d, ëèáî e. ×èñëà â îñòàëüíûõ óãëàõ
ïîñëå ýòîãî âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî: åñëè ìû âûáðàëè d äëÿ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà, òî â

ëåâîì íèæíåì òî÷íî ñòîèò a è ò.ä. Âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëó÷àåì
d a e
b c d
a e b

èëè
e a b
b c d
d e a

.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ óâåëè÷èëîñü âäâîå. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îñòàëüíàÿ
÷àñòü äîñêè ðàñêðàøèâàòñÿ îäíîçíà÷íî. Äâà ñëó÷àÿ ðàçáèðàòü íåò íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê îíè
îòëè÷àþòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè è çàìåíîé a ↔ b, d ↔ e.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ðàñøèðèòü ïîëó÷åííóþ ðàñêðàñêó íà âñþ äîñêó. Ïóñòü óæå ðàñêðàøåí
ïðÿìîóãîëüíèê m × n (îáå ñòîðîíû áîëüøå 3). Òîãäà âñå êëåòêè, ñîñåäíèå ñ åãî íåóãëîâûìè
êëåòêàìè, âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî ïî óñëîâèþ.

Èç ðàíåå äîêàçàííîãî âèäíî, ÷òî åñëè â êâàäðàòå 3× 3 ðàñêðàøåíû âñå íåóãëîâûå êëåòêè è
õîòÿ áû îäèí èç óãëîâ, öâåòà îñòàëüíûõ êëåòîê âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü öâåòà êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ óãëîâîé êëåòêîé ïðÿìîóãîëüíèêà
m × n ïî ñòîðîíå, à çàòåì è öâåò êëåòêè ëåæàùåé îò íå¼ ïî äèàãîíàëè. Òàêèì îáðàçîì ìû
ïåðåõîäèì îò ïðÿìîóãîëüíèêàm×n ê ïðÿìîóãîëüíèêó, ó êîòîðîãî êàæäàÿ ñòîðîíà áîëüøå õîòÿ
áû íà 1, åñëè òîëüêî îíà íå ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðîì äîñêè. Ðàíî èëè ïîçäíî òàê âîññòàíîâÿòñÿ
öâåòà âñåõ êëåòîê äîñêè.

Îò ðàçìåðà äîñêè ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê íå çàâèñèò.

7. (4 áàëëà) Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå X. Ïðÿìàÿ AX
ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S1 â òî÷êå A, à îêðóæíîñòü S2 â òî÷êå C. Ïðÿìàÿ BX ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü S1 â òî÷êå B, à îêðóæíîñòü S2 â òî÷êå D. Îêðóæíîñòü S3 êàñàåòñÿ ïðÿìîé BD â
òî÷êå B è ïåðåñåêàåò ëó÷ XA â òî÷êàõ A è P . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , B, C è D ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñòåïåíü òî÷êè X îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S3 ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

XB2, à ñ äðóãîé � XA ·XP , îòêóäà XA =
XB2

XP
.

Ãðàäóñíûå ìåðû äóã XA (îêðóæíîñòè S1) è XC (îêðóæíîñòè S2) ñîâïàäàþò, òàê êàê ðàâíû
óäâîåííîìó óãëó ìåæäó îáùåé êàñàòåëüíîé è ïðÿìîé XA, ñîäåðæàùåé îáå õîðäû XA è XC.

15



Îòñþäà XA : XC ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé S1 è S2. Òîìó æå ñàìîìó îòíîøåíèþ

ðàâíî è XB : XD, îòêóäà
XA

XC
=

XB

XD
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ðàíåå ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿXA, ïîëó÷àåì
XB2

XC ·XP
=

XB

XD
,

îòêóäà XB ·XD = XC ·XP . Èç ýòîãî óñëîâèÿ êàê ðàç è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè P , B, C è D ëåæàò
íà îäíîé îêðóæíîñòè.

8. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 33003 + 53003 + 73003 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå õîòÿ
áû ïÿòè (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 3 + 7 = 10 äåëèòñÿ íà 5, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé.

Ýòî âåðíî, òàê êàê am+ bm äåëèòñÿ íà a+ b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-äðóãîì ìîæíî ýòî äîêàçàòü
òàê: 7 ≡ −3 (mod 5), çíà÷èò 7n ≡ (−3)n ≡ −3n åñëè 3n íå÷¼òíî.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàòêè ïî ìîäóëþ 9. 33n äåëèòñÿ íà 9. ×èñëî 53 = 125 è äà¼ò ïðè äåëåíèè
íà 9 îñòàòîê 8, à çíà÷èò 56 äà¼ò îñòàòîê 1. Äàëüøå îñòàòêè çàöèêëèâàþòñÿ è 53n äà¼ò îñòàòîê
8 ïðè íå÷¼òíîì n è îñòàòîê 1 ïðè ÷¼òíîì. ×èñëî 73 = 343 ïðè äåëåíèè íà 9 äà¼ò îñòàòîê 1.
Çíà÷èò 73n äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 9. Òàêèì îáðàçîì, ñóììà 33003 + 53003 + 73003 äåëèòñÿ
íà 9.

Äàëåå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî 33 + 53 + 73 = 495 äåëèòñÿ åù¼ è íà 11. Ïî ìàëîé òåîðåìå
Ôåðìà ëþáîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ 11, â ñòåïåíè êðàòíîé 10 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 11 îñòà-
òîê 1. Çíà÷èò, ó ÷èñåë 33003, 53003 è 73003 òàêèå æå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 11, êàê è ó êóáîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë, ïîýòîìó èõ ñóììà äåëèòñÿ íà 11.

Ïîýòîìó 33003+53003+73003 äåëèòñÿ íà 3 ·3 ·5 ·11 = 495. Êðîìå òîãî, 33003+53003+73003 > 495,
à çíà÷èò, åñòü åù¼ è ïÿòûé ìíîæèòåëü.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóììà ïåðâûõ ñåìè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè {an} ðàâíà ñóììå

ñëåäóþùèõ ïÿòè ÷ëåíîâ. Íàéäèòå
a37
a1

. (Íóìåðàöèÿ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè íà÷èíàåòñÿ ñ a1)

Îòâåò: 4

Ðåøåíèå: Ïóñòü an = a1 + (n − 1)d. Òîãäà ñóììà ïåðâûõ ñåìè ÷ëåíîâ � ýòî 7a1 + 21d, à
ñóììà ñëåäóþùèõ ïÿòè ðàâíà 5a1 + 45d. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì 2a1 = 24d, òî
åñòü a1 = 12d, îòêóäà a37 = a1 + 36d = 4a1.

2. (2 áàëëà) ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ (ðàâíîáîêàÿ) òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC, à
BCDE � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè CD è BE. Äîêàæèòå, ÷òî ∠CAB = ∠ECD.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðàïåöèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî óãëîâ∠ABC = ∠BCD =
∠CDE. Êðîìå òîãî, AB = CD è BC = DE. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè ABC è CED ðàâíû,
îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî óãëîâ.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ (x+ y)z = 400
.

Îòâåò: 946

Ðåøåíèå: y + z =
400

x
= d, ãäå d � äåëèòåëü 400. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà d òàêèì îáðàçîì

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ÷èñëî x è d− 1 ïàðà (y, z) (òàê êàê y ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 1
äî d− 1, à z ïîñëå ýòîãî îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî). Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
� ýòî ñóììà âñåõ äåëèòåëåé 400 ìèíóñ èõ êîëè÷åñòâî, σ(400)− d(400).

Òàê êàê 400 = 24 · 52, σ(400) − d(400) = (1 + 2 + 22 + 23 + 24)(1 + 5 + 52) − (4 + 1)(2 + 1) =
312−15 = 946. Âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóë ìîæíî ïðîñòî âûïèñàòü âñå äåëèòåëè ÷èñëà 1000,
áëàãî èõ íå òàê ìíîãî.

4. (3 áàëëà) ×èñëà x, y è z ïîëîæèòåëüíû, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1. Äîêàæèòå, ÷òî√
2x+ 5y + 9z +

√
2y + 5z + 9x+

√
2z + 5x+ 9y ⩾ 12.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðèìåíèì ê ÷èñëó 2x+5y+9z íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è
ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ 16 ÷èñåë: äâóõ ÷èñåë x, ïÿòè ÷èñåë y è äåâÿòè ÷èñåë z. Ïîëó÷èì
2x + 5y + 9z ⩾ 16 16

√
x2y5z9. Àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ïðèìåíèì è ê îñòàëüíûì ïîäêîðåííûì

âûðàæåíèÿì. Òàêèì îáðàçîì,√
2x+ 5y + 9z +

√
2y + 5z + 9x+

√
2z + 5x+ 9y ⩾

⩾ 4
(

32
√
x2y5z9 + 32

√
y2z5x9 + 32

√
z2x5y9

)
.

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì, íà ýòîò
ðàç äëÿ òð¼õ êîðíåé 32 ñòåïåíè, ïîëó÷àåì

4
(

32
√
x2y5z9 + 32

√
y2z5x9 + 32

√
z2x5y9

)
⩾ 12 96

√
x16y16z16 = 12.

5. (3 áàëëà) P (x) � ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè, èìåþùèé ïÿòü ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ êîðíåé ìîæåò èìåòü ìíîãî÷ëåí P (P (x))?

Îòâåò: 5

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì êîðíè ìíîãî÷ëåíà çà x1, . . . , x5 â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Ìíîãî÷ëåí
íå÷¼òíîé ñòåïåíè ïðèíèìàåò âñå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêëþ÷àÿ ñâîè êîðíè, òî åñòü ñóùå-
ñòâóþò òàêèå ÷èñëà yi, ÷òî P (yi) = xi. ×èñëà yi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (P (x)) çíà÷èò,
èõ õîòÿ áû 5.

Òåïåðü ïîñòðîèì ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà, ó êîòîðîãî èõ ðîâíî ïÿòü. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
êàæäîå çíà÷åíèå xi ïðèíèìàëîñü ìíîãî÷ëåíîì P (x) ðîâíî îäèí ðàç.
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Ðàññìîòðèì ëþáîé ìíîãî÷ëåí Q(x) = (x−x1)(x−x2) . . . (x−x5), âñå êîðíè êîòîðîãî áîëüøå 1.
Ïóñòü M � åãî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà ïðîìåæóòêå îò x1 äî x5, îíî, î÷åâèäíî, ïîëîæèòåëüíî.

Òîãäà ìíîãî÷ëåí P (x) =
Q(x)

M
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x ⩽ x5 ýòîò

ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû. Ïðè x > x5 ìíîãî÷ëåí
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à çíà÷èò, ïðèíèìàåò êàæäîå çíà÷åíèå ðîâíî îäèí ðàç, â òîì ÷èñëå è âñå
xi.

Çàìå÷àíèå: ïðèìåð ìîæåò ñòðîèòüñÿ è êàê-íèáóäü ïî-äðóãîìó, íî, â ëþáîì ñëó÷àå, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå, ÷òî ÷èñëà xi ëåæàò âíå ïðîìåæóòêà ìåæäó íàèáîëüøèì è íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà íà ïðîìåæóòêå îò x1 äî x5.

6. (4 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êëåòêè òàáëèöû
10× 10 â ïÿòü öâåòîâ òàê, ÷òîáû â êàæäîì êðåñòå èç ïÿòè êëåòîê è ëþáîé
ôèãóðå, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü åãî ÷àñòüþ, âñå öâåòà áûëè ðàçëè÷íû?

(Ðàñêðàñêè, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì èëè ñèììåòðèåé ñ÷èòàòü ðàçëè÷íûìè).
Ñì. ðåøåíèå âàðèàíòà 1.

7. (4 áàëëà) Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå
M . Ïðÿìàÿ MC ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S1 â òî÷êå A, à îêðóæíîñòü S2

â òî÷êå C. Ïðÿìàÿ MD ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü S1 â òî÷êå B, à îêðóæíîñòü S2 â òî÷êå D.
Îêðóæíîñòü S3 êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC â òî÷êå C è ïåðåñåêàåò ëó÷MD â òî÷êàõK èD. Äîêàæèòå,
÷òî òî÷êè K, B, A è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñòåïåíü òî÷êè M îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè S3 ðàâíà, ñ îäíîé ñòîðîíû,

MC2, à ñ äðóãîé � MK ·MD, îòêóäà MD =
MC2

MK
.

Ãðàäóñíûå ìåðû äóãMA (îêðóæíîñòè S1) èMC (îêðóæíîñòè S2) ñîâïàäàþò, òàê êàê ðàâíû
óäâîåííîìó óãëó ìåæäó îáùåé êàñàòåëüíîé è ïðÿìîé MA, ñîäåðæàùåé îáå õîðäû MA è MC.
ÎòñþäàMA : MC ðàâíî îòíîøåíèþ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé S1 è S2. Òîìó æå ñàìîìó îòíîøåíèþ

ðàâíî è MB : MD, îòêóäà
MA

MC
=

MB

MD
.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî ðàíåå ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿMD, ïîëó÷àåì
MA

MC
=

MB ·MK

MC2
,

îòêóäà MA · MC = MB · MK. Èç ýòîãî óñëîâèÿ êàê ðàç è ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè K, B, A è C
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

8. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî 43603 +53603 +113603 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå õîòÿ
áû ñåìè (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî: 4 + 11 = 15 äåëèòñÿ íà 5, à çíà÷èò òî æå ñàìîå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ñóììû
ëþáûõ íå÷¼òíûõ ñòåïåíåé. Àíàëîãè÷íî 5+11 = 16, ïîýòîìó ëþáàÿ ñóììà îäèíàêîâûõ íå÷¼òíûõ
ñòåïåíåé ÷èñåë 5 è 11 äåëèòñÿ íà 16.

Ýòî âåðíî, òàê êàê am+ bm äåëèòñÿ íà a+ b ïðè íå÷¼òíîì m. Ïî-äðóãîì ìîæíî ýòî äîêàçàòü
òàê: 11 ≡ −4 (mod 5), çíà÷èò 11n ≡ (−4)n ≡ −4n åñëè 3n íå÷¼òíî.

Îòñþäà 43603 + 53603 + 113603 äåëèòñÿ íà 16 · 5 = 2 · 2 · 2 · 2 · 5, òî åñòü ìû ïîëó÷èëè óæå ïÿòü
ìíîæèòåëåé.

Äàëåå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî 43 + 53 + 113 = 1520 äåëèòñÿ åù¼ è íà 19. Ïî ìàëîé òåîðåìå
Ôåðìà ëþáîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ 19, â ñòåïåíè êðàòíîé 18 äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 19 îñòàòîê
1. Çíà÷èò, ó ÷èñåë 43603, 53603 è 113603 òàêèå æå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 19, êàê è ó êóáîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñåë, ïîýòîìó èõ ñóììà äåëèòñÿ íà 19.

Ïîýòîìó 43603+53603+113603 äåëèòñÿ íà 2·2·2·2·5·19 = 1520. Êðîìå òîãî, 43603+53603+113603 >
1520, à çíà÷èò, åñòü åù¼ è ñåäüìîé ìíîæèòåëü
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1.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Íàçîâ¼ì ÷èñëî õîðîøèì, åñëè âñå åãî öèôðû ðàçëè÷íû è îíî äåëèòñÿ íà 37.
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë.

Îòâåò: 16

Ðåøåíèå: Âñåãî 25 òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 37. Ñðåäè íèõ åñòü äåâÿòü ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ
èç îäèíàêîâûõ öèôð: 111, . . . , 999. Îñòàëüíûå 16 ÷èñåë ñîñòîÿò èç ðàçèëè÷íûõ öèôð. Ýòî ìîæíî
äîêàçàòü ïåðåáîðîì, íî ëó÷øå òàê: ïóñòü â ÷èñëå, äåëÿùåìñÿ íà 37, äâå öèôðû îäèíàêîâûå,
íàïðèìåð âòîðàÿ è òðåòüÿ. Òîãäà ýòî ÷èñëî èìååò âèä abb. Âû÷òåì èç íåãî ÷èñëî bbb, äåëÿùååñÿ
íà 37. Ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî (a− b)00 = (a−b) ·100 äåëèòñÿ íà 37, ÷åãî íå ìîæåò áûòü. Îñòàëüíûå
ñëó÷àè ðàâåíñòâà äâóõ öèôð ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü áóêâû ñëîâà ÊÎËÎÁÎÊ â ñèíèé,
êðàñíûé è çåë¼íûé öâåòà òàê, ÷òîáû âî-ïåðâûõ îäèíàêîâûå áóêâû áûëè ðàçíîãî öâåòà, à âî-
âòîðûõ áóêâû, ñòîÿùèå ðÿäîì, òîæå áûëè áû ðàçíîãî öâåòà.

Îòâåò: 18

Ðåøåíèå: Òðè áóêâû Î äîëæíû áûòü ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, ýòî ìîæíî ñäåëàòü øåñòüþ
ñïîñîáàìè. Çàíóìåðóåì ýòè öâåòà ñëåâà íàïðàâî: 1, 2 è 3.

Öâåòà áóêâ Á è Ë îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, òàê êàê èõ ñîñåäè ðàçíîãî öâåòà.
Áóêâû Ê ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû êàê 3 è 1, 3 è 2 èëè 2 è 1, òî åñòü òðè ñïîñîáà.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 6 · 3 = 18 ñïîñîáîâ.

3. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 3x − 2y = 7 â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: x = 2, y = 1

Ðåøåíèå: Ïðè äåëåíèè íà 8 3x äà¼ò îñòàòêè 3 è 1, çíà÷èò, ïðè y ⩾ 3 ðåøåíèé íåò. Ïåðåáèðàÿ
y = 1 è y = 2 ïîëó÷àåì îäèí îòâåò.

4. (3 áàëëà) Íà ñòîðîíå AC ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC îòìå÷åíà å¼ ñåðåäèíà M . íà ñòîðîíå BC îò-
ìåòèëè òî÷êó L, à íà ñòîðîíå AB � òî÷êó K, òàê ÷òî
ñóììà äëèí ML+ LK +KC ìèíèìàëüíà. Íàéäèòå îò-
íîøåíèå KB : KA.

Îòâåò: 1 : 3

Ðåøåíèå: Îòðàçèì òî÷êè A è M îòíîñèòåëüíî BC,
ïîëó÷èì òî÷êè A′ è K ′. Çàòåì îòðàçèì òî÷êó C îòíî-
ñèòåëüíî A′B è ïîëó÷èì òî÷êó C ′.

ML+LK+KC = ML+LK ′+K ′C ′, à ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîé ñóììû äîñòèãàåòñÿ êîãäà òî÷êè M , L, K ′ è C ′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïî òåîðåìå Ôàëåñà (èëè ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà) AM = 2K ′B, ïîýòîìó
KB : KA = K ′B : K ′A′ = 1 : 3.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c:

1

a+ 2b+ 3c
+

1

b+ 2c+ 3a
+

1

c+ 2a+ 3b
⩾

√
3

2
√
a2 + b2 + c2

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì î ñðåäíåì àðèôìåòè÷ñêîì è ñðåäíåì ãàðìî-
íè÷åñêîì
x+ y + z

3
⩾ 3

1
x
+ 1

y
+ 1

z

äëÿ äðîáåé â ëåâîé ÷àñòè. Ïîëó÷èì

1

a+ 2b+ 3c
+

1

b+ 2c+ 3a
+

1

c+ 2a+ 3b
⩾ 9

(a+ 2b+ 3c) + (b+ 2c+ 3a) + (c+ 2a+ 3b)
=

3

2(a+ b+ c)
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Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
a+ b+ c

3
⩽

√
a2 + b2 + c2

3
,

îòêóäà
3

2(a+ b+ c)
⩾

√
3

2
√
a2 + b2 + c2

, ÷òî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

6. (3 áàëëà) Òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ëó÷ OB âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AOC â òî÷êå D, ïðè÷¼ì òî÷êà B îêàçàëàñü
âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî AB � áèññåêòðèñà óãëà DAC.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè A, O, C è D. Òî÷êà O
ðàâíîóäàëåíà îò òî÷êå A è C, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè AC. Çíà÷èò, DO � áèññåêòðèñà
óãëà D â òðåóãîëüíèêå ACD.

Òî÷êà B ëåæèò íà ëó÷å OD è íàõîäèòñÿ îò òî÷êè O íà òîì æå ðàññòîÿíèè, ÷òî A è C,
ïîýòîìó ïî ëåììå î òðåçóáöå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD, à
çíà÷èò AB òîæå áèññåêòðèñà.

7. (4 áàëëà) Êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû g(x) è h(x) èìåþò îäèíàêîâûå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû,
à èõ ãðàôèêè êàñàþòñÿ ãðàôèêà êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f(x). Äîêàæèòå, ÷òî àáñöèññà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ g(x) è h(x) ëåæèò òî÷íî ìåæäó àáñöèññàìè óïîìÿíóòûõ òî÷åê êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òð¼õ÷ëåíû g(x) − f(x) è h(x) − f(x) ïî îäíîìó
êîðíþ. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ó íèõ ïðè ýòîì îäèíàêîâû, ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
a(x− x1)

2 è a(x− x2)
2.

Ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ g(x) − f(x) è h(x) − f(x), î÷åâèäíî, èìååò òó æå
àáñöèññó, ÷òî è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ g(x) è h(x).

Ïðèðàâíèâàåì ýòè âûðàæåíèÿ, ÷òîáû íàéòè àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ è ïîëó-
÷èì ÷òî ÷èñëà x−x1 è x−x2 ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê
èíà÷å x1 è x2 ñîâïàäàþò è g(x) è h(x) � ýòî îäèí è òîò æå òð¼õ÷ëåí. Çíà÷èò x − x1 = x2 − x,

îòêóäà x =
x1 + x2

2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

8. (5 áàëëîâ) Õðîìîé êîðîëü ìîæåò õîäèòü âïðàâî, âíèç, âïðàâî âíèç èëè âëåâî âíèç íà
îäíó êëåòêó. Ñêîëüêî ó íåãî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ èç ëåâîé âåðõíåé êëåòêè äîñêè 3×100 â ïðàâóþ
íèæíþþ?

Ðàçìåð òàáëèöû 3× 100 îçíà÷àåò, ÷òî â òàáëèöå 3 ñòðîêè è 100 ñòîëáöîâ.

Îòâåò: 44847

Ðåøåíèå: Çàïèøåì â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ òóäà äîáðàòüñÿ. Òîãäà â
ëåâîì âåðõíåì óãëó áóäåò ñòîÿòü ÷èñëî 1, à â êàæäîé èç îñòàëüíûõ êëåòîê áóäåò ñóììà òð¼õ
ñîñåäíèõ ÷èñåë ñâåðõó è ÷èñëà ñëåâà.

1 1 1 1 1 . . . 1 1
2 5 8 11 14 . . . 296 298
7 22 46 79 121 . . . ? ?

Â êàæäóþ êëåòêó ïåðâîé ñòðîêè ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî ñëåâà, ïîýòîìó ïåðâàÿ ñòðîêà çà-
ïîëíåíà åäèíèöàìè. Âòîðàÿ ñòðîêà íà÷èíàåòñÿ ñ äâîéêè, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî, êðîìå
ïîñëåäíåãî, íà òðè áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Ïîñëåäíåå ÷èñëî âî âòðîé ñòðîêå áîëüøå ïðåäûäóùå-
ãî òîëüêî íà äâà, ïîòîìó ÷òî â ýòó êëåòêó íåëüçÿ ïîïàñòü ñëåâà ñâåðõó.

×èñëà â òðåòüåé ñòðî÷êå ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:
7 = 2 + 5
22 = 7 + (2 + 5 + 8) = (2 + 5) + (2 + 5 + 8)
46 = 22 + (5 + 8 + 11) = (2 + 5) + (2 + 5 + 8) + (5 + 8 + 11)
è òàê äàëåå.
Ïîñëåäíåå ÷èñëî ðàâíî (2+5)+(2+5+8)+(5+8+11)+ . . .+(293+296+298)+(296+298).
Â ýòîé ñóììå 2 è 298 ó÷èòûâàþòñÿ äâà ðàçà, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ïî òðè ðàçà. Çíà÷èò,

èñêîìîå ÷èñëî ñîñòàâëÿåò 2(2 + 298) + 3(5 + 8 + . . .+ 296) = 600 + 3 · 301 · 49 = 44847
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Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîáî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàìåòèòü, ÷òî õðîìîé êîðîëü
äåëàåò âñåãî äâà õîäà âíèç. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ñïîñîáî âûáðàòü ìîìåíò,
â êîòîðûé äåëàþòñÿ ýòè õîäû � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî èç
âîçìîæíûõ õîäîâ äåëàþòñÿ. Ýòî ðåøåíèå òðåáóåò áîëüøîãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Íàçîâ¼ì ÷èñëî õîðîøèì, åñëè âñå åãî öèôðû ðàçëè÷íû è îíî äåëèòñÿ íà 37.
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000.

Îòâåò: 18

Ðåøåíèå: Âñåãî 27 íå áîëåå, ÷åì òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 37. Ñðåäè íèõ åñòü äåâÿòü
÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâûõ öèôð: 111, . . . , 999. Îñòàëüíûå 16 ÷èñåë ñîñòîÿò èç ðàçèëè÷íûõ
öèôð. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü ïåðåáîðîì, íî ëó÷øå òàê: ïóñòü â ÷èñëå, äåëÿùåìñÿ íà 37, äâå öèôðû
îäèíàêîâûå, íàïðèìåð âòîðàÿ è òðåòüÿ. Òîãäà ýòî ÷èñëî èìååò âèä abb. Âû÷òåì èç íåãî ÷èñëî
bbb, äåëÿùååñÿ íà 37. Ïîëó÷èì, ÷òî ÷èñëî (a− b)00 = (a− b) · 100 äåëèòñÿ íà 37, ÷åãî íå ìîæåò
áûòü. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàâåíñòâà äâóõ öèôð ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü áóêâû ñëîâà ÁÀÐÀÁÀÍ â ñèíèé, êðàñ-
íûé è çåë¼íûé öâåòà òàê, ÷òîáû âî-ïåðâûõ îäèíàêîâûå áóêâû áûëè ðàçíîãî öâåòà, à âî-âòîðûõ
áóêâû, ñòîÿùèå ðÿäîì, òîæå áûëè áû ðàçíîãî öâåòà.

Îòâåò: 24

Ðåøåíèå: Òðè áóêâû À äîëæíû áûòü ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, ýòî ìîæíî ñäåëàòü øåñòüþ
ñïîñîáàìè. Âòîðàÿ áóêâà Á ñòîèò ìåæäó âòîðîé è òðåòüåé áóêâàìè À, à çíà÷èò å¼ öâåò òåïåðü
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ öâåòîì ïåðâîé áóêâû À.

Çíà÷èò, äëÿ ïåðâîé áóêâû Á îáà óñëîâèÿ çàïðåùàþò îäèí è òîò æå öâåò, è å¼ ìîæíî ïîêðà-
ñèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Öâåò áóêâû Ð îïðåäåëÿåòñÿ îáíîçíà÷íî; öâåò áóêâû Í âûáèðàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 6 · 2 · 2 = 24 ñïîñîáà.

3. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 7x − 2y = 3 â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: x = 1, y = 2

Ðåøåíèå: Ïðè äåëåíèè íà 8 7x äà¼ò îñòàòêè 7 è 1, çíà÷èò, ïðè y ⩾ 3 ðåøåíèé íåò. Ïåðåáèðàÿ
y = 1 è y = 2 ïîëó÷àåì îäèí îòâåò.

4. (3 áàëëà) Íà ñòîðîíå AB ïðàâèëüíîãî òðåóãîëü-
íèêà ABC îòìå÷åíà òî÷êà K òàêàÿ, ÷òî AK : KB = 1 :
2. Íà ñòîðîíå BC îòìåòèëè òî÷êó L, à íà ñòîðîíå AC
� òî÷êó M , òàê ÷òî ñóììà äëèí KL + LM + MB ìè-
íèìàëüíà. Íàéäèòå îòíîøåíèå CM : MA.

Îòâåò: 1 : 5

Ðåøåíèå: Îòðàçèì òî÷êè A è M îòíîñèòåëüíî BC,
ïîëó÷èì òî÷êè A′ è M ′. Çàòåì îòðàçèì òî÷êó B îòíî-
ñèòåëüíî A′C è ïîëó÷èì òî÷êó B′.

KL+LM+MB = KL+LM ′+M ′B′, à ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîé ñóììû äîñòèãàåòñÿ êîãäà òî÷êè K, L, M ′ è B′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ïî òåîðåìå Ôàëåñà (èëè ïî òåîðåìå î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà) AK = 2M ′C, ïîýòîìó
CM : MA = CM ′ : M ′A = 1

2
AK : (3AK − 1

2
AK) = 1 : 5.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c:

1

a+ 3b+ 5c
+

1

b+ 3c+ 5a
+

1

c+ 3a+ 5b
⩾

√
3

3
√
a2 + b2 + c2

.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì î ñðåäíåì àðèôìåòè÷ñêîì è ñðåäíåì ãàðìî-
íè÷åñêîì
x+ y + z

3
⩾ 3

1
x
+ 1

y
+ 1

z

äëÿ äðîáåé â ëåâîé ÷àñòè. Ïîëó÷èì

1

a+ 3b+ 5c
+

1

b+ 3c+ 5a
+

1

c+ 3a+ 5b
⩾ 9

(a+ 3b+ 5c) + (b+ 3c+ 5a) + (c+ 3a+ 5b)
=

1

a+ b+ c

22



Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
a+ b+ c

3
⩽

√
a2 + b2 + c2

3
,

îòêóäà
1

a+ b+ c
⩾

√
3

3
√
a2 + b2 + c2

, ÷òî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

6. (3 áàëëà) Òî÷êè B, C è D ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Ëó÷ AC âòîðè÷íî
ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD â òî÷êå E, ïðè÷¼ì òî÷êà C îêàçàëàñü
âíóòðè ýòîé îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî DC � áèññåêòðèñà óãëà EDB.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò òî÷êè A, B, D è E. Òî÷êà A
ðàâíîóäàëåíà îò òî÷êå B è D, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè BD. Çíà÷èò, EA � áèññåêòðèñà
óãëà E â òðåóãîëüíèêå EBD.

Òî÷êà C ëåæèò íà ëó÷å AE è íàõîäèòñÿ îò òî÷êè A íà òîì æå ðàññòîÿíèè, ÷òî D è B,
ïîýòîìó ïî ëåììå î òðåçóáöå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà EDB, à
çíà÷èò DC òîæå áèññåêòðèñà.

7. (4 áàëëà) Êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò îäèíàêîâûå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû,
à èõ ãðàôèêè êàñàþòñÿ ãðàôèêà êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà h(x). Äîêàæèòå, ÷òî àáñöèññà òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ f(x) è g(x) ëåæèò òî÷íî ìåæäó àáñöèññàìè óïîìÿíóòûõ òî÷åê êàñàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî òð¼õ÷ëåíû f(x) − h(x) è g(x) − h(x) ïî îäíîìó
êîðíþ. Ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ó íèõ ïðè ýòîì îäèíàêîâû, ïîýòîìó èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
a(x− x1)

2 è a(x− x2)
2.

Ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ f(x) − h(x) è g(x) − h(x), î÷åâèäíî, èìååò òó æå
àáñöèññó, ÷òî è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ f(x) è g(x).

Ïðèðàâíèâàåì ýòè âûðàæåíèÿ, ÷òîáû íàéòè àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ è ïîëó-
÷èì ÷òî ÷èñëà x−x1 è x−x2 ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Ðàâåíñòâà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê
èíà÷å x1 è x2 ñîâïàäàþò è f(x) è g(x) � ýòî îäèí è òîò æå òð¼õ÷ëåí. Çíà÷èò x − x1 = x2 − x,

îòêóäà x =
x1 + x2

2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

8. (5 áàëëîâ) Õðîìîé êîðîëü ìîæåò õîäèòü âïðàâî, âíèç, âïðàâî âíèç èëè âëåâî âíèç íà
îäíó êëåòêó. Ñêîëüêî ó íåãî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ èç ëåâîé âåðõíåé êëåòêè äîñêè 3×200 â ïðàâóþ
íèæíþþ?

Ðàçìåð òàáëèöû 3× 200 îçíà÷àåò, ÷òî â òàáëèöå 3 ñòðîêè è 200 ñòîëáöîâ.

Îòâåò: 179697

Ðåøåíèå: Çàïèøåì â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ òóäà äîáðàòüñÿ. Òîãäà â
ëåâîì âåðõíåì óãëó áóäåò ñòîÿòü ÷èñëî 1, à â êàæäîé èç îñòàëüíûõ êëåòîê áóäåò ñóììà òð¼õ
ñîñåäíèõ ÷èñåë ñâåðõó è ÷èñëà ñëåâà.

1 1 1 1 1 . . . 1 1
2 5 8 11 14 . . . 596 598
7 22 46 79 121 . . . ? ?

Â êàæäóþ êëåòêó ïåðâîé ñòðîêè ìîæíî ïîïàñòü òîëüêî ñëåâà, ïîýòîìó ïåðâàÿ ñòðîêà çà-
ïîëíåíà åäèíèöàìè. Âòîðàÿ ñòðîêà íà÷èíàåòñÿ ñ äâîéêè, à êàæäîå ñëåäóþùåå ÷èñëî, êðîìå
ïîñëåäíåãî, íà òðè áîëüøå ïðåäûäóùåãî. Ïîñëåäíåå ÷èñëî âî âòðîé ñòðîêå áîëüøå ïðåäûäóùå-
ãî òîëüêî íà äâà, ïîòîìó ÷òî â ýòó êëåòêó íåëüçÿ ïîïàñòü ñëåâà ñâåðõó.

×èñëà â òðåòüåé ñòðî÷êå ñòðîÿòñÿ ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó:
7 = 2 + 5
22 = 7 + (2 + 5 + 8) = (2 + 5) + (2 + 5 + 8)
46 = 22 + (5 + 8 + 11) = (2 + 5) + (2 + 5 + 8) + (5 + 8 + 11)
è òàê äàëåå.
Ïîñëåäíåå ÷èñëî ðàâíî (2+5)+(2+5+8)+(5+8+11)+ . . .+(593+596+598)+(596+598).
Â ýòîé ñóììå 2 è 598 ó÷èòûâàþòñÿ äâà ðàçà, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà ïî òðè ðàçà. Çíà÷èò,

èñêîìîå ÷èñëî ñîñòàâëÿåò 2(2 + 598) + 3(5 + 8 + . . .+ 596) = 1200 + 3 · 601 · 99 = 179697
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Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîáî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû çàìåòèòü, ÷òî õðîìîé êîðîëü
äåëàåò âñåãî äâà õîäà âíèç. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ñïîñîáî âûáðàòü ìîìåíò,
â êîòîðûé äåëàþòñÿ ýòè õîäû � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî èç
âîçìîæíûõ õîäîâ äåëàþòñÿ. Ýòî ðåøåíèå òðåáóåò áîëüøîãî ðàçáîðà ñëó÷àåâ.
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1.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Âàñÿ çàäóìàë ÷èñëî è çàïèñàë íà äîñêå, âî-ïåðâûõ, çàäóìàííîå ÷èñëî óâåëè÷åííîå
íà 10%; âî-âòîðûõ, çàäóìàííîå ÷èñëî, óìåíüøåííîå íà 10%; â-òðåòüèõ, åù¼ êàêîå-òî ÷èñëî.
Âñåãäà ëè Ïåòÿ ñìîæåò ïî ýòèì äàííûì óçíàòü Âàñèíî ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äâà íàïèñàííûõ Âàñåé ÷èñëà îòíîñÿòñÿ êàê 9 : 11. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî äîñòàòî÷íî
âçÿòü ÷èñëî 11

9
îò áîëüøåãî èëè 9

11
ìåíüøåãî, òîãäà ó Ïåòè áóäåò äâà ðàâíîïðàâíûõ âàðèàíòà.

2. (2 áàëëà) Â ïîäàðîê íà Âîñüìîå ìàðòà Âàñÿ è Ïåòÿ çàêàçàëè ïÿòíàäöàòè îäíîêëàññíè-
öàì âîçäóøíûå øàðèêè. Êàæäàÿ äåâî÷êà äîëæíà çàéòè â êëàññ è âûáðàòü ñåáå ÷åòûðå øàðèêà,
ïðè÷¼ì äåâî÷êà áóäåò äîâîëüíà, òîëüêî åñëè å¼ øàðèêè âñå ëèáî îäíîãî öâåòà, ëèáî âñå ðàçíûõ
öâåòîâ. Âàñÿ è Ïåòÿ çíàþò, ÷òî â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè ÷åòûð¼õ öâåòîâ, íî âûáðàòü êîíêðåò-
íûå öâåòà ïðè çàêàçå íåëüçÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðèêîâ íóæíî çàêàçàòü ðåáÿòàì,
÷òîáû âñå äåâî÷êè îñòàëèñü äîâîëüíû?

Îòâåò: 66

Ðåøåíèå: Ïîñëåäíÿÿ äåâî÷êà äîëæíà ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå øàðèêîâ èìåòü âîçìîæíîñòü
âûáðàòü ñåáå ÷åòûðå ïîäõîäÿùèõ õîòÿ áû îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Åñëè åé îñòà¼òñÿ
9 øàðèêîâ, òî ýòî ìîãóò áûòü ïî 3 øàðèêà 3 öâåòîâ. Åñëè øàðèêîâ áîëüøå 9, íàéä¼òñÿ ëèáî
õîòÿ áû 4 øàðèêà îäíîãî öâåòà, ëèáî 4 øàðèêà ðàçíûõ öâåòîâ.

Çíà÷èò îòâåò 14 · 4 + 10 = 66 øàðèêîâ.

3. (2 áàëëà) Âíóòðè òðàïåöèè ABCD ê îñíîâàíèþ AD ïðîâåäåíà âûñîòà BH. Îêàçàëîñü.
÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CDH ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó ïëîùàäè âñåé òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî
òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ (ðàâíîáîêàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåä¼ì ê ýòîìó æå îñíîâàíèþ âòîðóþ âûñîòó CH1. SCDH = 1
2
CH1 ·DH,

SABCD = 1
4
CH1(AD +BC), îòêóäà 2DH = AD +BC

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê DH − BC = AD − DH. Ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
DH −HH1 = DH1, à ïðàâàÿ ðàâíà AH, ïîýòîìó AH = DH1, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò ðàâíî-
áåäðåííîñòü òðàïåöèè.

4. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå a+ b+ÍÎÄ(a, b) +ÍÎÊ(a, b) = 997, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 997
� ïðîñòîå ÷èñëî.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå: Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîÿò ëèáî 4 íå÷¼òíûõ ÷èñëà, ëèáî 4 ÷¼òíûõ,
ëèáî 2 íå÷¼òíûõ è îäíî ÷¼òíîå, òî åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà ÷¼òíà.

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå èñïîëüçóþùåå ïðîñòîòó ïðàâîé ÷àñòè: äåëî â òîì, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà ÍÎÄ, à çíà÷èò, è ïðàâàÿ òîæå äîëæíà.

5. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 99 ïÿò¼ðîê. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ðàçðåøàåòñÿ ñîâåðøàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

(1) óìåíüøàòü äâå ñîñåäíèå íåíóëåâûå öèôðû íà 1;
(2) óìåíüøàòü äâå íåíóëåâûå öèôðû, ìåæäó êîòîðûìè ñòîÿò ðîâíî äâå öèôðû, íà 1;
(3) ìåíÿòü ìåñòàìè äâå öèôðû, ìåæäó êîòîðûìè ñòîèò ðîâíî 5 öèôð.
Åñëè ïîñëå âûïîëåíèÿ òàêîé îïåðàöèè â íà÷àëå ÷èñëà îêàçàëèñü íóëè, îíè èñ÷åçàþò.
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îêàçàëîñü îäíîçíà÷íîå

÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 5

Ðåøåíèå: Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè îïåðàöèè íå ìåíÿþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà
11.

(1) èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 11 · 10k, ÷òî äåëèòñÿ íà 11.
(2) Èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 1001 · 10k, äåëèòñÿ íà 11.
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(3) Èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ a · 10k + b · 10k+6 è ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ b · 10k + a · 10k+6. Ðàçíîñòü
ýòèõ ÷èñåë ñîñòàâëÿåò (a− b) · 999999 · 10k, ÷òî äåëèòñÿ íà 11, ïîñêîëüêó 999999 äåëèòñÿ íà 11.

Èçíà÷àëüíîå ÷èñëî äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 11 îñòàòîê 5, òàê êàê ÷èñëî èç 99 ïÿò¼ðîê è íóëÿ íà
êîíöå äåëèòñÿ íà 55, à çíà÷èò, è íà 11. Ïîýòîìó è èòîãîâûé îòâåò äà¼ò îñòàòîê 5 ïðè äåëåíèè
íà 11.

6. (4 áàëëà) Òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî 4a+2b+ c = 0. Âàñÿ ñîñòàâèë øåñòü
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå ýòè òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè, íî
â ðàçíîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò íå èìåòü êîðíåé?

Îòâåò: 2

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è cx2 + bx+ a = 0 èìåþò êîðíè 2 è 1
2
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñììîòðèì äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèé ax2+cx+ b = 0 è bx2+cx+a = 0. Îí ðàâåí c2−4ab =
(4a+ 2b)2 − 4ab = (4a)2 + (2b)2 + 12ab. Ýòî ÷èñëî â ëþáîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ìåæäó (4a+ 2b)2 è
(4a)2 + (2b)2, à çíà÷èò, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó ó ýòèõ óðàâíåíèé òàêæå åñòü êîðíè.

Ó óðàâíåíèé bx2 + ax+ c = 0 è cx2 + ax+ b = 0 ìîæåò íå áûòü êîðíåé, íàïðèìåð ïðè a = 1,
b = −1, c = −2 äèñêðèìèíàíò ðàâåí −7.

7. (4 áàëëà) Â êâàäðàòå ABCD îòìå÷åíû òî÷êè M è N
òàêèå, ÷òî òðåóãîëüíèê AMN � ðàâíîñòîðîííèé. Ìîãóò ëè ïðè
ýòîì âñå òðåóãîëüíèêè ABM , BCM , CMN , CDN è ADN áûòü
ðàâíîáåäðåííûìè?

Îòâåò: Äà, ìîãóò.

Ðåøåíèå: Îòìåòèì òî÷êó M òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê CMD ðàâ-
íîñòîðîííèé, à òî÷êó N òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê CBN ðàâíîñòî-
ðîííèé. Ýòî ãàðàíòèðóåò íàì ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêîâ
CDM , CMN , CBN , ïðè÷¼ì óãëû ïðè âåðøèíå C â ýòèõ òðå-
óãîëüíèêàõ ðàâíû 30◦, à îñòàëüíûå óãëû � ïî 75◦,

Êðîìå òîãî, òàê êàê òî÷êàM ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê CD (è, ñîîòâåòñòâåííî, AB), òðåóãîëüíèê ABM òîæå
ðàâíîáåäðåííûé. Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê ADN ðàâíîáåäðåííûé è ðàâåí òðåóãîëüíèêó ABM .
Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê AMN ðàâíîáåäðåííûé. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç åãî óãëîâ
ðàâåí 60◦.

Â íåâûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå ABMND óãîë A ïðÿìîé, à óã-
ëûM è N ñîñòàâëÿþò ïî 210◦, îòêóäà îñòàâøèåñÿ äâà óãëà ðàâíû
ïî 15◦. Íî òîãäà ðàâíûå èì óãëû ∠BAM è ∠NAD òàêæå ðàâíû
ïî 15◦, îòêóäà ∠MAN = 60◦, ÷òî íàì è îñòàâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå: Åñëè òî÷êè M è N ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òàêæå ïî-
óë÷àåòñÿ

8. (5 áàëëîâ)Øàõìàòíàÿ ôèãóðà âåëèêèé ñóëòàí áü¼ò êëåò-
êè, çàêðàøåííûå íà ðèñóíêå ñåðûì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî íå áüþùèõ äðóã äðóãà âåëèêèõ ñóëòàíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü
íà êëåò÷àòîé äîñêå 9× 9?

Îòâåò: 13

Ïðèìåð:
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C C C

C C

C C C

C C

C C C

Îöåíêà:
Ðàçîáúåè äîñêó íà 13 ôèãóð, â êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü íå áîëüøå îäíîãî âåëèêîãî

ñóëòàíà.
1 1 1 2 2 2 3 3 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3
4 4 5 5 2 6 6 7 7
4 4 5 5 6 6 6 7 7
4 4 5 5 12 6 6 7 7
11 11 11 12 12 12 13 13 13
11 11 11 12 12 12 13 13 13
8 8 8 9 9 9 10 10 10
8 8 8 9 9 9 10 10 10

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóëòàíîâ ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå 13.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Êîëÿ çàäóìàë ÷èñëî è çàïèñàë íà äîñêå, âî-ïåðâûõ, çàäóìàííîå ÷èñëî óâå-
ëè÷åííîå íà 20%; âî-âòîðûõ, çàäóìàííîå ÷èñëî, óìåíüøåííîå íà 20%; â-òðåòüèõ, åù¼ êàêîå-òî
÷èñëî. Âñåãäà ëè Ìèøà ñìîæåò ïî ýòèì äàííûì óçíàòü Êîëèíî ÷èñëî?

Îòâåò: Íåò, íå âñåãäà.

Ðåøåíèå: Äâà íàïèñàííûõ Âàñåé ÷èñëà îòíîñÿòñÿ êàê 2 : 3. Â êà÷åñòâå òðåòüåãî äîñòàòî÷íî
âçÿòü ÷èñëî 3

2
îò áîëüøåãî èëè 2

3
ìåíüøåãî, òîãäà ó Ïåòè áóäåò äâà ðàâíîïðàâíûõ âàðèàíòà.

2. (2 áàëëà) Â ïîäàðîê íà Âîñüìîå ìàðòà Êîëÿ è Ìèøà çàêàçàëè øåñòíàäöàòè îäíîêëàññíè-
öàì âîçäóøíûå øàðèêè. Êàæäàÿ äåâî÷êà äîëæíà çàéòè â êëàññ è âûáðàòü ñåáå ïÿòü øàðèêîâ,
ïðè÷¼ì äåâî÷êà áóäåò äîâîëüíà, òîëüêî åñëè å¼ øàðèêè âñå ëèáî îäíîãî öâåòà, ëèáî âñå ðàçíûõ
öâåòîâ. Âàñÿ è Ïåòÿ çíàþò, ÷òî â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè ïÿòè öâåòîâ, íî âûáðàòü êîíêðåò-
íûå öâåòà ïðè çàêàçå íåëüçÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðèêîâ íóæíî çàêàçàòü ðåáÿòàì,
÷òîáû âñå äåâî÷êè ãàðàíòèðîâàííî îñòàëèñü äîâîëüíû?

Îòâåò: 92

Ðåøåíèå: Ïîñëåäíÿÿ äåâî÷êà äîëæíà ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå øàðèêîâ èìåòü âîçìîæíîñòü
âûáðàòü ñåáå ïÿòü ïîäõîäÿùèõ õîòÿ áû îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Åñëè åé îñòà¼òñÿ
16 øàðèêîâ, òî ýòî ìîãóò áûòü ïî 4 øàðèêà 4 öâåòîâ è ó íå¼ íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ. Åñëè øàðèêîâ
áîëüøå 16 íàéä¼òñÿ ëèáî õîòÿ áû 5 øàðèêîâ îäíîãî öâåòà, ëèáî 5 øàðèêîâ ðàçíûõ öâåòîâ.

Çíà÷èò, îòâåò 15 · 5 + 17 = 92 øàðèêà.

3. (2 áàëëà) Âíóòðè òðàïåöèè ABCD ê îñíîâàíèþ AD ïðîâåäåíà âûñîòà CH. Îêàçàëîñü.
÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABH ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó ïëîùàäè âñåé òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî
òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ (ðàâíîáîêàÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåä¼ì ê ýòîìó æå îñíîâàíèþ âòîðóþ âûñîòó BH1. SABH = 1
2
BH1 ·AH,

SABCD = 1
4
BH1(AD +BC), îòêóäà 2AH = AD +BC

Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê AH − BC = AD − AH. Ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
AH − HH1 = AH1, à ïðàâàÿ ðàâíà DH, ïîýòîìó AH1 = DH, îòêóäà î÷åâèäíî ñëåäóåò ðàâíî-
áåäðåííîñòü òðàïåöèè.

4. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå a+ b+ÍÎÄ(a, b) +ÍÎÊ(a, b) = 991, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 991
� ïðîñòîå ÷èñëî.

Îòâåò: ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå: Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîÿò ëèáî 4 íå÷¼òíûõ ÷èñëà, ëèáî 4 ÷¼òíûõ,
ëèáî 2 íå÷¼òíûõ è îäíî ÷¼òíîå, òî åñòü ïðàâàÿ ÷àñòü âñåãäà ÷¼òíà.

Ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå èñïîëüçóþùåå ïðîñòîòó ïðàâîé ÷àñòè: äåëî â òîì, ÷òî
ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà ÍÎÄ, à çíà÷èò, è ïðàâàÿ òîæå äîëæíà.

5. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç 49 äåâÿòîê. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ðàçðåøàåòñÿ ñîâåðøàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

(1) óìåíüøàòü ëþáóþ öèðôó, áîëüøóþ 6, íà 7;
(2) óìåíüøàòü äâå íåíóëåâûå öèôðû, ìåæäó êîòîðûìè ñòîÿò ðîâíî äâå öèôðû, íà 1;
(3) ìåíÿòü ìåñòàìè äâå öèôðû, ìåæäó êîòîðûìè ñòîèò ðîâíî 5 öèôð.
Åñëè ïîñëå âûïîëåíèÿ òàêîé îïåðàöèè â íà÷àëå ÷èñëà îêàçàëèñü íóëè, îíè èñ÷åçàþò.
Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ îïåðàöèé íà äîñêå îêàçàëîñü îäíîçíà÷íîå

÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 2 èëè 9

Ðåøåíèå: Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè îïåðàöèè íå ìåíÿþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 7.
(1) èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 7 · 10k, ÷òî äåëèòñÿ íà 7.
(2) Èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 1001 · 10k, äåëèòñÿ íà 7.
(3) Èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ a · 10k + b · 10k+6 è ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ b · 10k + a · 10k+6. Ðàçíîñòü

ýòèõ ÷èñåë ñîñòàâëÿåò (a− b) · 999999 · 10k, ÷òî äåëèòñÿ íà 7, ïîñêîëüêó 999999 äåëèòñÿ íà 7.
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Èçíà÷àëüíîå ÷èñëî äà¼ò ïðè äåëåíèè íà 7 îñòàòîê 2, òàê êàê ÷èñëî èç 48 äåâÿòîê è íóëÿ
íà êîíöå äåëèòñÿ íà 999999, à çíà÷èò, è íà 7. Ïîýòîìó è èòîãîâûé îòâåò äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè
äåëåíèè íà 7.

6. (4 áàëëà) Òðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî 9a+ 3b+ c = 0. Âàñÿ ñîñòàâèë øåñòü
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ âñå ýòè òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè, íî
â ðàçíîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò íå èìåòü êîðíåé?

Îòâåò: 2

Ðåøåíèå: Óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è cx2 + bx+ a = 0 èìåþò êîðíè 3 è 1
3
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñììîòðèì äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèé ax2+cx+ b = 0 è bx2+cx+a = 0. Îí ðàâåí c2−4ab =
(9a+ 3b)2 − 4ab = (3a)2 + (3b)2 + 50ab. Ýòî ÷èñëî â ëþáîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ ìåæäó (9a+ 3b)2 è
(9a)2 + (3b)2, à çíà÷èò, ïîëîæèòåëüíî, ïîýòîìó ó ýòèõ óðàâíåíèé òàêæå åñòü êîðíè.

Ó óðàâíåíèé bx2 + ax+ c = 0 è cx2 + ax+ b = 0 ìîæåò íå áûòü êîðíåé, íàïðèìåð ïðè a = 1,
b = −2, c = −3 äèñêðèìèíàíò ðàâåí −23.
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7. (4 áàëëà) Â êâàäðàòå ABCD îòìå÷åíû òî÷êè M è
N òàêèå, ÷òî òðåóãîëüíèê CMN � ðàâíîñòîðîííèé. Ìîãóò
ëè ïðè ýòîì âñå òðåóãîëüíèêè CDM , ADM , AMN , ABN è
BCN áûòü ðàâíîáåäðåííûìè?

Îòâåò: Äà, ìîãóò.

Ðåøåíèå: Îòìåòèì òî÷êó M òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê AMD
ðàâíîñòîðîííèé, à òî÷êó N òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê ABN ðàâ-
íîñòîðîííèé. Ýòî ãàðàíòèðóåò íàì ðàâíîáåäðåííîñòü òðå-
óãîëüíèêîâ ADM , AMN , ABN , ïðè÷¼ì óãëû ïðè âåðøèíå
A â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâíû 30◦, à îñòàëüíûå óãëû � ïî
75◦,

Êðîìå òîãî, òàê êàê òî÷êà M ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåð-
ïåíäèêóëÿðå ê AD (è, ñîîòâåòñòâåííî, BC), òðåóãîëüíèê CBM òîæå ðàâíîáåäðåííûé. Àíàëî-
ãè÷íî òðåóãîëüíèê CDN ðàâíîáåäðåííûé è ðàâåí òðåóãîëüíèêó CBM . Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê
CMN ðàâíîáåäðåííûé. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç åãî óãëîâ ðàâåí 60◦.

Â íåâûïóêëîì ïÿòèóãîëüíèêå CBMND óãîë C ïðÿìîé, à óã-
ëûM è N ñîñòàâëÿþò ïî 210◦, îòêóäà îñòàâøèåñÿ äâà óãëà ðàâíû
ïî 15◦. Íî òîãäà ðàâíûå èì óãëû ∠BCM è ∠NCD òàêæå ðàâíû
ïî 15◦, îòêóäà ∠MCN = 60◦, ÷òî íàì è îñòàâàëîñü äîêàçàòü.

8. (5 áàëëîâ)Øàõìàòíàÿ ôèãóðà âåëèêèé ñóëòàí áü¼ò êëåò-
êè, çàêðàøåííûå íà ðèñóíêå ñåðûì. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî íå áüþùèõ äðóã äðóãà âåëèêèõ ñóëòàíîâ ìîæíî ðàññòàâèòü
íà êëåò÷àòîé äîñêå 7× 7?

Îòâåò: 9

Ïðèìåð:

C C C

C C C

C C C

Îöåíêà:
Çàìåòèì, ÷òî â ïðÿìîãóëüíèêå 2 × 3 èëè 3 × 2 íå ìîæåò ñòîÿòü áîëüøå îäíîãî ñóëòàíà.

Ðàçîáü¼ì äîñêó íà 8 òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îäíó êëåòêó:

1 1 2 2 3 3 3
1 1 2 2 3 3 3
1 1 2 2 4 4 4
5 5 5 4 4 4
5 5 5 6 6 7 7
8 8 8 6 6 7 7
8 8 8 6 6 7 7

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóëòàíîâ ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå 9.
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1.5 Çàäàíèÿ äëÿ 7 êëàññà

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c ÷òî
1

a
+

2

b
+

3

c
= 1.

Îòâåò: Äà

Ðåøåíèå: Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, èçâåñòíîå ðàâåíñòâî 1
2
+ 1

3
+ 1

6
= 1 è ïðåîáðàçîâàòü åãî â

1
2
+ 2

4
+ 3

18
= 1.

2. (2 áàëëà) Â ïîäàðîê íà Âîñüìîå ìàðòà Âàñÿ è Ïåòÿ çàêàçàëè ïÿòíàäöàòè îäíîêëàññíèöàì
âîçäóøíûå øàðèêè. Êàæäàÿ äåâî÷êà äîëæíà çàéòè â êëàññ è âûáðàòü ñåáå òðè øàðèêà, ïðè÷¼ì
äåâî÷êà áóäåò äîâîëüíà, òîëüêî åñëè å¼ øàðèêè âñå ëèáî îäíîãî öâåòà, ëèáî âñå ðàçíûõ öâåòîâ.
Âàñÿ è Ïåòÿ çíàþò, ÷òî â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè òð¼õ öâåòîâ, íî âûáðàòü êîíêðåòíûå öâåòà
ïðè çàêàçå íåëüçÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðèêîâ íóæíî çàêàçàòü ðåáÿòàì, ÷òîáû âñå
äåâî÷êè îñòàëèñü äîâîëüíû?

Îòâåò: 47

Ðåøåíèå: Ïîñëåäíÿÿ äåâî÷êà äîëæíà ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå øàðèêîâ èìåòü âîçìîæíîñòü
âûáðàòü ñåáå òðè ïîäõîäÿùèõ õîòÿ áû îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Åñëè åé îñòà¼òñÿ 4
øàðèêà, òî ýòî ìîãóò áûòü ïî 2 øàðèêà 2 öâåòîâ. Åñëè øàðèêîâ áîëüøå 4, íàéä¼òñÿ ëèáî õîòÿ
áû 3 øàðèêà îäíîãî öâåòà, ëèáî 3 øàðèêà ðàçíûõ öâåòîâ.

Çíà÷èò îòâåò 14 · 3 + 5 = 47 øàðèêîâ.

3. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð,
êîòîðîå äåëèòñÿ íà êàæäóþ èç ñâîèõ öèôð.

Îòâåò: 9864

Ðåøåíèå: Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî 9864 ïîäõîäèò.
Åñëè ó íàñ åñòü ÷èñëî áîëüøå, ÷åì 9864, îíî òàêæå äîëæíî íà÷èíàòüñÿ íà 98, à çíà÷èò,

äîëæíî äåëèòüñÿ íà 8 è íà 9, à çíà÷èò è íà 72. Íî 9864 + 72 óæå íå íà÷èíàåòñÿ íà 98.

4. (3 áàëëà) Îòðåçîê äëèíû 11 ðàçäåëèëè íà ïÿòü îòðåçêîâ ñ íàòóðàëüíûìè äëèíàìè. Äî-
êàæèòå, ÷òî èç êàêèõ-òî òð¼õ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê. Äâà ñàìûõ ìàëåíüêèõ îòðåçêà èìåþò äëèíó
õîòÿ áû 1. Ñëåäóþùèé ïî âåëè÷èíå îòðåçîê õîòÿ áû 2, òàê êàê ÷òîáû èç ýòèõ òð¼õ îòðåçêîâ
íåëüçÿ áûëî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, äëÿ íèõ äîëæíî íàðóøàòüñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òî
åñòü áîëüøèé îòðåçîê äîëæåí áûòü íå ìåíüøå ñóììû äâóõ ìåíüøèõ. ×åòâ¼ðòûé ïî âåëè÷èíå
îòðåçîê ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì äîëæåí èìåòü äëèíó õîòÿ áû 2 + 1 = 3, ïÿòûé õîòÿ áû
5. Âìåñòå ýòî ïîëó÷àåòñÿ õîòÿ áû 12, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà, ÷òîáû âñå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà íàðóøàëèñü, íåëüçÿ.

5. (3 áàëëà) Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Êðîìå
òîãî, ëó÷ CB � áèññåêòðèñà óãëà ACD. Ïðÿìàÿ MK ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AB â òî÷êå K, à ëó÷
CD â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî AK + CL = AC.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû, ïîýòîìó ∠ABC = ∠BCA = ∠BCD ïî

îïðåäåëåíèþ áèññåêòðèñû.
Óãëû ∠BMK è ∠CML ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå.
BM = MC òàê êàê M ñåðåäèíà ñòîðîíû.
Ïîýòîìó, ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà, òðåóãîëüíèêè BMK è CML ðàâíû, à çíà÷èò

BK = CL.
Îòñþäà AK + CL = AK +BK = AB = AC.

6. (3 áàëëà) Èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå a+b+ÍÎÄ(a, b)+ÍÎÊ(a, b) = 512 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ ïðè a ̸= b?

Îòâåò: Äà
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Ðåøåíèå: Äëÿ a = 1 è b = 3 ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó ðàâíóþ 8. Ïîñëå ýòîãî
äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà 64 è ïîëó÷èòü ïîäõîäÿùèé ïðèìåð, â êîòîðîì a è ÍÎÄ
ðàâíû 64, b è ÍÎÊ ðàâíû 192.

Åñòü ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ.

7. (4 áàëëà)Æèòåëè ïëåìåíè ìóìáà âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à æèòåëè ïëåìåíè þìáà âñåãäà
ëãóò. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ýòèõ ïëåì¼í ðàññòàâèëè íà êëåò÷àòîé ïëîùàäè 10 × 10
(â êàæäîé êëåòêå îáÿçàòåëüíî ñòîèò ðîâíî îäèí ÷åëîâåê). Ñîñåäÿìè áóäåì íàçûâàòü ëþäåé,
ñòîÿùèõ íà êëåòêàõ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó èëè óãîë.

Êàæäûé èç ëþäåé, ñòîÿùèõ íà êëåòêàõ ïëîùàäè, ñêàçàë, ÷òî ñðåäè åãî ñîñåäåé íåò åãî
ñîïëåìåííèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïëåìåíè ìóìáà ìîãëî áûòü íà ïëîùàäè?

Îòâåò: 25

Ðåøåíèå: Íèêàêèå äâà ìóìáà íå äîëæíû ñòîÿòü íà ñîñåäíèõ êëåòêàõ.
Ðàçîáú¼ì äîñêó 25 êâàäðàòèêîâ 2× 2. Â êàæäîì èç íèõ ñòîèò íå áîëåå îäíîãî ìóìáà.
Ïðèìåð ñòðîèòñÿ òàê: â êàæäûé èç óêàçàííûõ êâàäðàòèêîâ ïîìåñòèì ìóìáà â ëåâûé âåðõíèé

óãîë (èëè â ëþáîé äðóãîé óãîë, ãëàâíîå, ÷òî â îäèí è òîò æå). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó êàæäîãî
þìáà âñåãäà åñòü ñîñåä òóìáà â òîì æå êâàäðàòèêå, ïîýòîìó îíè âñå ëãóò.

8. (5 áàëëà) Ïÿòü ìàëü÷èêîâ ñîáèðàëè ãðèáû, íèêàêèå äâîå íå ñîáðàëè ïîðîâíó è êàæäûé
ñîáðàë ìåíüøå 21% îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ãðèáîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ãðèáîâ ìîãëî
áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 205

Ðåøåíèå: Ïóñòü ìàëü÷èê, ñîáðàâøèé áîëüøå âñåõ, ñîáðàë n ãðèáîâ. Òîãäà âñå âìåñòå ðåáÿòà

ñîáðàëè íå áîëåå 5n−10 ãðèáîâ. Îòíîøåíèå
n

5n− 10
=

n

5(n− 2)
=

1

5
+

2

5(n− 2)
. Ýòî âûðàæåíèå

óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì n è ïðè n = 42 ñîñòàâëÿåò êàê ðàç 0, 21, òî åñòü ðîâíî 21%.

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ïîäõîäÿùåå n = 43. Êðîìå òîãî,
43

204
> 0, 21 >

43

205
, ïîýòîìó íàèìåíüøåå

âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñîáðàííûõ ãðèáîâ ðàâíî 205 = 43 + 42 + 41 + 40 + 39.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c ÷òî
1

a
+

3

b
+

5

c
= 1.

Îòâåò: Äà

Ðåøåíèå: Ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, èçâåñòíîå ðàâåíñòâî 1
2
+ 1

3
+ 1

6
= 1 è ïðåîáðàçîâàòü åãî â

1
2
+ 3

6
+ 5

30
= 1.

2. (2 áàëëà) Â ïîäàðîê íà Âîñüìîå ìàðòà Âàñÿ è Ïåòÿ çàêàçàëè ñåìíàäöàòè îäíîêëàññíèöàì
âîçäóøíûå øàðèêè. Êàæäàÿ äåâî÷êà äîëæíà çàéòè â êëàññ è âûáðàòü ñåáå òðè øàðèêà, ïðè÷¼ì
äåâî÷êà áóäåò äîâîëüíà, òîëüêî åñëè å¼ øàðèêè âñå ëèáî îäíîãî öâåòà, ëèáî âñå ðàçíûõ öâåòîâ.
Âàñÿ è Ïåòÿ çíàþò, ÷òî â ìàãàçèíå åñòü øàðèêè òð¼õ öâåòîâ, íî âûáðàòü êîíêðåòíûå öâåòà
ïðè çàêàçå íåëüçÿ. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàðèêîâ íóæíî çàêàçàòü ðåáÿòàì, ÷òîáû âñå
äåâî÷êè îñòàëèñü äîâîëüíû?

Îòâåò: 54

Ðåøåíèå: Ïîñëåäíÿÿ äåâî÷êà äîëæíà ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå øàðèêîâ èìåòü âîçìîæíîñòü
âûáðàòü ñåáå òðè ïîäõîäÿùèõ õîòÿ áû îäíèì èç äâóõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ. Åñëè åé îñòà¼òñÿ 4
øàðèêà, òî ýòî ìîãóò áûòü ïî 2 øàðèêà 2 öâåòîâ. Åñëè øàðèêîâ áîëüøå 4, íàéä¼òñÿ ëèáî õîòÿ
áû 3 øàðèêà îäíîãî öâåòà, ëèáî 3 øàðèêà ðàçíûõ öâåòîâ.

Çíà÷èò îòâåò 16 · 3 + 5 = 53 øàðèêà.

3. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð,
êîòîðîå äåëèòñÿ íà êàæäóþ èç ñâîèõ öèôð.

Îòâåò: 1236

Ðåøåíèå: ×èñëî 1236, î÷åâèäíî ïîäõîäèò. Ìåíüøåãî ÷èñëà íå ìîæåò áûòü, ïîòîìó ÷òî ïåð-
âûå òðè öèôðû â äàííîì ÷èñëå ìèíèìàëüíû (òàê êàê íå ìîæåò áûòü íóëåé) à ïîñëåäíÿÿ öèôðà
äîëæíà îáåñïå÷èâàòü äåëèìîñòü ÷èñëà íà 6 è íàõîäèòñÿ îäíîçíà÷íî.

4. (3 áàëëà) Îòðåçîê äëèíû 18 ðàçäåëèëè íà øåñòü îòðåçêîâ ñ íàòóðàëüíûìè äëèíàìè.
Äîêàæèòå, ÷òî èç êàêèõ-òî òð¼õ ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê. Äâà ñàìûõ ìàëåíüêèõ îòðåçêà èìåþò äëèíó
õîòÿ áû 1. Ñëåäóþùèé ïî âåëè÷èíå îòðåçîê õîòÿ áû 2, òàê êàê ÷òîáû èç ýòèõ òð¼õ îòðåçêîâ
íåëüçÿ áûëî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, äëÿ íèõ äîëæíî íàðóøàòüñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òî
åñòü áîëüøèé îòðåçîê äîëæåí áûòü íå ìåíüøå ñóììû äâóõ ìåíüøèõ. ×åòâ¼ðòûé ïî âåëè÷èíå
îòðåçîê ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì äîëæåí èìåòü äëèíó õîòÿ áû 2 + 1 = 3, ïÿòûé õîòÿ áû
5 è øåñòîé õîòÿ áû 8. Âìåñòå ýòî ïîëó÷àåòñÿ õîòÿ áû 19, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çíà÷èò, ïîäîáðàòü òàêèå ÷èñëà, ÷òîáû âñå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà íàðóøàëèñü, íåëüçÿ.

5. (3 áàëëà) Â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà K � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Êðîìå
òîãî, ëó÷ BA � áèññåêòðèñà óãëà CBM . Ïðÿìàÿ PK ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AC â òî÷êå P , à ëó÷
BM â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî PC +QB = BC.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå âñå óãëû ðàâíû, ïîýòîìó ∠CAB = ∠ABC = ∠ABM ïî

îïðåäåëåíèþ áèññåêòðèñû.
Óãëû ∠AKP è ∠BKQ ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå.
AK = BK òàê êàê K ñåðåäèíà ñòîðîíû.
Ïîýòîìó, ïî âòîðîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà, òðåóãîëüíèêè AKP è BKQ ðàâíû, à çíà÷èò PA =

QB.
Îòñþäà PC +QB = PC + PA = AC = BC.

6. (3 áàëëà) Èìååò ëè ðåøåíèå óðàâíåíèå a+b+ÍÎÄ(a, b)+ÍÎÊ(a, b) = 1024 â íàòóðàëüíûõ
÷èñëàõ ïðè a ̸= b?

Îòâåò: Äà

Ðåøåíèå: Äëÿ a = 1 è b = 3 ìû ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñóììó ðàâíóþ 8. Ïîñëå ýòîãî
äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáà ÷èñëà íà 128 è ïîëó÷èòü ïîäõîäÿùèé ïðèìåð, â êîòîðîì a è ÍÎÄ
ðàâíû 128, b è ÍÎÊ ðàâíû 384.
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Åñòü ìíîãî äðóãèõ ïðèìåðîâ.

7. (4 áàëëà)Æèòåëè ïëåìåíè þìáà âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à æèòåëè ïëåìåíè òóìáà âñåãäà
ëãóò. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ýòèõ ïëåì¼í ðàññòàâèëè íà êëåò÷àòîé ïëîùàäè 8×8 (â êàæ-
äîé êëåòêå îáÿçàòåëüíî ñòîèò ðîâíî îäèí ÷åëîâåê). Ñîñåäÿìè áóäåì íàçûâàòü ëþäåé, ñòîÿùèõ
íà êëåòêàõ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó èëè óãîë.

Êàæäûé èç ëþäåé, ñòîÿùèõ íà êëåòêàõ ïëîùàäè, ñêàçàë, ÷òî ñðåäè åãî ñîñåäåé íåò åãî
ñîïëåìåííèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ïëåìåíè þìáà ìîãëî áûòü íà ïëîùàäè?

Îòâåò: 16

Ðåøåíèå: Íèêàêèå äâà ðûöàðÿ íå äîëæíû ñòîÿòü íà ñîñåäíèõ êëåòêàõ.
Ðàçîáú¼ì äîñêó 16 êâàäðàòèêîâ 2× 2. Â êàæäîì èç íèõ ñòîèò íå áîëåå îäíîãî þìáà.
Ïðèìåð ñòðîèòñÿ òàê: â êàæäûé èç óêàçàííûõ êâàäðàòèêîâ ïîìåñòèì þìáà â ëåâûé âåðõíèé

óãîë (èëè â ëþáîé äðóãîé óãîë, ãëàâíîå, ÷òî â îäèí è òîò æå). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ó êàæäîãî
òóìáà âñåãäà åñòü ñîñåä þìáà â òîì æå êâàäðàòèêå, ïîýòîìó îíè âñå ëãóò.

8. (5 áàëëà)×åòâåðî ìàëü÷èêîâ ñîáèðàëè îðåõè, íèêàêèå äâîå íå ñîáðàëè ïîðîâíó è êàæäûé
ñîáðàë ìåíüøå 26% îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ îðåõîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî îðåõîâ ìîãëî
áûòü ñîáðàíî?

Ðåøåíèå: 154

Ðåøåíèå: Ïóñòü ìàëü÷èê, ñîáðàâøèé áîëüøå âñåõ, ñîáðàë n ãðèáîâ. Òîãäà âñå âìåñòå ðåáÿòà

ñîáðàëè íå áîëåå 4n−6 ãðèáîâ. Îòíîøåíèå
n

4n− 6
=

n

4(n− 1, 5)
=

1

4
+

1, 5

4(n− 1, 5)
. Ýòî âûðàæåíèå

óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì n è ïðè n = 39 ñîñòàâëÿåò êàê ðàç 0, 26, òî åñòü ðîâíî 26%.

Çíà÷èò, íàèìåíüøåå ïîäõîäÿùåå n = 40. Êðîìå òîãî,
40

153
> 0, 26 >

40

154
, ïîýòîìó íàèìåíüøåå

âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ñîáðàííûõ ãðèáîâ ðàâíî 154 = 40 + 39 + 38 + 37.
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1.6 Êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà

11 êëàññ

1. (2 áàëëà)
Äîêàçàíî íàëè÷èå òð¼õ ìíîæèòåëåé � 1 áàëë.
Äîêàçàòåëüñòâî íàëè÷èÿ äâóõ ìíîæèòåëåé � íå îöåíèâàåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ñóììà m-ûõ ñòåïåíåé äâóõ ÷èñåë ïðè íå÷¼òíîì m äåëèòñÿ íà ñóììó

ñàìèõ ÷èñåë ïðèíèìàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.

2. (2 áàëëà)
Äîêàçàíî, ÷òî P (x)− P ′(x) èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü � 0,5 áàëëà.
Âûïèñàíà ôîðìóëà äëÿ äèñêðèìèíàíòà � åù¼ 0,5 áàëëà.

3. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò �íå âñåãäà� � 0 áàëëîâ.
Îòâåò ñ êîíêðåòíûìè (ïðàâèëüíûìè) ÷èñëàìè áåç îáúÿñíåíèÿ � 1 áàëë.
Ðåøåíèå, â êîòîðîì äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë, íî îíè íå íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì

âèäå áåç íåîáõîäèìûõ ïðîâåðîê íà ñîîòâåòñòâèå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì � 2 áàëëà.

4. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, íåñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õîä ðåøåíèÿ, ñíèìàòü 0,5 áàëëà

çà îäíó îøèáêó, ñíèìàòü 1 áàëë çà äâå îøèáêè èëè áîëåå.

5. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Îòâåò ñ ïðèìåðîì � 1 áàëëà.
Îöåíêà áåç óïîìèíàíèÿ òîãî, ÷òî ïðèìåð äîëæåí ñóùåñòâîâàòü � 2 áàëëà.
Îöåíêà áåç ñ íåâåðíûì ïðèìåðîì èëè ñôîðìóëèðîâàííûì, íî íåäîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì,

÷òî ïðèìåð ñóùåñòâóåò � 2,5 áàëëà.
Òîëüêî íà÷àëî îöåíêè (íàéäåíî ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé) � 0,5 áàëëà (ñêëàäûâà-

åòñÿ ñ áàëëàìè çà ïðèìåð)

6. (4 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � it 0 áàëëîâ.
Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, íåñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õîä ðåøåíèÿ, ñíèìàòü 0,5 áàëëà

çà îäíó îøèáêó, ñíèìàòü 1 áàëë çà äâå îøèáêè èëè áîëåå.
Òåîðåìó Áðèàíøîíà ïðèíèìàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà, åñëè îíà êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàíà.

Åñëè òî÷êè ïðîñòî îêàçûâàþòñÿ íà îäíîé ïðÿìîé áåç êàêîãî-òî âíÿòíîãî äîêàçàòåëüñòâà, îöå-
íèâàòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ èñõîäÿ ìàêñèìóì èç 2 áàëëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî óêàçàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñóùåòñâóåò òàêæå íå òðåáóåòñÿ.

7. (4 áàëëà)
Äîêàçàíî òîëüêî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî 2 áàëëà.

8. (5 áàëëîâ) Òîëüêî îòâåò áåç ïðèìåðà � 0 áàëëîâ.
Ðåá¼íîê �óâèäåë çàêîíîìåðíîñòü� è óãàäàë ïðàâèëüíóþ ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà, îòñóòñòâóåò

ïðîâåðêà òîãî, ÷òî ýòà ôîðìóëà óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòå � 3 áàëëà.
Äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è äîêàçàòü, ÷òî îíà óäî-

âëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà è å¼ äîêàçûâàòü íå íàäî.
Ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ðåêóððåíò áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé òàêæå äîïóñòèìû.
Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, íåñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õîä ðåøåíèÿ, ñíèìàòü 0,5 áàëëà
Â îòâåòå íåñâ¼ðíóòàÿ ôîðìóëà (íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè) ñíèìàòü 1 áàëë
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10 êëàññ

1. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò áåç ïðèìåðà � 0 áàëëîâ.
Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì � 1 áàëë.
Âåðíîå ðåøåíèå ñ íåñóùåñòâåííûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè � 1,5 áàëëà.
Âåðíîå ðåøåíèå îøèáêàìè, êîòîðûå ñèëüíî ìåíÿþò åãî õîä èëè óïðîùàþò ïîäñ÷¼òû � 1

áàëë.

2. (2 áàëëà)
Êðèòåðèè íà óñìîòðåíèå ïðîâåðÿþùèõ.

3. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Ôîðìóëû äëÿ ñóììû è êîëè÷åñòâà äåëèòåëåé ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè è íå òðåáîâàòü äîêàçà-

òåëüñòâ.
Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè � 2 áàëëà.

4. (3 áàëëà)
×àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ íå îöåíèâàþòñÿ.
Íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìèíèìóì ñóììû äâóõ èëè òð¼õ ÷èñåë ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîèçâå-

äåíèè ñ÷èòàòü èçâåñòíûì.
Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìèíèìóì ñóììû êîðíåé äîñòèãàåòñÿ êîãäà x = y = z ïðàêòè÷åñêè

ýêâèâàëåíòíî çàäà÷å è òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà.
Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, íåñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õîä ðåøåíèÿ ñíèìàòü 1 áàëë (×à-

ùå âñåãî â ýòîé çàäà÷å àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ðóøèò âñ¼ äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî ïðèìåíÿòü
ýòîò êðèòåðèé î÷åíü îñòîðîæíî)

5. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Îöåíêà (äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êîðíåé íå ìåíüøå 5 èëè 7) � 1 áàëë.
Ïðàâèëüíîå ïîñòðîåíèå ïðèìåðà � 2 áàëëà (áåç äîñòàòî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ � 1 áàëë.)
Íå òðåáîâàòü ïîäðîáíîãî îáúÿñíåíèÿ òîãî, ïî÷åìó åñëè êîðíè ìíîãî÷ëåíà íå ëåæàò íà îò-

ðåçêå ìåæäó óêàçàííûìè â ðåøåíèè çíà÷åíèÿìè, òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ.

6. (4 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Âåðíî ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü 240 ðàñêðàñîê, íå îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó íåò äðóãèõ � 1 áàëë.

7. (4 áàëëà)
Ñâîéñòâà ñòåïåíåé òî÷åê ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè.
Ðàçîáðàí òîëüêî îäèí ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè K íà ëó÷å MD (îíà ìîæåò íàõîäèòüñÿ

íà îòðåçêå MD èëè âíå åãî) â ðåøåíèè, ãäå ýòî âàæíî (íàïðèìåð, ñ ïîäñ÷¼òîì óãëîâ) �3 áàëëà.
Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè P â ïåðâîì âàðèàíòå.

8. (4 áàëëà)
Ïî îäíîìó áàëëó çà äîêàçàòåëüñòâî äåëèìîñòè íà 5, 9, 16, 11 èëè 19 (â çàâèñèìîñòè îò

âàðèàíòà).
0,5 áàëëà çà äåëèìîñòü íà 3 (âàð 2 � 4 èëè 8), åñëè äåëèìîñòü íà 9 (âàð 2 � 16) íå äîêàçàíà.
Ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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9 êëàññ

1. (2 áàëëà)
Îòñóòñòâóåò âíÿòíîå îáúÿíåíèå, íå ìîæåò áûòü ÷èñëà, äåëÿøåãîñÿ íà 37, â êîòîðîì äâå

öèôðû îäèíàêîâûå, à òðåòüÿ äðóãàÿ � 1 áàëë.
(Åñëè ïðîñòî âûïèñàíû âñå äåëÿùèåñÿ íà 37 ÷èñåë, ýòî ñ÷èòàåòñÿ âíÿòíûì îáúÿíåíèåì).

2. (2 áàëëà)
Îøèáî÷ûé îòâåò èç-çà àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè: 1,5 áàëëà.
Ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ íåâåðíûé îòâåò ïîëó÷åí èç-çà ëîãè÷åñêîé, à íå àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè,

íå îöåíèâàþòñÿ.

3. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò ñ ïðîâåðêîé èëè áåç � 0,5 áàëëà.
Ïðîâåðêà îòâåòà íå òðåáóåòñÿ.

4. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò 0 áàëëîâ.

5. (3 áàëëà)
×àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ íå îöåíèâàþòñÿ.
Íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Çà àðèôìåòè÷åñêèå îøèáêè, íåñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà õîä ðåøåíèÿ ñíèìàòü 1 áàëë (×à-

ùå âñåãî â ýòîé çàäà÷å àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ðóøèò âñ¼ äîêàçàòåëüñòâî, íóæíî ïðèìåíÿòü
ýòîò êðèòåðèé î÷åíü îñòîðîæíî)

6. (3 áàëëà)
Ðàññóæäåíèå î òîì, ÷òî òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äóãè ñëèøêîì ïðîñòîå è íå îöåíèâàåòñÿ.
Ëåììó î òðåçóáöå ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç äîêàçàòåëüñòâà. Âïðî÷åì, âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ

ëåììû ìîæíî ïðîñòî ïîñ÷èòàòü óãëû; òàêèå ðåøåíèÿ òàêæå äîëæíû çàñ÷èòûâàòüñÿ.

7. (4 áàëëà)
Çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî ðàçíîñòè òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò ïî îäíîìó êîðíþ � 0,5 áàëëà.

8. (5 áàëëîâ)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Îïèñàíèå ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû êàê â àâòîðñêîì ðåøåíèè � 1 áàëë.
Âåðíî çàïîëíåííûå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñòðîêà òàáëèöû � åù¼ 1 áàëë ( 0,5 áàëëà, åñëè íåâåðíî

ïîñëåäíåå ÷èñëî âî âòîðîé ñòðîêå).
Â ðåøåíèè, òðåáóþùåì ðàçáîðà ñëó÷àåâ âûñòàâëÿòü áàëëû ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîöåíòó ðàçî-

áðàííûõ ñëó÷àåâ.
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8 êëàññ

1. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò ¾Íå âñåãäà¿ áåç ïðèìåðà � 0 áàëëîâ.
Ïðèìåð òð¼õ ÷èñåë áåç êàêîãî-ëèáî îáîñíîâàíèÿ, ÷òî îíè ïîäõîäÿò � 1 áàëë.

2. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Óðîâíÿ ñòðîãîñòè àâòîðñêîãî ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî áàëëà.
Òîëüêî ïðèìåð ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà, ïðè êîòîðîì ó ìàëü÷èêîâ íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ, áåç

êîððåêòíîãî îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè � 1 áàëë.

3. (2 áàëëà)
Ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè çíàíèÿìè çà ïðåäåëàìè ïðîãðàììû 8 êëàññà.
Îñòàëüíûå êðèòåðèè ïî çàäà÷å íà óñìîòðåíèå ïðîâåðÿþùèõ.

4. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Óðàâíåíèå ðåøåíî òîëüêî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ � íå ñíèæàòü áàëëû.

5. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì åãî ïîëó÷åíèÿ � 1 áàëë.
Â âàðèàíòå 2 ïîòåðÿí îäèí èç îòâåòîâ � ñíèìàòü 0,5 áàëëà.
Îòñóòñòâóåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðè òðåòüåé îïåðàöèè ÷èñëî íå ìåíÿåò îñòàòêà (èëè

êîððåêòíàÿ ññûëêà íà ïðèçíàê äåëèìîñòè íà 7 èëè 11) � � ñíèìàòü 1 áàëë.

6. (4 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì åãî ïîëó÷åíèÿ � 1 áàëë.
Âåðíûé ðàçáîð ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç àâòîðñêîãî ðåøåíèÿ � 1 áàëë.
Âåðíûé ðàçáîð âòîðîé ïàðû óðàâíåíèé èç àâòîðñêîãî ðåøåíèÿ � 2 áàëëà.
(Óêàçàííûå áàëëû ñêëàäûâàþòñÿ)

7. (4 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò �Ìîãóò� � 0 áàëëîâ.
Êàðòèíêà áåç îáîñíîâàíèÿ � 1 áàëë.

8. (5 áàëëîâ)
Òîëüêî îòâåò áåç îöåíêè è áåç ïðèìåðà (èëè ñ íåïðàâèëüíûì ïðèìåðîì) � 0 áàëëîâ.
Ïðèìåð � 2 áàëëà, îöåíêà � åù¼ 3 áàëëà
Îáîñíîâàíèå ïðèìåðà (åñëè îí ïðåäúÿâëåí â ÿâíîì âèäå è âåðåí) íå òðåáóåòñÿ.
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7 êëàññ

1. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò �Äà� � 0 áàëëîâ.

2. (2 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.
Óðîâíÿ ñòðîãîñòè àâòîðñêîãî ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî áàëëà.
Òîëüêî ïðèìåð ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà, ïðè êîòîðîì ó ìàëü÷èêîâ íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ, áåç

êîððåêòíîãî îáîñíîâàíèÿ ìàêñèìàëüíîñòè � 1 áàëë.

3. (2 áàëëà)
Òîëüêî ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðîâåðêîé èëè áåç � 1 áàëë.

4. (3 áàëëà)
Ó÷àñòíèê èñïîëüçóåò ðàâåíñòâà âìåñòî íåðàâåíñòâ è íèêàê íå ïîÿñíÿåò, ÷òî ðå÷ü èä¼ò î

ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ äëèí îòðåçêîâ � íå áîëåå 1 áàëëà.
Ó÷àñòíèê ñ÷èòàòåò, ÷òî åñëè íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, òî ñóììà ìåíüøèõ îòðåçêîâ

ÑÒÐÎÃÎ ìåíüøå áîëüøåãî � íå áîëåå 1 áàëëà.

5. (3 áàëëà)
Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â äàííûé ìîìåíò ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èç-

âåñòíûå åù¼ íå âñåì ñåìèêëàññíèêàì, íî ïîëüçîâàòüñÿ èìè ìîæíî.

6. (3 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò �Äà� � 0 áàëëîâ.
Ïðàâèëüíûé ïðèìåð a è b áåç âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ èëè êàêè-ëèáî äðóãèì ïîÿñíåíèé,

êîòîðûå çàìåíèëè áû ýòè âû÷èñëåíèÿ � 1 áàëë.

7. (4 áàëëà)
Òîëüêî îòâåò áåç ïðèìåðà èëè ñ íåïðàâèëüíûì ïðèìåðîì � 0 áàëëîâ.
Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïðèìåðîì � 2 áàëëà
Íå ñíèæàòü îöåíêó çà îòñóòñòâèå îáúÿíåíèÿ, ïî÷åìó ïðèìåð ïîäõîäèò, åñëè îí ïîêàçàí â

ÿâíîì âèäå è ëåøêî ïðîâåðÿåòñÿ.
Îöåíêà � 2 áàëëà

8. (5 áàëëîâ)
Òîëüêî îòâåò áåç ïðèìåðà � 0 áàëëîâ.
Ïðèìåð � 2 áàëëà.
Îöåíêà � 3 áàëëà
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2 Çàäàíèÿ 1 îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

2.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

1. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîäãðàôèêà ôóíêöèè
tg sinx+ 2

π
íà ó÷àñòêå −π ⩽ x ⩽ 3π

Îòâåò: 8

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîäãðàôèêà ôóíêöèè
sin sin x+ 3

π
íà ó÷àñòêå −π ⩽ x ⩽ 3π

Îòâåò: 12

3. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîäãðàôèêà ôóíêöèè
tg cosx+ 4

π
íà ó÷àñòêå −3π ⩽ x ⩽ π

Îòâåò: 16

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ

åãî ïðîèçâîäíîé, à òàêæå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P (x) ïðè
x3 è x2 ðàâíà 3. Íàéäèòå P (−1).

Îòâåò: −6
2. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ

åãî ïðîèçâîäíîé, à òàêæå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà P (x) ïðè
x3 è x2 ðàâíà 5. Íàéäèòå P (−1).

Îòâåò: −10
3. Ñóììà êîýôôèöèåíòîâ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé êîýôôèöèåíòîâ

åãî ïðîèçâîäíîé, à òàêæå âòîðîé ïðîèçâîäíîé. Ðàçíîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè x è ñâîáîäíîãî
÷ëåíà ðàâíà 7. Íàéäèòå P (−1).

Îòâåò: −14

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Âíóòðè òðàïåöèè ñî ñðåäíåé ëèíèåé äëèíû 10 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè 7 è 5, íàõîäÿòñÿ äâå

îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé
êàñàåòñÿ îáîèõ îñíîâàíèé è îäíîé áîêîâîé ñòîðîíû. Íàéäèòå ðàäèóñ ëþáîé èç îêðóæíîñòåé.

Åñëè âîçìîæíû íåñêîëüêî îòâåòîâ, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé
Îòâåò: 2
2. Âíóòðè òðàïåöèè ñî ñðåäíåé ëèíèåé äëèíû 12 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè 8 è 6, íàõîäÿòñÿ äâå

îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé
êàñàåòñÿ îáîèõ îñíîâàíèé è îäíîé áîêîâîé ñòîðîíû. Íàéäèòå ðàäèóñ ëþáîé èç îêðóæíîñòåé.

Åñëè âîçìîæíû íåñêîëüêî îòâåòîâ, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé
Îòâåò: 2,5
3. Âíóòðè òðàïåöèè ñî ñðåäíåé ëèíèåé äëèíû 14 è áîêîâûìè ñòîðîíàìè 7 è 9, íàõîäÿòñÿ äâå

îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ èç îêðóæíîñòåé
êàñàåòñÿ îáîèõ îñíîâàíèé è îäíîé áîêîâîé ñòîðîíû. Íàéäèòå ðàäèóñ ëþáîé èç îêðóæíîñòåé.

Åñëè âîçìîæíû íåñêîëüêî îòâåòîâ, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé
Îòâåò: 3

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Äàí êóá 10 × 10 × 10, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåð-

øèí êóáà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (10, 10, 10). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå
êóáà â íà÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå
â íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 20 õîäîâ?
Îòâåò: 91
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2. Äàí êóá 9 × 9 × 9, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåðøèí
êóáà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (9, 9, 9). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå êóáà â íà-
÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ íåèçìåííû-
ìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå â íà÷àëî
êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 18 õîäîâ?
Îòâåò: 70
3. Äàí êóá 11 × 11 × 11, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåð-

øèí êóáà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (11, 11, 11). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå
êóáà â íà÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå
â íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 22 õîäà?
Îòâåò: 112

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Êàêîå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå logx zt+logy zt+logy xt+

logz xt− logz xy − logt xy ïðè xyzt = 1 è x, y, z > 1 > t.
Îòâåò: −9
2. Êàêîå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå logx zt+logy zt− logx yt−

logz yt− logy xz − logt xz ïðè xyzt = 1 è x, y > 1 > z, t.
Îòâåò: −5
3. Êàêîå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå logx zt+logy zt− logx yt−

logz yt+ logz xy + logt xy − logy xz − logt xz ïðè xyzt = 1 è x, y > 1 > z, t.
Îòâåò: −8

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 1 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn + 1
. Íàéäèòå x1000.

Îòâåò: 0,000001

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 1 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn + 1
. Íàéäèòå x500.

Îòâåò: 0,000004

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 1 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn + 1
. Íàéäèòå x200.

Îòâåò: 0,000025

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Â êëóáå ñîñòîÿò 70 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 111
2. Â êëóáå ñîñòîÿò 50 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 81
3. Â êëóáå ñîñòîÿò 56 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî ÷åòûðå äðóãà. Êàæäûé

äæåíòëüìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
ïàð çíàêîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 115

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
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1. Ïðè êàêîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a äëèíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
1

a+ 1
4

√
ax− x2

ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ìíîæåñòâà å¼ çíà÷åíèé?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, åñëè íàäî, èñïîëüçóéòå ïðàâèëüíóþ èëè íåïðàâèëüíóþ äðîáü.
Îòâåò: 1/3
2. Ïðè êàêîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a äëèíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

1

a+ 1
12

√
ax− x2

ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ìíîæåñòâà å¼ çíà÷åíèé?

Îòâåò: 1/5
3. Ïðè êàêîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a äëèíà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

1

a+ 1
24

√
ax− x2

ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ìíîæåñòâà å¼ çíà÷åíèé?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, åñëè íàäî, èñïîëüçóéòå ïðàâèëüíóþ èëè íåïðàâèëüíóþ äðîáü.
Îòâåò: 1/7

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Ðåøèòå óðàâíåíèå p3−4p = q3+182q â ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Â îòâåòå óêàæèòå âñå âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ p (÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé, åñëè èõ áîëüøå îäíîãî).
Îòâåò: 31
2. Ðåøèòå óðàâíåíèå p3−16p = q3+260q â ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Â îòâåòå óêàæèòå âñå âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ q (÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé, åñëè èõ áîëüøå îäíîãî).
Îòâåò: 19
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå p3−4p = q3+254q â ïðîñòûõ ÷èñëàõ. Â îòâåòå óêàæèòå âñå âîçìîæíûå

çíà÷åíèÿ q (÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé, åñëè èõ áîëüøå îäíîãî).
Îòâåò: 41

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñî ñòîðîíîé 6 ðàçáèò íà ÷àñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî

ãðàíÿì òàê, ÷òî ð¼áðà òåòðàýðà îêàçàëèñü ðàçäåëåíû íà îòðåçêè äëèíû 1. Ñêîëüêî òåòðàýäðîâ
ñðåäè ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé?

Îòâåò: 76
2. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñî ñòîðîíîé 7 ðàçáèò íà ÷àñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî

ãðàíÿì òàê, ÷òî ð¼áðà òåòðàýðà îêàçàëèñü ðàçäåëåíû íà îòðåçêè äëèíû 1. Ñêîëüêî òåòðàýäðîâ
ñðåäè ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé?

Îòâåò: 119
3. Ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñî ñòîðîíîé 8 ðàçáèò íà ÷àñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè åãî

ãðàíÿì òàê, ÷òî ð¼áðà òåòðàýðà îêàçàëèñü ðàçäåëåíû íà îòðåçêè äëèíû 1. Ñêîëüêî òåòðàýäðîâ
ñðåäè ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòåé?

Îòâåò: 176
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2.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. P (x) � êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èçâåñòíî, ÷òî P (

√
2)+P (−sqrt2) = 16, P (

√
2) ·P (−

√
2) =

−274, êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí 5.
Íàéäèòå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò P (x).
Îòâåò: 4
2. P (x) � êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èçâåñòíî, ÷òî P (

√
2)+P (−sqrt2) = 10, P (

√
2) ·P (−

√
2) =

−313, êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí 3.
Íàéäèòå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò P (x).
Îòâåò: 5
3. P (x) � êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Èçâåñòíî, ÷òî P (

√
2)+P (−sqrt2) = 20, P (

√
2) ·P (−

√
2) =

−478, êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí 5.
Íàéäèòå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò P (x).
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

1. Äàíà ôóíêöèÿ f(x) =
x

2x+ 1
. Íàéäèòå f(. . . f(3) . . .), ãäå ôóíêöèÿ f ïðèìåíÿåòñÿ 1000

ðàç.
Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, çàïèøèòå â âèäå ïðàâèëüíîé èëè íåïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 3/6001

2. Äàíà ôóíêöèÿ f(x) =
x

3x+ 1
. Íàéäèòå f(. . . f(4) . . .), ãäå ôóíêöèÿ f ïðèìåíÿåòñÿ 200 ðàç.

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, çàïèøèòå â âèäå ïðàâèëüíîé èëè íåïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 4/2401

3. Äàíà ôóíêöèÿ f(x) =
x

4x+ 1
. Íàéäèòå f(. . . f(2) . . .), ãäå ôóíêöèÿ f ïðèìåíÿåòñÿ 500 ðàç.

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, çàïèøèòå â âèäå ïðàâèëüíîé èëè íåïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 2/4001

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Äàí êóá 10×10×10, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåðøèí

êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (10, 10, 10). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå
êóáà â íà÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå
â íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 20 õîäîâ?
Îòâåò: 11
2. Äàí êóá 9 × 9 × 9, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåðøèí

êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (9, 9, 9). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå êóáà â
íà÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò,
ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ íåèçìåííû-
ìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå â íà÷àëî
êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 18 õîäîâ?
Îòâåò: 10
3. Äàí êóá 11×11×11, ãðàíè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòÿì êîîðäèíàò. Îäíà èç âåðøèí

êîòîðîãî íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à âòîðàÿ â òî÷êå (11, 11, 11). Â êàæäîé öåëîé òî÷êå
êóáà â íà÷àëå èãðû íàõîäèòñÿ ôèøêà. Çà îäèí õîä êàæäàÿ ôèøêà, êðîìå ñòîÿùèõ â íà÷àëå
êîîðäèíàò, ïåðåìåùàåòñÿ òàê, ÷òî îäíà å¼ êîîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ íà 1, à îñòàëüíûå îñòàþòñÿ
íåèçìåííûìè, ïðè ýòî íè îäíà èç êîîðäèíàò íå ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé. Ôèøêè, ïîïàâøèå
â íà÷àëî êîîðäèíàò, íå ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ïðàâèëàì, ïîýòîìó ñòîÿò íà ìåñòå.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 22 õîäà?
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Îòâåò: 12

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 2 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn − 1
. Íàéäèòå x312.

Îòâåò: 0,0032

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 3 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn − 1
. Íàéäèòå x209.

Îòâåò: 0,0048

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè x1 = 5 è xn+1 =
xn

(2n+ 1)xn − 1
. Íàéäèòå x204.

Îòâåò: 5/1024

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 12 è BC = 8.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0
2. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 16 è BC = 12.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0
3. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 13 è BC = 9.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 10 × 10 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê,

÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?
Îòâåò: 102210
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 9× 9 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû

â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?
Îòâåò: 5109

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 11 × 11 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê,
÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?

Îòâåò: 204611

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 40 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 243
2. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 36 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 225
3. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 50 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 243

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x13 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x13

= 3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x13?
Îòâåò: 204800000

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x18 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x18

= 4. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x18?
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Îòâåò: 640000000000

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x14 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x14

= 3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x14?
Îòâåò: 2500000000

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè D è E � ñåðåäèíû äóã BC è AC. Èçâåñòíî,
÷òî DE = 17, ID = 9, CE = 10.

Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà IC
Îòâåò íå îêðóãëÿéòå, çàïèøèòå â âèäå ïðàâèëüíîé èëè íåïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 144/17
2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè D è E � ñåðåäèíû äóã AC è AB. Èçâåñòíî,
÷òî DE = 20, ID = 15, AE = 7.

Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà IA
Îòâåò: 42/5
3. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè I ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòìåòèëè òî÷êè D è E � ñåðåäèíû äóã AB è BC. Èçâåñòíî,
÷òî DE = 20, ID = 13, BE = 11.

Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà IB
Îòâåò: 66/5

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
1. Â êëóáå ñîñòîÿò 70 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 315
2. Â êëóáå ñîñòîÿò 50 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 225
3. Â êëóáå ñîñòîÿò 90 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 405
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2.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. (1 áàëë)
1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

2∠EBC è ∠ECD = 2∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 120
2. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

3∠EBC è ∠ECD = 3∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 135
3. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

4∠EBC è ∠ECD = 4∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 144

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà)
1. Ïðèâåä¼ííûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí òàêîâ, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ

îðäèíàò, îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ àáñöèññ è íà÷àëî êîîðäèíàò îáðàçóþò
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Íàéäèòå àáñöèññó âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ãðàôèêà ñ
îñüþ àáñöèññ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà ïîëîæèòåëüíà.

Îòâåò: 1
2. Ïðèâåä¼ííûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí òàêîâ, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ

îðäèíàò, îäíà èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ àáñöèññ è íà÷àëî êîîðäèíàò îáðàçóþò
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê. Íàéäèòå àáñöèññó âòîðîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ãðàôèêà ñ
îñüþ àáñöèññ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà îòðèöàòåëüíà.

Îòâåò: -1
3. Ïðèâåä¼ííûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí òàêîâ, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ

îðäèíàò è îáå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ãðàôèêà ñ îñüþ àáñöèññ îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíî-
áåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé íà îñè îðäèíàò. Íàéäèòå ñâîáîäíûé ÷ëåí ýòîãî òð¼õ÷ëåíà.

Îòâåò: -1

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 560. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 24
2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 600. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 25
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 320. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 18

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 12 è BC = 8.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0
2. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 16 è BC = 12.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0
3. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 13 è BC = 9.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè êàñàíèÿ âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABD è
BCD ñ äèàãîíàëüþ BD.

Îòâåò: 0
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 40 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 243
2. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 36 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 225
3. Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 50 ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî). Êàêîå

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ìîæåò áûòü ó åãî êâàäðàòà?
Îòâåò: 243

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 70 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 120 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 35
2. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 70 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 75 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 80 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 130 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 37
3. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 70 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 125 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 36

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)
1. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 20 × 20, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 110
2. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 19 × 19, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 90
3. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 18 × 18, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 72

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 10 × 10 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê,

÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?
Îòâåò: 102210
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 9× 9 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû

â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?
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Îòâåò: 5109

3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëåò÷àòóþ òàáëèöó 11 × 11 ìîæíî ðàñêðàñèòü â äâà öâåòà òàê,
÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàëè îáà öâåòà?

Îòâåò: 204611

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)

1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x13 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x13

= 3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x13?
Îòâåò: 204800000

2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x18 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x18

= 4. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x18?
Îòâåò: 640000000000

3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , x14 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+ . . .+
1

x14

= 3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâåäåíèå x1 · x2 · . . . · x14?
Îòâåò: 2500000000

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Â êëóáå ñîñòîÿò 70 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 315
2. Â êëóáå ñîñòîÿò 50 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 225
3. Â êëóáå ñîñòîÿò 90 äæåíòëüìåíîâ. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî òðè äðóãà. Êàæäûé äæåíòëü-

ìåí çíàêîì ñî âñåìè ñâîèìè äðóçüÿìè è èõ äðóçüÿìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïàð çíà-
êîìûõ ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 405

48



2.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1. (1 áàëë)
1. 17 ðàçáîéíèêîâ äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé

çàáðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ
ìîíåò ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 20
2. 22 ðàçáîéíèêà äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé çà-

áðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ ìîíåò
ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 25
3. 37 ðàçáîéíèêîâ äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé

çàáðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ
ìîíåò ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 50

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 20, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 25. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 26
2. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 23, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 27. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 28
3. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 32, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 27. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 33

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
1. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

2∠EBC è ∠ECD = 2∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 120
2. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

3∠EBC è ∠ECD = 3∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 135
3. Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ABCD. Òî÷êà E âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà òàêîâà, ÷òî ∠EBA =

4∠EBC è ∠ECD = 4∠ECB. Íàéäèòå ∠BEC. Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ.
Îòâåò: 144

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Äâàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Óãýäýþ. Õîðîøèå ìàëü÷èêè

ñäàëè ïî òðè òóãðèêà, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ ðåáÿò ìîãëî
áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 48 òóãðèêîâ?

(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).
Îòâåò: 12
2. Ïÿòíàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Òîõòàìûøó. Õîðîøèå ìàëü-

÷èêè ñäàëè ïî ïÿòü òóãðèêîâ, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ ðåáÿò
ìîãëî áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 70 òóãðèêîâ?

(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).
Îòâåò: 5
3. Øåñòíàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Ñóáóäàþ. Õîðîøèå ìàëü-

÷èêè ñäàëè ïî ÷åòûðå òóãðèêà, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ
ðåáÿò ìîãëî áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 55 òóãðèêîâ?

Îòâåò: 9
(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 60 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 70 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 120 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 35
2. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 70 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 75 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 80 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 130 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 37
3. Èç ïóíêòà A ñòàðòîâàëà ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷. ×åðåç ÷àñ îòòóäà æå ñòàðòîâàëà

ìàøèíà ñî ñêîðîñòüþ 65 êì/÷, åù¼ ÷åðåç ÷àñ � ñî ñêîðîñòáþ 70 êì/÷, è ò.ä. Ïîñëåäíÿÿ ìàøèíà
ñòàðòîâàëà ñî ñêîðîñòüþ 125 êì/÷.

×åðåç êàêîå âðåìÿ (â ÷àñàõ) ïîñëå íà÷àëà ìåæäó ýòèìè ìàøèíàìè ñîñòîèòñÿ ïîñëåäíèé
îáãîí?

Îòâåò: 36

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 30 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E,

F , G, H â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè H, ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â
àëôàâèòíîì ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ H. Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 210
2. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 40 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E, F ,

G â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè G, ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ G. Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Êàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 240
3. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 45 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E, F

â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè F , ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ F . Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 225

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)
1. Øåñòü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Êàêèå îñòàòêè ïðè

äåëåíèè íà 8 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â
ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 1, 5, 6
2. Ïÿòü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà 8 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 5
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3. Ñåìü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 9. Êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà 9 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 3, 0

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 560. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 24
2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 600. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 25
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)2 − ÍÎÄ(a, b)2 = 320. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî a?
Îòâåò: 18

Çàäà÷à 9. (5 áàëëîâ)
1. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 20 × 20, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 110
2. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 19 × 19, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 90
3. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 18 × 18, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 19 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 72 Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)

1. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 10× 10 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,
êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 7 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 7 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 42
2. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 10× 10 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,

êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 6 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 6 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 54
3. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 9 × 9 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,

êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 8 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 8 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 48
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2.5 Çàäàíèÿ äëÿ 7 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 7, äëÿ êîòîðîãî åãî ñóììà öèôð

òîæå äåëèòñÿ íà 7.
Îòâåò: 9989
2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 8, äëÿ êîòîðîãî åãî ñóììà öèôð

òîæå äåëèòñÿ íà 8.
Îòâåò: 9968
1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 6, äëÿ êîòîðîãî åãî ñóììà öèôð

òîæå äåëèòñÿ íà 6.
Îòâåò: 9984

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. 17 ðàçáîéíèêîâ äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé

çàáðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ
ìîíåò ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 20
2. 22 ðàçáîéíèêà äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé çà-

áðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ ìîíåò
ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 25
3. 37 ðàçáîéíèêîâ äåëèëè íàãðàáëåííîå: íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ çîëîòûõ ìîíåò. Êàæäûé

çàáðàë ñåáå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ îò äîáû÷è. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî çîëîòûõ
ìîíåò ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 50

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 20 × 20, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 25 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 14
2. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 19 × 19, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 25 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 12
3. Äàí êëåò÷àòûé êâàäðàò 18 × 18, â êàæäîé êëåòêå êîòîðîãî ñòîèò ôèøêà. Çà îäèí õîä

êàæäàÿ ôèøêà ñäâèãàåòñÿ âëåâî èëè âíèç íà îäíó êëåòêó, åñëè ýòî âîçìîæíî. Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî êëåòîê ìîæåò áûòü çàíÿòî ôèøêàìè ÷åðåç 25 õîäîâ? (Ôèøêè íå ìîãóò âûõîäèòü çà
ïðåäåëû äîñêè; íà îäíîé êëåòêå ìîæåò ñòîÿòü íåñêîëüêî ôèøåê).

Îòâåò: 10

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 20, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 25. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 26
2. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 23, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 27. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 28
3. Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí 32, ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD ðàâåí 27. Êàêîå

íàèìåíüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD?
Îòâåò: 33
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Íà ñòîëå ëåæàò 60 ïàëî÷åê, èìåþùèå äëèíû 1, 2, . . . , 60. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòîâ

ïàëî÷åê íóæíî óáðàòü, ÷òîáû íè èç êàêèõ òð¼õ îñòàâøèõñÿ íåëüçÿ áûëî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 51
2. Íà ñòîëå ëåæàò 35 ïàëî÷åê, èìåþùèå äëèíû 2, 4, . . . , 70. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòîâ

ïàëî÷åê íóæíî óáðàòü, ÷òîáû íè èç êàêèõ òð¼õ îñòàâøèõñÿ íåëüçÿ áûëî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 27
3. Íà ñòîëå ëåæàò 30 ïàëî÷åê, èìåþùèå äëèíû 1, 3, 5, . . . , 59. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòîâ

ïàëî÷åê íóæíî óáðàòü, ÷òîáû íè èç êàêèõ òð¼õ îñòàâøèõñÿ íåëüçÿ áûëî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 23

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Ýëåêòðîííûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ÷àñû (îò 0 äî 23) è ìèíóòû (îò 0 äî 59). Íàïðèìåð,

ïîëîâèíà ïåðâîãî íî÷è ïîêàçûâàåòñÿ êàê 0:30.
Íà ïðîòÿæåíèè êàêîãî êîëè÷åñòâà ìèíóò â ñóòêàõ ÷èñëî ÷àñîâ íà ÷àñàõ äåëèòñÿ íà ÷èñëî

ìèíóò? (0 äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà, âêëþ÷àÿ 0).
Îòâåò: 136
2. Ýëåêòðîííûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ÷àñû (îò 1 äî 24) è ìèíóòû (îò 0 äî 59). Íàïðèìåð,

ïîëîâèíà ïåðâîãî íî÷è ïîêàçûâàåòñÿ êàê 24:30.
Íà ïðîòÿæåíèè êàêîãî êîëè÷åñòâà ìèíóò â ñóòêàõ ÷èñëî ÷àñîâ íà ÷àñàõ äåëèòñÿ íà ÷èñëî

ìèíóò?
Îòâåò: 84
3. Ýëåêòðîííûå ÷àñû ïîêàçûâàþò ÷àñû (îò 1 äî 12) è ìèíóòû (îò 0 äî 59). Íàïðèìåð,

ïîëîâèíà ïåðâîãî äíÿ èëè íî÷è ïîêàçûâàåòñÿ êàê 12:30.
Íà ïðîòÿæåíèè êàêîãî êîëè÷åñòâà ìèíóò â ñóòêàõ ÷èñëî ÷àñîâ íà ÷àñàõ äåëèòñÿ íà ÷èñëî

ìèíóò?
Îòâåò: 70

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Äâàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Óãýäýþ. Õîðîøèå ìàëü÷èêè

ñäàëè ïî òðè òóãðèêà, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ ðåáÿò ìîãëî
áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 48 òóãðèêîâ?

(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).
Îòâåò: 12
2. Ïÿòíàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Òîõòàìûøó. Õîðîøèå ìàëü-

÷èêè ñäàëè ïî ïÿòü òóãðèêîâ, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ ðåáÿò
ìîãëî áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 70 òóãðèêîâ?

(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).
Îòâåò: 5
3. Øåñòíàäöàòü ðåáÿò ñîáèðàëè äåíüãè íà ïîäàðîê îäíîêëàññíèêó Ñóáóäàþ. Õîðîøèå ìàëü-

÷èêè ñäàëè ïî ÷åòûðå òóãðèêà, à æàäíûå � ìåíüøå. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî æàäíûõ
ðåáÿò ìîãëî áûòü, åñëè âñåãî ñîáðàëè 55 òóãðèêîâ?

Îòâåò: 9
(Êàæäûé ðåá¼íîê ñäà¼ò öåëîå ÷èñëî òóãðèêîâ).

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
1. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 30 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E,

F , G, H â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè H, ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â
àëôàâèòíîì ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ H. Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 210

53



2. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 40 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E, F ,
G â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè G, ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ G. Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Êàêîå
íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 240
3. Êðóãîâîå øîññå èìååò äëèíó 45 êèëîìåòðîâ. Íà í¼ì íàõîäÿòñÿ äåðåâíè A, B, C, D, E, F

â êàêîì-òî ïîðÿäêå. Âàñÿ âûåõàë èç äåðåâíè F , ïîñåòèë âñå îñòàëüíûå äåðåâíè â àëôàâèòíîì
ïîðÿäêå è ñíîâà âåðíóëñÿ â äåðåâíþ F . Ïðè ýòîì îí âñåãäà äâèãàëñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî êèëîìåòðîâ îí ìîã ïðîåõàòü?

(Âàñÿ íå ìîæåò ïðîåõàòü ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó ñåé÷àñ íàäî, îí îáÿçàòåëüíî â íåé
îñòàíîâèòñÿ. Çàòî îí âñåãäà ïðîåçæàåò ìèìî äåðåâíè, â êîòîðóþ åìó íå íàäî, íå çàåçæàÿ â íå¼).

Îòâåò: 225

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Øåñòü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Êàêèå îñòàòêè ïðè

äåëåíèè íà 8 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â
ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 1, 5, 6
2. Ïÿòü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 8. Êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà 8 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 5
3. Ñåìü ÷èñåë äàþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 9. Êàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèè

íà 9 íå ìîæåò äàâàòü ñóììà èõ êâàäðàòîâ? Åñëè îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 3, 0

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 10× 10 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,

êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 7 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 7 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 42
2. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 10× 10 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,

êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 6 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 6 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 54
3. Â êàæäîé êëåòêå äîñêè 9 × 9 ñòîèò ðûöàðü, êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, èëè ëæåö,

êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë îäíó èç ñëåäóþùèõ ôðàç: ¾Íà ãîðèçîíòàëè, ãäå ÿ
ñòîþ, ðîâíî 8 ðûöàðåé¿ èëè ¾Íà âåðòèêàëè, ãäå ÿ ñòîþ, õîòÿ áû 8 ëæåöîâ¿, ïðè÷¼ì âñå ðûöàðè
ñêàçàäè ïåðâóþ ôðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå íåíóëåâîå ÷èñëî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà äîñêå?

Îòâåò: 48
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3 Çàäàíèÿ 2 îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

3.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé x2y = 7200000 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: 30
2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé x2y = 64800 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: 18
3. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèé x2y = 882000 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Îòâåò: 24

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

1. Â ñêîëüêè òî÷êàõ íà ïðîìåæóòêå
[
0,

π

2

]
ôóíêöèÿ sin 17x cos 17x äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìà?

Îòâåò: 9
2. Â ñêîëüêè òî÷êàõ íà ïðîìåæóòêå

[
0,

π

2

]
ôóíêöèÿ sin 19x cos 19x äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìà?

Îòâåò: 10
3. Â ñêîëüêè òî÷êàõ íà ïðîìåæóòêå

[
0,

π

2

]
ôóíêöèÿ sin 23x cos 23x äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóìà?

Îòâåò: 12

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
1. Â ñôåðó S1 âïèñàí êóá Q1, â íåãî âïèñàíà ñôåðà S2, â íå¼ � êóá Q2, è òàê äàëåå, äëÿ

êàæäîãî k â ñôåðó Sk âïèñàí êóá Qk, à â íåãî � ñôåðà Sk+1.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ðàäèóñà ñôåðû S1 ê ðàäèóñó ñôåðû S239.
Îòâåò: 3119
2. Â ñôåðó S1 âïèñàí êóá Q1, â íåãî âïèñàíà ñôåðà S2, â íå¼ � êóá Q2, è òàê äàëåå, äëÿ

êàæäîãî k â ñôåðó Sk âïèñàí êóá Qk, à â íåãî � ñôåðà Sk+1.
Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ñôåðû S1 ê ïëîùàäè ñôåðû S101.
Îòâåò: 3100
3. Â ñôåðó S1 âïèñàí êóá Q1, â íåãî âïèñàíà ñôåðà S2, â íå¼ � êóá Q2, è òàê äàëåå, äëÿ

êàæäîãî k â ñôåðó Sk âïèñàí êóá Qk, à â íåãî � ñôåðà Sk+1.
Íàéäèòå îòíîøåíèå îáú¼ìà ñôåðû S1 ê îáúåìó ñôåðû S21.
Îòâåò: 330

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 9 × 9 ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå).

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êëåòîê íàäî ïåðåêðàñèòü èç ÷¼ðíîãî öâåòà â áåëûé, ÷òîáû ìíîæåñòâî
áåëûõ êëåòîê îêàçàëîñü ñâÿçíûì, òî åñòü îò ëþáîé êëåòêè ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ äî ëþáîé
ïî áåëûì êëåòêàì, ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç íà êëåòêó, ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå?

Îòâåò: 14
2. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 11 × 11 ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå (óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå).

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êëåòîê íàäî ïåðåêðàñèòü èç ÷¼ðíîãî öâåòà â áåëûé, ÷òîáû ìíîæåñòâî
áåëûõ êëåòîê îêàçàëîñü ñâÿçíûì, òî åñòü îò ëþáîé êëåòêè ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ äî ëþáîé
ïî áåëûì êëåòêàì, ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç íà êëåòêó, ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå?

Îòâåò: 20
3. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 10 × 10 ðàñêðàøåíà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî

êëåòîê íàäî ïåðåêðàñèòü èç ÷¼ðíîãî öâåòà â áåëûé, ÷òîáû ìíîæåñòâî áåëûõ êëåòîê îêàçàëîñü
ñâÿçíûì, òî åñòü îò ëþáîé êëåòêè ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ äî ëþáîé ïî áåëûì êëåòêàì,
ïåðåõîäÿ êàæäûé ðàç íà êëåòêó, ñîñåäíþþ ïî ñòîðîíå?

Îòâåò: 18

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. 10 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâû, ÷òî ëîãàðèôì ëþáîãî èç íèõ ïî îñíîâàíèþ ëþáîãî äðóãîãî

� öåëîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì âñå ýòè ëîãàðèôìû ðàçëè÷íû.
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Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëîãàðèôì ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà ïî ñàìîìó
ìàëåíüêîìó?

Îòâåò: 10!=3628800
2. 9 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâû, ÷òî ëîãàðèôì ëþáîãî èç íèõ ïî îñíîâàíèþ ëþáîãî äðóãîãî

� öåëîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì âñå ýòè ëîãàðèôìû ðàçëè÷íû.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëîãàðèôì ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà ïî ñàìîìó

ìàëåíüêîìó?
Îòâåò: 9!=362880
3. 8 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîâû, ÷òî ëîãàðèôì ëþáîãî èç íèõ ïî îñíîâàíèþ ëþáîãî äðóãîãî

� öåëîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì âñå ýòè ëîãàðèôìû ðàçëè÷íû.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëîãàðèôì ñàìîãî áîëüøîãî ÷èñëà ïî ñàìîìó

ìàëåíüêîìó?
Îòâåò: 8!=40320

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Íàéäèòå ïëîùàäü îáëàñòè èëè îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé f(x) è g(x),

à òàêæå ïðÿìûì x = 0 è x = 2, åñëè èçâåñòíî, ÷òî f(x) + g(x) = 2(x + sin x) è f(x)g(x) =
2x(sinx+ 1)− cos2 x.

Îòâåò: 2
2. Íàéäèòå ïëîùàäü îáëàñòè èëè îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé f(x) è g(x),

à òàêæå ïðÿìûì x = 0 è x = 4,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî f(x) + g(x) = 2(x− cosx) è f(x)g(x) = −2x(cosx+ 1)− sin2 x.
Îòâåò: 24
3. Íàéäèòå ïëîùàäü îáëàñòè èëè îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ãðàôèêàìè ôóíêöèé f(x) è g(x),

à òàêæå ïðÿìûì x = 1 è x = 3

åñëè èçâåñòíî, ÷òî f(x) + g(x) =

(
x− 2

cosx

)
è f(x)g(x) =

(
x− 1

cosx
− 1

)(
1− 1

cosx

)
.

Îòâåò: 1

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)

1. Ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, f(x) + f
(
1
x

)
+ f(1− x) =

1

x
.

Íàéäèòå f
(
5
3

)
− f(2, 5).

Äðîáíûé îòâåò íå îêðóãëÿéòå, èñïîëüçóéòå ïðàâèëüíóþ èëè íåïðàâèëüíóþ äðîáü.
Îòâåò: -5/6

2. Ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, f(x) + f
(
1
x

)
+ f(1− x) =

1

x
.

Íàéäèòå f
(
7
3

)
− f

(
7
4

)
.

Äðîáíûé îòâåò íå îêðóãëÿéòå, èñïîëüçóéòå ïðàâèëüíóþ èëè íåïðàâèëüíóþ äðîáü.
Îòâåò: 7/12

3. Ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî x, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, f(x) + f
(
1
x

)
+ f(1− x) =

1

x
.

Íàéäèòå f
(
8
3

)
− f

(
8
5

)
.

Äðîáíûé îòâåò íå îêðóãëÿéòå, èñïîëüçóéòå ïðàâèëüíóþ èëè íåïðàâèëüíóþ äðîáü.
Îòâåò: 16/15

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Òðåóãîëüíèê ABC èìååò ïëîùàäü 42. Íà ñòîðîíàõ AB è AC, äëèíû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò

15 è 12 ñîîòâåòñòâåííî, êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Îáùèå êàñàòåëüíûå ê ýòèì
îêðóæíîñòÿì ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Îäíà èç ýòèõ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé
BC â òî÷êå L, ïðè÷åì òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà ëó÷å KL. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL.

Îòâåò: 14
2. Òðåóãîëüíèê ABC èìååò ïëîùàäü 48. Íà ñòîðîíàõ AB è BC, äëèíû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò

17 è 13 ñîîòâåòñòâåííî, êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Îáùèå êàñàòåëüíûå ê ýòèì
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îêðóæíîñòÿì ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P . Îäíà èç ýòèõ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé
AC â òî÷êå Q, ïðè÷åì òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà ëó÷å PQ. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà PQ.

Îòâåò: 12
3. Òðåóãîëüíèê ABC èìååò ïëîùàäü 45. Íà ñòîðîíàõ BC è AC, äëèíû êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò

16 è 11 ñîîòâåòñòâåííî, êàê íà äèàìåòðàõ ïîñòðîåíû îêðóæíîñòè. Îáùèå êàñàòåëüíûå ê ýòèì
îêðóæíîñòÿì ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êåM . Îäíà èç ýòèõ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé
AB â òî÷êå N , ïðè÷åì òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà ëó÷å MN . Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà MN .

Îòâåò: 9

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè p, q è

r ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììà ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíà 1. Ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùèé êîðåíü, íå

ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì òðåòüåãî. Êðîìå òîãî,
pq

r
=

1

16
. Íàéäèòå ðàçíîñòü êîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x)

(èç áîëüøåãî âû÷åñòü ìåíüøèé).
Îòâåò: 4
2. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè p, q è

r ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììà ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíà 1. Ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùèé êîðåíü, íå

ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì òðåòüåãî. Êðîìå òîãî,
pq

r
=

1

9
. Íàéäèòå ðàçíîñòü êîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x)

(èç áîëüøåãî âû÷åñòü ìåíüøèé).
Îòâåò: 3
3. Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà P (x), Q(x) è R(x) ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè p, q è

r ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììà ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíà 1. Ëþáûå äâà èç íèõ èìåþò îáùèé êîðåíü, íå

ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì òðåòüåãî. Êðîìå òîãî,
pq

r
=

1

25
. Íàéäèòå ðàçíîñòü êîðíåé òð¼õ÷ëåíà R(x)

(èç áîëüøåãî âû÷åñòü ìåíüøèé).
Îòâåò: 5

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 125 ãîðîäîâ è 3 àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 3 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé,
2 òóãðèêà � åñëè äâóìÿ è 1 òóãðèê � åñëè òðåìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëà-
äûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 186
2. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 175 ãîðîäîâ è 3 àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 3 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé,
2 òóãðèêà � åñëè äâóìÿ è 1 òóãðèê � åñëè òðåìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëà-
äûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 261
3. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 225 ãîðîäîâ è 3 àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 3 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé,
2 òóãðèêà � åñëè äâóìÿ è 1 òóãðèê � åñëè òðåìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëà-
äûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 336

57



3.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Â öåíòðå êëåò÷àòîãî ëèñòà 100 × 100 îòìåòèëè íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîâåëè îñè, ïàðàë-

ëåëüíûå ñòîðîíàì ëèñòà, ïîñëå ÷åãî ïîñòðîèëè ãðàôèê ôóíêöèè y = x3 − 2x. Ñêîëüêî êëåòîê
îí ïåðåñåêàåò áîëüøå, ÷åì ïî îäíîé òî÷êå?

Îòâåò: 106
2. Â öåíòðå êëåò÷àòîãî ëèñòà 200 × 200 îòìåòèëè íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîâåëè îñè, ïàðàë-

ëåëüíûå ñòîðîíàì ëèñòà, ïîñëå ÷åãî ïîñòðîèëè ãðàôèê ôóíêöèè y = x3 − 3x. Ñêîëüêî êëåòîê
îí ïåðåñåêàåò áîëüøå, ÷åì ïî îäíîé òî÷êå?

Îòâåò: 204
3. Â öåíòðå êëåò÷àòîãî ëèñòà 100 × 100 îòìåòèëè íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîâåëè îñè, ïàðàë-

ëåëüíûå ñòîðîíàì ëèñòà, ïîñëå ÷åãî ïîñòðîèëè ãðàôèê ôóíêöèè y = x3 − 3x. Ñêîëüêî êëåòîê
îí ïåðåñåêàåò áîëüøå, ÷åì ïî îäíîé òî÷êå?

Îòâåò: 104

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 6, 7 è 8, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðà-

çîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 4
2. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2, 9 è 11, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì

îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 3
3. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 1, 5 è 24, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì

îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 2

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)

1. Òðè âåêòîðà íà ïëîñêîñòè −→a ,
−→
b è −→c òàêîâû, ÷òî −→a ·

−→
b = −10, −→a · −→c = −15,

−→
b · −→c = 6.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ?
Îòâåò: 38
2. Òðè âåêòîðà íà ïëîñêîñòè −→a ,

−→
b è −→c òàêîâû, ÷òî −→a ·

−→
b = −9, −→a · −→c = 5,

−→
b · −→c = −8.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ?
Îòâåò: 24
3. Òðè âåêòîðà íà ïëîñêîñòè −→a ,

−→
b è −→c òàêîâû, ÷òî −→a ·

−→
b = 7, −→a · −→c = 12,

−→
b · −→c = 11.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ?
Îòâåò: 32

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−2) = −7, P (−1) = 4, P (1) = 2, P (2) = 25.

Íàéäèòå P (0).
Îòâåò: 1
2. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−1) = −14, P (0) = −4, P (2) = 10, P (3) = 38.

Íàéäèòå P (1).
Îòâåò: 0
3. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−3) = −24, P (−2) = −17, P (0) = 3, P (1) = 4.

Íàéäèòå P (−1).
Îòâåò: -6

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3+3x+22−y2

è y − 7x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 7
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2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3 + 12x +
15− y2 è y − 11x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?

Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 22
3. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3 + 27x +

19− y2 è y − 20x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 14

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé xn+1 =

[
1

x1

+
1

x2

+ . . .+
1

xn

]
è íà÷àëüíûì çíà÷å-

íèåì x1 = 1 (êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Íàéäèòå x529.
Îòâåò: 32

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé xn+1 =

[
1

x1

+
1

x2

+ . . .+
1

xn

]
è íà÷àëüíûì çíà÷å-

íèåì x1 =
1

4
(êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Íàéäèòå x250.

Îòâåò: 23

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà ôîðìóëîé xn+1 =

[
1

x1

+
1

x2

+ . . .+
1

xn

]
è íà÷àëüíûì çíà÷å-

íèåì x1 =
1

3
(êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà). Íàéäèòå x350.

Îòâåò: 27

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Âàñÿ íàïèñàë íà äîñêå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Ïåòÿ íàø¼ë ñðåäè íèõ 9 ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ âîçðàñòàùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè ñ ðàöèîíàëüíûì, íî íå öåëûì çíàìåíàòåëåì.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîã íàïèñàòü Âàñÿ?
Îòâåò: 6306
2. Âàñÿ íàïèñàë íà äîñêå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Ïåòÿ íàø¼ë ñðåäè íèõ 8 ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ âîçðàñòàùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè ñ ðàöèîíàëüíûì, íî íå öåëûì çíàìåíàòåëåì.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîã íàïèñàòü Âàñÿ?
Îòâåò: 2060
3. Âàñÿ íàïèñàë íà äîñêå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé

ïðîãðåññèè. Ïåòÿ íàø¼ë ñðåäè íèõ 10 ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ âîçðàñòàùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè ñ ðàöèîíàëüíûì, íî íå öåëûì çíàìåíàòåëåì.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìîã íàïèñàòü Âàñÿ?
Îòâåò: 19172

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
1. Êâàäðàò ïëîùàäè

√
50+5 ïîâåðíóëè âîêðóã îäíîé èç åãî òî÷åê íà 45◦. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ

âîçìîæíàÿ ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî è ïîâ¼ðíóòîãî êâàäðàòîâ?
Îòâåò: 5
2. Êâàäðàò ïëîùàäè 1 ïîâåðíóëè âîêðóã îäíîé èç åãî òî÷åê íà 60◦. Êàêîâ íàèìåíüøèé

âîçìîæíûé êâàäðàò ïëîùàäè ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî è ïîâ¼ðíóòîãî êâàäðàòîâ?
Îòâåò: 3
3. Êâàäðàò ïëîùàäè 4+

√
12 ïîâåðíóëè âîêðóã îäíîé èç åãî òî÷åê íà 30◦. Êàêîâà íàèìåíüøàÿ

âîçìîæíàÿ ïëîùàäü ïåðåñå÷åíèÿ èñõîäíîãî è ïîâ¼ðíóòîãî êâàäðàòîâ?
Îòâåò: 2

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
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1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êâàäðàò 4 × 4 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé è áå-
ëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 168
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 5 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé

è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 216
3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 6 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé

è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 408

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 125 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 124
2. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 175 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 174
3. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 225 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 224
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3.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è AB1 ∥ BC1 ∥ CD1 ∥. AB = 4, CD = 9. Íàéäèòå BC.
Îòâåò: 6
2. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è A1B ∥ B1C ∥ C1D ∥. AB = 16, CD = 9. Íàéäèòå BC.
Îòâåò: 12
3. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è A1B ∥ B1C ∥ C1D ∥. A1B1 = 9, C1D1 = 25. Íàéäèòå B1C1.
Îòâåò: 15

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è bx2 + ax+ c = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 0; 1
2. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è cx2 + bx+ a = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: -1; 1
3. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 − bx+ c = 0 è bx2 − ax+ c = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 0; -1

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 6, 7 è 8, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðà-

çîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 4
2. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2, 9 è 11, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì

îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 3
3. Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 1, 5 è 24, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì

îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè èõ êàñàíèÿ.
Îòâåò: 2

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 887 è 642?

Îòâåò: 6930
2. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 947 è 523?

Îòâåò: 3150
3. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 676 è 125?

Îòâåò: 2772

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
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1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-
íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ðàâíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 10
1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ñåìèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-

íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ðàâíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 13
1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-

íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ïàðàëëåëüíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3+3x+22−y2

è y − 7x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 7
2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3 + 12x +

15− y2 è y − 11x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 22
3. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî ÷èñëà x3 + 27x +

19− y2 è y − 20x äåëÿòñÿ íà 23. Êàêîé îñòàòîê ìîæåò äàâàéòü y ïðè äåëåíèè íà 23?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 14

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 91. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 66
2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 77. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 60
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 65. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 42

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−2) = −7, P (−1) = 4, P (1) = 2, P (2) = 25.

Íàéäèòå P (0).
Îòâåò: 1
2. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−1) = −14, P (0) = −4, P (2) = 10, P (3) = 38.

Íàéäèòå P (1).
Îòâåò: 0
3. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (x) òàêîâ, ÷òî P (−3) = −24, P (−2) = −17, P (0) = 3, P (1) = 4.

Íàéäèòå P (−1).
Îòâåò: -6

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êâàäðàò 4 × 4 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé è áå-

ëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2 × 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 168
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2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 5 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé
è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 216
3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 6 â ÷¼ðíûé, êðàñíûé, ñèíèé

è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 âñå êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà? (Ðàñêðàñêè,
îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì, ñèììåòðèåé èëè çàìåíîé îäíîãî öâåòà íà äðóãîé ñ÷èòàòü ðàçíûìè).

Îòâåò: 408

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
1. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 125 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 124
2. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 175 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 174
3. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 225 ãîðîäîâ è äâå àâèàêîìïàíèè. Àâèàëèíèÿìè êàæäîé àâèàêîìïàíèè

ìîæíî äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî äðóãîãî. Ñòîèìîñòü ïðÿìîãî ïåðåë¼òà ìåæäó
äâóìÿ ãîðîäàìè ñîñòàâëÿåò 2 òóãðèêà, åñëè îíè ñîåäèíåíû åäèíñòâåííîé ïðÿìîé àâèàëèíèåé
è 1 òóãðèê � åñëè äâóìÿ. Ñòîèìîñòü ìàðøðóòîâ ñ ïåðåñàäêàìè ñêëàäûâàåòñÿ èç îòäåëüíûõ
ó÷àñòêîâ.

Âàñÿ õî÷åò äîáðàòüñÿ èç ãîðîäà À â ãîðîä Â ïîòðàòèâ êàê ìîæíî ìåíüøå äåíåã. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ åìó, òåì íå ìåíåå, ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ?

Îòâåò: 224
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3.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

AL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå BM . AB = 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 25
2. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

BL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå CM . BC = 7. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 35
3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

CL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå AM . AC = 4. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 20

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà)
1. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è AB1 ∥ BC1 ∥ CD1 ∥. AB = 4, CD = 9. Íàéäèòå BC.
Îòâåò: 6
2. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è A1B ∥ B1C ∥ C1D ∥. AB = 16, CD = 9. Íàéäèòå BC.
Îòâåò: 12
3. Íà ïðÿìîé ℓ îòìå÷åíû òî÷êè A, B, C è D; íà ïðÿìîé ℓ1 îòìå÷åíû òî÷êè A1, B1, C1 è D1.

Ïðè ýòîì AA1 ∥ BB1 ∥ CC1 ∥ DD1 è A1B ∥ B1C ∥ C1D ∥. A1B1 = 9, C1D1 = 25. Íàéäèòå B1C1.
Îòâåò: 15

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è bx2 + ax+ c = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 0; 1
2. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 + bx+ c = 0 è cx2 + bx+ a = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: -1; 1
3. Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ ax2 − bx+ c = 0 è bx2 − ax+ c = 0 èìåþò îáùèé êîðåíü. ×åìó îí

ìîæåò áûòü ðàâåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç
òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 0; -1

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Ïàëî÷êó äëèíîé 1 ìåòð ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò

öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëü-
íèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 14
2. Ïàëî÷êó äëèíîé 60 ñàíòèìåòðîâ ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ

ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 8
3. Ïàëî÷êó äëèíîé 80 ñàíòèìåòðîâ ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ

ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 11
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. ÍÎÊ(a, b) â 6 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 6; 1,5
2. ÍÎÊ(a, b) â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 10; 2,5
3. ÍÎÊ(a, b) â 35 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 35; 7/5

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 50 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 30 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 20 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 22 ÷åëîâåêà ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 28 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 6
2. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 100 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 75 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 25 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 62 ÷åëîâåêà ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 38 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 11
3. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 70 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 45 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 25 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 38 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 37 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 887 è 642?

Îòâåò: 6930
2. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 947 è 523?

Îòâåò: 3150
3. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 676 è 125?

Îòâåò: 2772

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-

íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ðàâíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 10
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1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí ñåìèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-
íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ðàâíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 13
1. Íà äåêàðòîâîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàí øåñòèóãîëüíèê (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûé) ñ âåðøè-

íàìè â öåëûõ òî÷êàõ, ñðåäè ñòîðîí êîòîðîãî íåò ïàðàëëåëüíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü êâàäðàò åãî íàèáîëüøåé ñòîðîíû?

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 91. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 66
2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 77. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 60
3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî a+ b+HOK(a, b) = 65. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü HOK(a, b)?
Îòâåò: 42

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå

êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).
Îòâåò: 10
2. Êëåòêè äîñêè 7 × 7 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, óãëîâûå êëåòêè � áåëûå. Êàêîå

íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå êëåòêè ýòîé
äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).

Îòâåò: 8
3. Êëåòêè äîñêè 9 × 9 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå. Êà-

êîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå êëåòêè
øàõìàòíîé äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).

Îòâåò: 12
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3.5 Çàäàíèÿ äëÿ 7 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî 1. Êàæäóþ ìèíóòó âìåñòî ÷èñëà íà äîñêå çàïèñûâàþò

ñóììó öèôð â÷åòâåðî áîëüøåãî ÷èñëà. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ÷åðåç ÷àñ?
Îòâåò: 10
2. Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî 1. Êàæäóþ ìèíóòó âìåñòî ÷èñëà íà äîñêå çàïèñûâàþò

ñóììó öèôð âäâîå áîëüøåãî ÷èñëà. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ÷åðåç ÷àñ?
Îòâåò: 1
3. Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî 2. Êàæäóþ ìèíóòó âìåñòî ÷èñëà íà äîñêå çàïèñûâàþò

ñóììó öèôð âïÿòåðî áîëüøåãî ÷èñëà. Êàêîå ÷èñëî îêàæåòñÿ íà äîñêå ÷åðåç ÷àñ?
Îòâåò: 2

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Âàñÿ íàçíà÷èë Ïåòå âñòðå÷ó, íî Ïåòÿ ïåðåïóòàë ÷àñû è ìèíóòû ìåæäó ñîáîé è ïðèø¼ë

ïîçæå, íî â òå æå êàëåíäàðíûå ñóòêè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìèíóò Âàñÿ ìîã æäàòü
Ïåòþ, åñëè ñàì Âàñÿ ïðèø¼ë âîâðåìÿ?

Îòâåò: 1357
2. Âàñÿ íàçíà÷èë Ïåòå âñòðå÷ó, íî Ïåòÿ ïåðåïóòàë ÷àñû è ìèíóòû ìåæäó ñîáîé è ïðèø¼ë

ïîçæå, íî â òå æå êàëåíäàðíûå ñóòêè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìèíóò Âàñÿ ìîã æäàòü
Ïåòþ, åñëè ñàì Âàñÿ ïðèø¼ë âîâðåìÿ, à êîëè÷åñòâî è ÷àñîâ, è ìèíóò âî âðåìåíè, êîòîðîå îí
íàçíà÷èë, áûëî ÷¼òíûì?

Îòâåò: 1298
3. Âàñÿ íàçíà÷èë Ïåòå âñòðå÷ó, íî Ïåòÿ ïåðåïóòàë ÷àñû è ìèíóòû ìåæäó ñîáîé è ïðèø¼ë

ïîçæå, íî â òå æå êàëåíäàðíûå ñóòêè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ìèíóò Âàñÿ ìîã æäàòü
Ïåòþ, åñëè ñàì Âàñÿ ïðèø¼ë âîâðåìÿ, à êîëè÷åñòâî è ÷àñîâ, è ìèíóò âî âðåìåíè, êîòîðîå îí
íàçíà÷èë, áûëî íå÷¼òíûì?

Îòâåò: 1298

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 89 è 53?

Îòâåò: 84
2. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 79 è 34?

Îòâåò: 126
3. Âàñÿ óìååò ïðåâðàùàòü îäíî ÷èñëî â äðóãîå, íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàÿ íà 1 îäíó èç åãî

öèôð, íàïðèìåð 98 → 97 → 87 → 77 èëè 98 → 88 → 78 → 77. Ñêîëüêî òàêèõ öåïî÷åê îí ìîæåò
ñîñòàâèòü äëÿ ÷èñåë 87 è 52?

Îòâåò: 56

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Ïàëî÷êó äëèíîé 1 ìåòð ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò

öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü òðåóãîëü-
íèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 14
2. Ïàëî÷êó äëèíîé 60 ñàíòèìåòðîâ ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ

ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 8
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3. Ïàëî÷êó äëèíîé 80 ñàíòèìåòðîâ ñëîìàëè íà ÷åòûðå ÷àñòè, äëèíà êàæäîé èç êîòîðûõ
ñîñòàâëÿåò öåëîå ÷èñëî ñàíòèìåòðîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íè èç êàêèõ äâóõ ÷àñòåé íåëüçÿ ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê. Êàêóþ íàèáîëüøóþ äëèíó (â ñàíòèìåòðàõ) ìîæåò èìåòü íàèìåíüøàÿ èç ÷àñòåé?

Îòâåò: 11

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. ÍÎÊ(a, b) â 6 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 6; 1,5
2. ÍÎÊ(a, b) â 10 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 10; 2,5
3. ÍÎÊ(a, b) â 35 ðàç áîëüøå, ÷åì ÍÎÄ(a, b). Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøåå èç ÷èñåë a è b ïðåâîñ-

õîäèò ìåíüøåå? Ïðèâåäèòå âñå âîçìîæíûå îòâåòû ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Îòâåò: 35; 7/5

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Òðè ìàëü÷èêà (Âàñÿ, Êîëÿ è Ïåòÿ) ñîáèðàëè ãðèáû. Âàñÿ ñîáðàë áîëåå 60% ãðèáîâ îò

ñîáðàííîãî âñåìè òðåìÿ ìàëü÷èêàìè, Êîëÿ � áîëåå 20%, à Ïåòÿ � áîëåå 10%. Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî ãðèáîâ ìîã ñîáðàòü Âàñÿ?

Îòâåò: 5
2. Òðè ìàëü÷èêà (Âàñÿ, Êîëÿ è Ïåòÿ) ñîáèðàëè ãðèáû. Âàñÿ ñîáðàë áîëåå 65% ãðèáîâ îò

ñîáðàííîãî âñåìè òðåìÿ ìàëü÷èêàìè, Êîëÿ � áîëåå 15%, à Ïåòÿ � áîëåå 10%. Êàêîå íàèìåíüøåå
÷èñëî ãðèáîâ ìîã ñîáðàòü Âàñÿ?

Îòâåò: 4
3. Òðè ìàëü÷èêà (Âàñÿ, Êîëÿ è Ïåòÿ) ñîáèðàëè ãðèáû. Âàñÿ ñîáðàë áîëåå 40% ãðèáîâ îò

ñîáðàííîãî âñåìè òðåìÿ ìàëü÷èêàìè, Êîëÿ � áîëåå 25%, à Ïåòÿ � òîæå áîëåå 25%. Êàêîå
íàèìåíüøåå ÷èñëî ãðèáîâ ìîã ñîáðàòü Âàñÿ?

Îòâåò: 3

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Ñàìîë¼ò âûëåòåë èç ãîðîäà A â 6:00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè è ïðèëåòåë â ãîðîä B â 21:00

òîãî æå äíÿ ïî âðåìåíè ãîðîäà B. Ñïóñòÿ òðè ñ ïîëîâèíîé ÷àñà îí ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âûëåòåë
îáðàòíî è ïðèçåìëèëñÿ â ãîðîäå A â 23:30 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè. Ñêîëüêî ìîã äëèòüñÿ ïîë¼ò â
îäíó ñòîðîíó? Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè
óáûâàíèÿ ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé. (×àñîâûå ïîÿñà íà Çåìëå îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 26
÷àñîâ)

Îòâåò: 7; 19; 31
2. Ñàìîë¼ò âûëåòåë èç ãîðîäà A â 11:30 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè è ïðèëåòåë â ãîðîä B â 23:30

òîãî æå äíÿ ïî âðåìåíè ãîðîäà B. Ñïóñòÿ ïîëòîðà ÷àñà îí ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âûëåòåë îáðàòíî
è ïðèçåìëèëñÿ â ãîðîäå A â 23:00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè. Ñêîëüêî ìîã äëèòüñÿ ïîë¼ò â îäíó ñòî-
ðîíó? Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ
÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé. (×àñîâûå ïîÿñà íà Çåìëå îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 26 ÷àñîâ)

Îòâåò: 5; 17; 29
3. Ñàìîë¼ò âûëåòåë èç ãîðîäà A â 6:00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè è ïðèëåòåë â ãîðîä B â 23:00

òîãî æå äíÿ ïî âðåìåíè ãîðîäà B. Ñïóñòÿ äâà ÷àñà îí ñ òîé æå ñêîðîñòüþ âûëåòåë îáðàòíî è
ïðèçåìëèëñÿ â ãîðîäå A â 22:00 ïî ìåñòíîìó âðåìåíè. Ñêîëüêî ìîã äëèòüñÿ ïîë¼ò â îäíó ñòî-
ðîíó? Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ
÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé. (×àñîâûå ïîÿñà íà Çåìëå îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå, ÷åì íà 26 ÷àñîâ)

Îòâåò: 6; 18; 30

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
1. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

AL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå BM . AB = 5. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
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Îòâåò: 25
2. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

BL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå CM . BC = 7. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 35
3. Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (íå óêàçàíî, êàêèå ñòîðîíû ðàâíû) áèññåêòðèñà

CL ïåðïåíäèêóëÿðíàì ìåäèàíå AM . AC = 4. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè
ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 20

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 50 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 30 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 20 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 22 ÷åëîâåêà ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 28 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 6
2. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 100 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 75 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 25 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 62 ÷åëîâåêà ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 38 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 11
3. Íà äëèííîé ñêàìüå ñèäÿò ðûöàðè, âñåãäà ãîâîðÿùèå ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà

ëãóò, âñåãî 70 ÷åëîâåê. Êàæäîãî (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) èç íèõ ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî
íèõ ñèäèò Âàñÿ. 45 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Âàñÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 25 � ÷òî
ëåâåå. Çàòåì êàæäîãî èç íèõ (âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ) ñïðîñèëè, ãäå îòíîñèòåëüíî íèõ ñèäèò
Ïåòÿ. 38 ÷åëîâåê ñêàçàëè, ÷òî Ïåòÿ ñèäèò ïðàâåå, ÷åì îíè, à îñòàëüíûå 37 � ÷òî ëåâåå. Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ìîæåò ñèäåòü ìåæäó Âàñåé è Ïåòåé (íå âêëþ÷àÿ Âàñþ è Ïåòþ)?

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå

êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).
Îòâåò: 10
2. Êëåòêè äîñêè 7 × 7 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, óãëîâûå êëåòêè � áåëûå. Êàêîå

íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå êëåòêè ýòîé
äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).

Îòâåò: 8
3. Êëåòêè äîñêè 9 × 9 ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, óãëîâûå êëåòêè � ÷¼ðíûå. Êà-

êîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êðåñòîâ èç ïÿòè êëåòîê íóæíî, ÷òîáû ïîêðûòü âñå áåëûå êëåòêè
øàõìàòíîé äîñêè? (Ôèãóðêè ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ è âûõîäèòü çà ïðåäåëû äîñêè).

Îòâåò: 12
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