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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

11 êëàññ
Ðåøåíèÿ.
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå p3 − q3 = 11r, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: p = 13, q = 2, r = 199.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, p > q, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî q.

Ïóñòü r = 2. Òîãäà p3 − q3 = (p− q)(p2 + pq + q2) = 2 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì p = q+2 è 3q2 +6q+4 = 11. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: q = 2. Òîãäà p3 − 23 = (p − 2)(p2 + 2p + 4) = 11r. Î÷åâèäíî, p = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (p−2)(p2+2p+4) ýòî 11, à âòîðé r. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ p2+2p+4 = 11 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò p− 2 = 11, ò.å. p = 13. Îòñþäà ïîëó÷àåì r = 199.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + 4x sin y − 4 cos2 y.
Îòâåò: −4.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 4 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2 + 4x sin y + 4 sin2 y − 4 = (x+ 2 sin y)2 − 4. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −4.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = −2 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y+8 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −2 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x100 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå
100× 100 ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

4 .
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −10000
Ðåøåíèå: logxk

xi

4 = logxk
xi− logxk

4. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
4 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 1002.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 1002(1− 2) = −1002 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1000 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � ñîðîêîâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(1000)

f(1000)
< 240.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k − 1) . . . (k − n+ 1)akx

k−n,
à ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå òûñÿ÷è, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 1000nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî êîãäà n = 1 è k = 1000. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî
x ÷èñëî 1000, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (1000) > P (k)(1000).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(1000) = (P (x)ex)(40)(1000) =
= e1000

(
C0

40P (1000) + C1
40P

′(1000) + . . .+ C40
40P

(40)(1000)
)

6 e1000
(
C0

40P (1000) + C1
40P (1000) + . . .+ C40

40P
(1000)

)
6

6 e1000
(
C0

40 + C1
40 + . . .+ C40

40

)
P (1000) = 240e1000P (1000)240f(1000). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé

ñóììå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðî-
ãîå, ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(1000) < 240f(1000), îòêóäà äåëåíèåì íà f(1000) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåí-
ñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. CD � ìåíüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà AB. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà A ïåðåñåêàåò îòðåçîê CH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü CD = a, AD = BC = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, AB = 2b −
a. Òîãäà BH = AB−CD

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì CH =
√
BC2 −BH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, AH = AB − BH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ADH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà A ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê DH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå CDH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü BH.
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6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 10 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð
òåòðàýäðà ñîñòàâëÿåò 180. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 3000.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 10
2 · 180 = 3000, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 2f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 3.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 3 = 2f(x) + 3.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 2f

(
x+

1

x

)
= 2(f(x) + 3) = 2f(x) + 6.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 3.
Òîãäà 2f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 9, îòêóäà f(3) = 9. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 3 = 12. C äðóãîé

ñòîðîíû, 2f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 30, îòêóäà f(5) = 30 6= 12.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 180 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 359
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 179 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 179 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 59 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 179, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 179.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 179 = 59 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 179, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 59 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 359 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå p3 − q3 = 5r, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: p = 7, q = 2, r = 67.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, p > q, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî q.

Ïóñòü r = 2. Òîãäà p3 − q3 = (p− q)(p2 + pq + q2) = 5 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì p = q + 2 è 3q2 + 6q + 4 = 5. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: q = 2. Òîãäà p3 − 23 = (p − 2)(p2 + 2p + 4) = 5r. Î÷åâèäíî, p = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (p− 2)(p2+2p+4) ýòî 5, à âòîðé r. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ p2+2p+4 = 5 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò p− 2 = 5, ò.å. p = 7. Îòñþäà ïîëó÷àåì r = 67.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 − 6x sin y − 9 cos2 y.
Îòâåò: −9.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 9 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2 − 6x sin y + 9 sin2 y − 9 = (x− 3 sin y)2 − 9. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −9.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = 3 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà −6x cos y+18 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = 3 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x60 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå 60×60
ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

8 . Íàéäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −7200
Ðåøåíèå: logxk

xi

8 = logxk
xi− logxk

8. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
4 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 602.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 602(1− 3) = −602 · 2 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 100 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � äâàäöàòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(100)

f(100)
< 220.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k− 1) . . . (k−n+1)akx

k−n, à
ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå ñòà, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 100nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
êîãäà n = 1 è k = 100. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x ÷èñëî
100, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (100) > P (k)(100).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(100) = (P (x)ex)(20)(100) =
= e100

(
C0

20P (100) + C1
20P

′(100) + . . .+ C20
20P

(20)(100)
)

6 e100
(
C0

20P (100) + C1
20P (100) + . . .+ C20

20P
(100)

)
6

6 e100
(
C0

20 + C1
20 + . . .+ C20

20

)
P (100) = 220e100P (100) = 220f(100). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(100) < 220f(100), îòêóäà äåëåíèåì íà f(100) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà)
Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. BC � ìåíüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà,

îïóùåííîãî èç òî÷êè B íà AD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà D ïåðåñåêàåò îòðåçîê BH.
Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü BC = a, AB = CD = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, AD = 2b −

a. Òîãäà AH = AD−BC
2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì BH =

√
AB2 −AH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, DH = AB − AH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê CDH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà D ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê CH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå CBH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü BH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 3 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðà-
ýäðà ñîñòàâëÿåò 60. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 90.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 3
2 · 60 = 90, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 3f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 2.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 2 = 3f(x) + 2.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 3f

(
x+

1

x

)
= 3(f(x) + 2) = 3f(x) + 6.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 4.
Òîãäà 3f(3) = f(32) = f(9) = f(3+2 ·3) = f(3)+12, îòêóäà f(3) = 6. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3)+4 = 10. C äðóãîé

ñòîðîíû, 3f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 40, îòêóäà f(5) = 20 6= 10.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 120 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 339
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 119 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 119 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 39 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 119, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 119.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 119 = 39 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 119, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 39 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 339 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 11p = q3 − r3, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: q = 13, r = 2, p = 199.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, q > r, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî p.

Ïóñòü p = 2. Òîãäà q3 − r3 = (q − r)(q2 + qr + r2) = 2 · 11. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì q = r+2 è 3r2 +6r+4 = 11. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: r = 2. Òîãäà q3 − 23 = (q − 2)(q2 + 2q + 4) = 11p. Î÷åâèäíî, q = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (q−2)(q2+2q+4) ýòî 11, à âòîðé p. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ q2+2q+4 = 11 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò q − 2 = 11, ò.å. q = 13. Îòñþäà ïîëó÷àåì p = 199.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4x2 + 4x sin y − cos2 y.
Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå 4x2 + 4x sin y + sin2 y − 1 = (x + 2 sin y)2 − 1. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −1.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà 2x = − sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y− 2 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −2 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x200 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 2 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå
200× 200 ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

9 .
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −40000
Ðåøåíèå: logxk

xi

4 = logxk
xi− logxk

9. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
9 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 2002.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 3 è ðàâíû 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 2002(1− 2) = −2002 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 3.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 200 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � äåñÿòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(200)

f(200)
< 1024.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k − 1) . . . (k − n+ 1)akx

k−n,
à ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå äâóõñîò, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 200nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî êîãäà n = 1 è k = 200. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî
x ÷èñëî 200, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (200) > P (k)(200).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(200) = (P (x)ex)(10)(200) =
= e200

(
C0

10P (200) + C1
10P

′(200) + . . .+ C10
10P

(10)(200)
)

6 e200
(
C0

10P (200) + C1
10P (200) + . . .+ C10

10P
(200)

)
6

6 e200
(
C0

10 + C1
10 + . . .+ C10

10

)
P (200) = 210e200P (200)210f(200). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(200) < 210f(200), îòêóäà äåëåíèåì íà f(200) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. BC � áîëüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè D íà BC. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò îòðåçîê DH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü AD = a, AB = CD = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, BC = 2b −
a. Òîãäà CH = BC−AD

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì DH =
√
CD2 − CH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, BH = BC − CH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà B ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê AH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå ADH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü DH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 12 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð
òåòðàýäðà ñîñòàâëÿåò 300. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 7200.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 12
2 · 300 = 7200, ÷òî

è òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 2f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 5.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 5 = 2f(x) + 5.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 2f

(
x+

1

x

)
= 2(f(x) + 5) = 2f(x) + 10.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 5.
Òîãäà 2f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 15, îòêóäà f(3) = 15. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 5 = 20.

C äðóãîé ñòîðîíû, 2f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 50, îòêóäà f(5) = 50 6= 20.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 150 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

2 · 349
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 149 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 149 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 49 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 149, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 149.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 149 = 49 · 3 + 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî îäíà äâîéêà.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 149, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 49 òðîåê

è îäíîé äâîéêè, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 349 · 2, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå 5p = q3 − r3, ãäå p, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà.
Îòâåò: q = 7, r = 2, p = 67.
Ðåøåíèå: Åñëè âñå òðè èñêîìûõ ÷èñëà íå÷¼òíûå èëè íå÷¼òíîå ðîâíî îäíî èç íèõ, òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ðàçíîé

÷¼òíîñòè. Ñëó÷àé, êîãäà âñå òðè ÷èñëà ðàâíû äâóì, òàêæå íå ïîäõîäèò. Çíà÷èò, ñðåäè íàøèõ ÷èñåë ðîâíî îäíà äâîéêà.
Êðîìå òîãî, q > r, ïîýòîìó äâîéêà ýòî ëèáî r, ëèáî p.

Ïóñòü p = 2. Òîãäà q3 − r3 = (q − r)(q2 + qr + r2) = 2 · 5. Âòîðîé ìíîæèòåëü î÷åâèäíî áîëüøå ïåðâîãî è íè îäèí
èç íèõ íå ðàâåí 1, òàêèì îáðàçîì q = r + 2 è 3r2 + 6r + 4 = 5. Äàííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r íå èìååò
íàòóðàëüíûõ ðåøåèé.

Âòîðîé ñëó÷àé: r = 2. Òîãäà q3 − 23 = (q − 2)(q2 + 2q + 4) = 5p. Î÷åâèäíî, q = 3 íå ïîäõîäèò, òàê ÷òî îäèí èç
ìíîæèòåëåé â (q− 2)(q2 +2q+4) ýòî 5, à âòîðé p. Ó êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ q2 +2q+4 = 5 íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé,
çíà÷èò îñòà¼òñÿ âàðèàíò q − 2 = 5, ò.å. q = 7. Îòñþäà ïîëó÷àåì p = 67.

2. (2 áàëëà) Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ x2 + 8x sin y − 16 cos2 y.
Îòâåò: −16.
Ðåøåíèå: Äîáàâèì è âû÷òåì 16 sin2 y. Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå x2+8x sin y+16 sin2 y−16 = (x+4 sin y)2−16. Î÷åâèäíî,

ýòî âûðàæåíèå èìååò ìèíèìóì, ðàâíûé −4.
Èäåÿ ðåøåíèÿ 2: ×òîáû íàéòè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî x è ïî y è

íàéòè òî÷êó, ãäå îáå ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâîäíàÿ ïî x ðàâíà íóëþ, êîãäà x = −4 sin y.
Ïðîèçâîäíàÿ ïî y ðàâíà 4x cos y− 8 sin y cos y. Îíà ðàâíà íóëþ â äâóõ ñëó÷àÿõ: êîãäà x = −4 sin y è êîãäà cos y = 0.

Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ, â êàêèõ èç ýòèõ òî÷åê äåéñòâèòåëüíî ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïî÷åìó ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî â òåðìèíàõ ïðîèçâîäíûõ, ê ñîæàëåíèþ, âûõîäèò çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó äëÿ ó÷àùèõñÿ øêîë ýòî ðåøåíèå ìîæåò ñëóæèòü ñêîðåå âñåãî òîëüêî ïîäñêàçêîé ê îòâåòó è ê ðåøåíèþ,
èçëîæåííîìó âûøå.

3. (3 áàëëà) Ïóñòü x1, x2, . . . , x100 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1 (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå). Â òàáëèöå 80×80
ðàññòàâëåíû ÷èñëà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ïåðåñå÷åíèè i-îé ñòðîêè è k-ãî ñòîëáöà çàïèñàíî ÷èñëî logxk

xi

16 . Íàéäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå.

Îòâåò: −19200
Ðåøåíèå: logxk

xi

16 = logxk
xi−logxk

16. Ñëîæèì óìåíüøàåìîå ñ àíàëîãè÷íûì óìåíüøàåìûì â ñèììåòðè÷íîé ÿ÷åéêå:

logxk
xi+logxi

xk = logxk
xi+

1

logxk
xi

> 2, ïîñêîëüêó äàííûé ëîãàðèôì ïîëîæèòåëåí. Åñëè æå i = k, òî ýòîò ëîãàðèôì

ðàâåí åäèíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà óìåíüøàåìûõ âî âñåõ âûðàæåíèÿõ logxk

xi − logxk
16 íå ìåíüøå êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ò.å. 802.

Âû÷èòàåìûå æå ìàêñèìàëüíû ïðè ìèíèìàëüíîì xk = 2 è ðàâíû 4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå
ìåíüøå 802(1− 4) = −802 · 3 = −19200 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ êîãäà âñå xk = 2.

4. (3 áàëëà) Äàíà ôóíêöèÿ f(x) = P (x)ex, ãäå P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 100 ñ ïîëîæèòåëüíûìèè êîýôôèöèåí-

òàìè. Ïóñòü g(x) � òðèäöàòàÿ ïðîèçâîäíàÿ f(x). Äîêàæèòå, ÷òî
g(100)

f(100)
< 230.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðàññìîòðèì êàêîé-òî îäíî÷ëåí akx
k. Åãî n-aÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà k(k− 1) . . . (k−n+1)akx

k−n, à
ïîñêîëüêó è k, è n íå áîëüøå ñòà, ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ïðåâîñõîäèò 100nakx

k−n, ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
êîãäà n = 1 è k = 100. Çíà÷èò, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âåðíî è äëÿ ñóììû îäíî÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî x ÷èñëî
100, è ïîëó÷àåì, ÷òî P (100) > P (k)(100).

Ïî èíäóêöèè ëåãêî äîêàçàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà: (P (x)ex)(n) = ex(C0
nP (x)+C1

nP
′(x)+. . .+Cn

nP
(n)(x)).

Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûì â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g(100) = (P (x)ex)(30)(100) =
= e100

(
C0

30P (100) + C1
30P

′(100) + . . .+ C30
30P

(30)(100)
)

6 e100
(
C0

30P (100) + C1
30P (100) + . . .+ C30

30P
(100)

)
6

6 e100
(
C0

30 + C1
30 + . . .+ C30

30

)
P (100) = 230e100P (100)230f(100). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó â äàííîé ñóì-

ìå âñòðå÷àåòñÿ íå òîëüêî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, õîòÿ áû îäíî èç ñóììèðóåìûõ íàìè ðàâåíñòâ íà ñàìîì äåëå ñòðîãîå,
ïîýòîìó ìû ìîæåì çàìåíèòü çíàê 6 íà <.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî g(100) < 230f(100), îòêóäà äåëåíèåì íà f(100) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

5. (3 áàëëà) Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ ABCD. CD � áîëüøåå îñíîâàíèå, H � îñíîâàíèå ïåðïåí-
äèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè A íà CD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îòðåçîê AH.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü AB = a, AD = BC = b. Òîãäà, ïî ïðèçíàêó îïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, CD = 2b −
a. Òîãäà DH = CD−AB

2 = b − a. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì CH =
√
AD2 −DH2 =

√
b2 − (b− a)2 =√

a2 + 2ab > a.
Äàëåå, CH = CD − DH = b. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê DCH ðàâíîáåäðåííûé è áèññåêòðèñà óãëà C ÿâëÿåòñÿ â í¼ì

ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê AH. Íî òîãäà ýòî è ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð â òðåóãîëüíèêå ABH, à ñåðåäèííûé
ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàåò áîëüøóþ èç îñòàâøèõñÿ ñòîðîí, òî åñòü AH.

6. (3 áàëëà) Ñôåðà ðàäèóñà 5 âïèñàíà â êàðêàñ òåòðàýäðà (ò.å. êàñàåòñÿ âñåõ åãî ð¼áåð). Ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðà-
ýäðà ñîñòàâëÿåò 120. Äîêàæèòå, ÷òî îáú¼ì òåòðàýäðà íå ïðåâîñõîäèò 500.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàø òåòðàýäð ABCD, öåíòð ñôåðû, âïèñàííîé â êàðêàñ, çà O, à ñàìó ñôåðó çà S.
Îáú¼ì òåòðàýäðà ðàâåí ñóììå îáú¼ìîâ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ OABC, OABD, OACD è OBCD.

Ïåðåñå÷åíèå S è ïëîñêîñòè ABC ýòî âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC. Îáîçíà÷èì çà I å¼ öåíòð, òîãäà
OI � âûñîòà òåòðàýäðà OABC. Ïóñòü R � ðàäèóñ ñôåðû S, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,
òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî R2 = OI2 + r2.

VOABC = 1
3 ·OI · SABC = 1

3 ·OI · pABC · r, ãäå pABC � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì è ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì,
√
OI · r 6

√
OI2 + r2

2
, òî åñòü

OI · r 6
OI2 + r2

2
=

R2

2
. Òàêèì îáðàçîì, VOABC 6 1

6 ·R
2pABC .

Ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû ÷åòûð¼õ ìàëåíüêèõ òåòðàýäðîâ ìû ïîëó÷àåì VABCD 6 1
6 ·R

2 · (pABC + pABD + pACD + pBCD),
à ñóììà ïîëóïåðèìåòðîâ ãðàíåé ýòî â òî÷íîñòè ñóììà äëèí ð¼áåð òåòðàäðà. Çíà÷èò, VABCD 6 1

6 · 5
2 · 120 = 500, ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

7. (4 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè f(x), îïðåäåë¼ííîé äëÿ âñåõ x > 1, òàêîé, ÷òî f(x2) = 3f(x)
è f(x+ 1

x ) = f(x) + 5.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñ îäíîé ñòîðîíû, f

(
x2 +

1

x2

)
= f(x2) + 5 = 3f(x) + 5.

C äðóãîé ñòîðîíû, f

(
x2 + 2 +

1

x2

)
= f

((
x+

1

x

)2
)

= 3f

(
x+

1

x

)
= 3(f(x) + 5) = 3f(x) + 15.

Ñðàâíèâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà y, ïðåäñòàâèìîãî â âèäå x2 +
1

x2
ïðè x > 1, òî åñòü äëÿ

ëþáîãî y > 2, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(y + 2) = f(y) + 10.
Òîãäà 3f(3) = f(32) = f(9) = f(3 + 2 · 3) = f(3) + 30, îòêóäà f(3) = 15. Ñëåäîâàòåëüíî, f(5) = f(3) + 10 = 25.

C äðóãîé ñòîðîíû, 3f(5) = f(25) = f(5 + 2 · 10) = f(5) + 100, îòêóäà f(5) = 50 6= 25.
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò òàêîé ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî íå ñóùåñòâóåò.

8. (5 áàëëîâ) Ðîäîíà÷àëüíèê äâîðÿíñêîãî ðîäà ïîëó÷èë ó÷àñòîê çåìëè. Êàæäûé èç ìóæ÷èí â ðîäó óìèðàÿ äåëèë
äîñòàâøóþñÿ åìó çåìëþ ïîðîâíó ìåæäó ñâîèìè ñûíîâüÿìè. Åñëè æå ñûíîâåé ó íåãî íå áûëî, çåìëÿ ïåðåõîäèëà ê
ãîñóäàðñòâó. Áîëüøå íèêòî èç ÷ëåíîâ ðîäà íèêàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àë èëè íå ëèøàëñÿ ñâîåé çåìëè. Âñåãî â ðîäó
áûëî 200 ÷åëîâåê. Êàêóþ íàèìåíüøóþ äîëþ èñõîäíîãî ó÷àñòêà ìîã ïîëó÷èòü êòî-ëèáî èç ÷ëåíîâ ðîäà?

Îòâåò:
1

4 · 365
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì ÷åëîâåêà ñ ñàìîé íàèìåíüøåé äîëåé. Ïóñòü ó åãî îòöà áûëî a1 ñûíîâåé, ó äåäà � a2 è òàê

äàëåå äî îñíîâàòåëÿ ðîäà, ó êîòîðîãî áûëî an. Òîãäà äîëÿ ýòîãî ÷åëîâåêà ñîñòàâëÿåò
1

a1a2 . . . an
, ïðè÷¼ì íàì èçâåñòíî,

÷òî a1 + a2 + . . .+ an íå ïðåâîñõîäèò 199 (ïîñêîëüêó îñíîâàòåëü ðîäà â ýòó ñóììó òî÷íî íå âõîäèò).
Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì íàáîð ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 199 è ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæåì,

÷òî ëþáîé íàáîð, êðîìå íàáîðà, ñîñòîÿùåãî èç 39 òðîåê è îäíîé äâîéêè, íå îáëàäàåò ìàêñèìàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê åãî ìîæíî óâåëè÷èòü,

Âî-ïåðâûõ, åñëè ñóììà ÷èñåë â íàáîðå ìåíüøå 199, äîáàâèì òóäà åù¼ îäíî ÷èñëî, ÷òîáû ñäåëàòü å¼ ðàâíîé 199.
Ïðîèçâåäåíèå îò ýòîãî íå óìåíüøèòñÿ.

Âî-âòîðûõ, ïóñòü â íàøåì íàáîðå åñòü ÷èñëî a > 4. Çàìåíèì a íà ïàðó ÷èñåë b è c áîëüøèõ åäèíèöû, òàêèõ, ÷òî
b+ c = a. Äîêàæåì, ÷òî bc > b+ c. Äåéñòâèòåëüíî, bc− b− c = (b− 1)(c− 1)− 1, ÷òî íåîòðèöàòåëüíî ïðè b è c áîëüøèõ
åäèíèöû.

Â-òðåòüèõ, åñëè ñðåäè íàáîðà åñòü ÷èñëî 1, òî ìîæíî çàìåíèòü ëþáîå ÷èñëî a è 1 íà a + 1, îò÷åãî ïðîèçâåäåíèå
ýòèõ ÷èñåë óâåëè÷èòñÿ íà 1.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç äâîåê è òðîåê, íå óìåíüøàÿ ïðîèçâåäåíèÿ åãî ÷èñåë.
Äàëåå, ïóñòü êîëè÷åñòâî äâîåê õîòÿ áû òðè, òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 8. Åñëè æå ìû çàìåíèì òðè äâîéêè íà

äâå òðîéêè, ñóììà ÷èñåë íå èçìåíèòñÿ, à ïðîèçâåäåíèå ñòàíåò ðàâíî 9, òî åñòü îïÿòü-òàêè óâåëè÷èòñÿ. Òàêèì îáðàçîì
ìîæíî äîáèòñÿ òîãî, ÷òîáû êîëè÷åñòâî äâîåê ñòàëî íå áîëüøå äâóõ.

Ïîñêîëüêó 199 = 65 · 3 + 2 · 2, â èòîãîâîì íàáîðå áóäåò ðîâíî äâå äâîéêè.
Èòàê, ëþáîé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ ñóììîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé 199, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â íàáîð èç 65 òðîåê

è äâóõ äâîåê, è ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â íàáîðå íå óìåíüøèòñÿ. Çíà÷èò, ïîëó÷åííûé â èòîãå íàáîð îáëàäàåò
íàèáîëüøèì ïðîèçâåäåíèåì, ðàâíûì 365 · 4, ÷òî äà¼ò íàì íàèìåíüøóþ äîëþ íàñëåäñòâà îáðàòíóþ ê ýòîìó ÷èñëó.
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II. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 11 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Три высоты тетраэдра больше радиуса его вписанной сферы в три, четыре и шесть раз 
соответственно. Во сколько раз четвёртая высота больше радиуса вписанной сферы? 
 
Ответ: 4 
 
2. Три высоты тетраэдра больше радиуса его вписанной сферы в три, три и шесть раз 
соответственно. Во сколько раз четвёртая высота больше радиуса вписанной сферы? 
 
Ответ: 6 
 
3. Три высоты тетраэдра больше радиуса его вписанной сферы в три, четыре и четыре раза 
соответственно. Во сколько раз четвёртая высота больше радиуса вписанной сферы? 
 
Ответ: 6 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Калькулятор АЧ-2016 может выполнять две операции: извлечение квадратного корня и 
взятие тангенса. Изначально в калькулятор было введено число 3-1024. За какое наименьшее 
число операций из него можно получить число, большее 1? 
 
Ответ: 14 
 
2. Калькулятор АЧ-2016 может выполнять две операции: извлечение квадратного корня и 
взятие арксинуса. Изначально в калькулятор было введено число 2-512. За какое наименьшее 
число операций из него можно получить число, большее 1? 
 
Ответ: 13 
 
3. Калькулятор АЧ-2016 может выполнять две операции: извлечение кубического корня и 
взятие тангенса. Изначально в калькулятор было введено число 2-243. За какое наименьшее 
число операций из него можно получить число, большее 1? 
 
Ответ: 7 
 
Примеры записи ответов: 
10 
 
Задача 3. (2 балла) 
 

1. При каком наибольшем a множество значений функции √a(√3 sin πx+cos πx )  целиком 
содержится в области её определения? 
 
Ответ: 25/72 
 

2.  При каком наибольшем a множество значений функции √a(sin πx+√3 cosπx )  целиком 
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содержится в области её определения? 
 
Ответ: 2/9 
 

3. При каком наибольшем a множество значений функции √√2a (sin πx+cos πx )  целиком 
содержится в области её определения? 
 
Ответ: 9/32 || 0,28125  
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Кубический многочлен p(x) со старшим коэффициентом 1 таков, что p'(0) = p(-1), p'(1) = 
p(0), p'(2) = p(1). Найдите свободный член в многочлене p(x). 
 
 Ответ: 20 
 
2. Кубический многочлен p(x) со старшим коэффициентом 1 таков, что p'(-2) = p(-1), p'(-1) = 
p(0), p'(0) = p(1). Найдите свободный член в многочлене p(x). 
 
 Ответ: -4 
 
3. Кубический многочлен p(x) со старшим коэффициентом 1 таков, что  p'(1) = p(0), p'(2) = 
p(1), p'(3) = p(2),. Найдите коэффициент при x в многочлене p(x). 
 
 Ответ: 8 
 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. В стране есть 11 городов, некоторые из которых соединены почтовыми рейсами. Чтобы 
письмо дошло из одного города в другой, на него нужно наклеить столько марок, сколько 
рейсов для это требуется (используется маршрут, требующий наименьшего количества 
рейсов). Известно, что даже если два города не соединены рейсом, послать письмо из одного 
в другой всегда возможно. 
Под Новый Год мэры всех городов послали друг другу поздравительные письма. Какое 
наибольшее количество марок могло им всем потребоваться? 
 
Ответ: 440 
 
2. В стране есть 10 городов, некоторые из которых соединены почтовыми рейсами. Чтобы 
письмо дошло из одного города в другой, на него нужно наклеить столько марок, сколько 
рейсов для это требуется (используется маршрут, требующий наименьшего количества 
рейсов). Известно, что даже если два города не соединены рейсом, послать письмо из одного 
в другой всегда возможно. 
Под Новый Год мэры всех городов послали друг другу поздравительные письма. Какое 
наибольшее количество марок могло им всем потребоваться? 
 
Ответ: 330 
 
3. В стране есть 9  городов, некоторые из которых соединены почтовыми рейсами. Чтобы 
письмо дошло из одного города в другой, на него нужно наклеить столько марок, сколько 
рейсов для это требуется (используется маршрут, требующий наименьшего количества 
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рейсов). Известно, что даже если два города не соединены рейсом, послать письмо из одного 
в другой всегда возможно. 
Под Новый Год мэры всех городов послали друг другу поздравительные письма. Какое 
наибольшее количество марок могло им всем потребоваться? 
 
Ответ: 240 
 
Примеры записи ответов: 
1000 
 
 
Задача 6. (3 балла) 
 

1. Коля взял дробно-линейную функцию 

ax+b
cx+d , где a, b, c, d — различные по абсолютной 

величине числа, и сложил её со всеми оставшимися 23 функциями, которые получаются из 
неё перестановкой чисел a, b, c, d. Найдите корень суммы всех этих фунций, не зависящий от 
чисел a, b, c, d. 
 
Ответ: -1 
 

2. Аня взяла дробно-линейную функцию 

ax−b
cx−d , где a, b, c, d — различные по абсолютной 

величине числа, и сложила её со всеми оставшимися 23 функциями, которые получаются из 
неё перестановкой чисел a, b, c, d. Найдите корень суммы всех этих фунций, не зависящий от 
чисел a, b, c, d. 
 
Ответ: 1 
 

3. Дима взял дробно-линейную функцию 

ax+2b
cx+2 d , где a, b, c, d — положительные числа, и 

сложил её со всеми оставшимися 23 функциями, которые получаются из неё перестановкой 
чисел a, b, c, d. Найдите корень суммы всех этих фунций, не зависящий от чисел a, b, c, d. 
 
Ответ: -1 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4 
-1,4 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Две окружности с центрами в точках O1 и O2 и радиусами 15 и 12 соответственно 
пересекаются в точках A и B. Точка X лежит на луче AB и такова, что O1X = 41, AX = 52. 
Найдите расстояние между центрами окружностей. 
 
Ответ: 9 
 
2. Две окружности с центрами в точках O1 и O2 и радиусами 10 и 6 соответственно 
пересекаются в точках A и B. Точка X лежит на луче BA и такова, что O1X = 17, AX = 9. 
Найдите расстояние между центрами окружностей. 
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Ответ: 8 
 
3. Две окружности с центрами в точках O1 и O2 и радиусами 5 и 13 соответственно 
пересекаются в точках A и B. Точка X лежит на луче AB и такова, что O2X = 37, XB = 30. 
Найдите расстояние между центрами окружностей. 
 
Ответ: 12 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. Функия f(x) такова, что f(2x)=6 — f(x)/2. Найдите площадь подграфика функции 
 f(1 — x + 2|x|) на участке от -1 до 3. 
 
Ответ: 16 
 
2. Функия f(x) такова, что f(3x)=8 — f(x)/3. Найдите площадь подграфика функции 
 f(1 — 3,5x + 4,5|x|) на участке от -1 до 8. 
 
Ответ: 54 
 
3. Функия f(x) такова, что f(4x)=7,5 — f(x)/4. Найдите площадь подграфика функции 
 f(1 — 7x + 8|x|) на участке от -1 до 15. 
 
Ответ: 96 
 
Задача 9. (4 балла) 
 

1. Найдите последнюю цифру целой части числа (√15+√13)2012

. 
Ответ: 7 
 

2. Найдите последнюю цифру целой части числа (√22+√20)2002

. 
Ответ: 3 
 

3. Найдите последнюю цифру целой части числа (√37+√35)2016

. 
Ответ: 1 
 
Примеры записи ответов: 
0 
 
Задача 10. (4 балла) 
  
1. Правильный додекаэдр (12-гранник с 20 вершинами) вписан в сферу радиуса 1. Из одной 
из вершин додекаэдра провели векторы ко всем остальным и посчитали скалярные 
произведения для каждой пары различных векторов, всего 171 штука. Чему равна сумма этих 
скалярных произведений? 
 
Ответ: 180 
 
2. Правильный икосаэдр (20-гранник с 12 вершинами) вписан в сферу радиуса 1. Из одной из 
вершин икосаэдра провели векторы ко всем остальным и посчитали скалярные произведения 
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для каждой пары различных векторов, всего 55  штук. Чему равна сумма этих скалярных 
произведений? 
 
Ответ: 60 
 
3. Куб описан вокруг сферы радиуса 1. Из одного из центров граней куба проведены векторы 
ко всем остальным центрам граней и вершинам. У получившихся векторов посчитали 
скалярные произведения для каждой пары различных векторов, всего 78  штук. 
Чему равна сумма этих скалярных произведений? 
 
Ответ:  76 
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III. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 11 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Функция f(x) такова, что f(x + 1) + f(x-1) =2,5 f(x).  Известно, что f(0) = 2, а f(3) = -15,5. 
Найдите f(2). 
 
Ответ: -7. 
 
2. Функция f(x) такова, что f(x + 1) + f(x-1) =4,25 f(x).  Известно, что f(1) = -15, а f(4) = 63,75. 
Найдите f(3). 
 

Ответ: 15 
 
3. Функция f(x) такова, что f(x + 1) + f(x-1) =5,2 f(x).  Известно, что f(0) = -98, а f(3) = 249,2. 
Найдите f(1). 
 
Ответ: -10 
 
Примеры записи ответов: 
17 
-1,7 
1/7 
 
Задача 2. (2 балла) 
 

1. Сколько целочисленных решений имеет уравнение x( yz)=216

 при yz не равном 1? 
 
Ответ:  22 
 

2. Сколько целочисленных решений имеет уравнение x( yz)=281

 при yz не равном 1? 
 
Ответ: 11 
 

3.  Сколько целочисленных решений имеет уравнение x( yz)=212

 при yz не равном 1? 
 
Ответ:  13 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Графики квадратного трёхчлена с положительным старшим коэффициентом 5 и его 
производной пересекаются в вершине параболы с абсциссой x0 и ещё одной точке с 
абсциссой x1. Найдите суммарную площадь обеих ограниченных областей, получающей при 
разрезании плоскости по графикам трёхчлена, его производной и прямой, симметричной 
прямой x=x1 относительно прямой x=x0 (см. рисунок). 
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Ответ: 40 
 
2. Графики квадратного трёхчлена с положительным старшим коэффициентом 10 и его 
производной пересекаются в вершине параболы с абсциссой x0 и ещё одной точке с 
абсциссой x1. Найдите суммарную площадь обеих ограниченных областей, получающей при 
разрезании плоскости по графикам трёхчлена, его производной и прямой, симметричной 
прямой x=x1 относительно прямой x=x0 (см. рисунок). 

 
 
Ответ: 80 
 
1. Графики квадратного трёхчлена с положительным старшим коэффициентом 2 и его 
производной пересекаются в вершине параболы с абсциссой x0 и ещё одной точке с 
абсциссой x1. Найдите суммарную площадь обеих ограниченных областей, получающей при 
разрезании плоскости по графикам трёхчлена, его производной и прямой, симметричной 
прямой x=x1 относительно прямой x=x0 (см. рисунок). 
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Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
17 
-1,7 
1/7 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Ночью пошел снег и равномерно покрыл круглую площадку радиусом полтора метра 
слоем высотой полметра. Какой максимальной высоты (в метрах) дети могут слепить 
снеговика, если считать, что снеговик — это два шара, один поставлен на другой. 
Изменением плотности снега при скатывании снеговика пренебречь. 
 
Ответ: 3. 
 
2. Ночью пошел снег и равномерно покрыл круглую площадку радиусом два метра слоем 
высотой 1,8 сантиметра. Какой максимальной высоты (в сантиметрах) дети могут слепить 
снеговика, если считать, что снеговик — это два шара, один поставлен на другой. 
Изменением плотности снега при скатывании снеговика пренебречь. 
 
Ответ: 120 
 
3. Ночью пошел снег и равномерно покрыл круглую площадку радиусом пять метров слоем 
высотой 36 сантиметров. Какой максимальной высоты (в метрах) дети могут слепить 
снеговика, если считать, что снеговик — это два шара, один поставлен на другой. 
Изменением плотности снега при скатывании снеговика пренебречь. 
 
Ответ: 6 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1,7 
1/7 
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Задача 5. (3 балла) 
 
1. На какое наименьшее количество прямоугольных трапеций можно разбить правильный 
треугольник? 
 
Ответ: 6 
 
2. На какое наименьшее количество прямоугольных трапеций можно разбить прямоугольный 
равнобедренный треугольник? 
 
Ответ: 4 
 
3. На какое наименьшее количество равнобедренных трапеций можно разбить 
прямоугольник, составленный из двух квадратов? 
 
Ответ: 8 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Найдите значение выражения 
cos0,000001o+cos0,000003o+cos0,000005o+…+cos29,999999o

sin 0,000001o+sin 0,000003o+sin 0,000005o+…+sin 29,999999o
. 

Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
 
Ответ: 2+?3 || ?3+2 
 
 
2. Найдите значение выражения 
cos0,000001o+cos 0,000003o+cos 0,000005o+…+cos 44,999999o

sin 0,000001o+sin 0,000003o+sin 0,000005o+…+sin 44,999999o
. 

Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
 
Ответ: 1+?2 || ?2+1 
 
 
3. Найдите значение выражения 
sin30,000001o+sin 30,000003o+sin 30,000005o+…+sin 59,999999o

sin 0,000001o+sin 0,000003o+sin 0,000005o+…+sin 29,999999o
. 

Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
 
Ответ: 1+?3 || ?3+1 
 
 
Примеры записи ответов: 
17 
-1,7 
1/7 
1+?7 
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Задача 7. (3 балла) 
 
1. Даны две геометрические прогрессии, одна из десяти членов, другая из девяти. Оказалось, 
что все эти 19 чисел различны и являются членами некоторой положительной 
арифметической прогрессии. Какое наименьшее количество членов может быть в этой 
арифметической прогрессии? 
 
Ответ: 768 
 
2. Даны две геометрические прогрессии, одна из десяти членов, другая из одиннадцати, всего 
21 различное число. Оказалось, что все эти числа являются членами некоторой 
положительной арифметической прогрессии. Какое наименьшее количество членов может 
быть в этой арифметической прогрессии? 
 
Ответ: 1536 
 
3. Даны две геометрические прогрессии, одна из восьми членов, другая из девяти. Оказалось, 
что все эти 17 чисел различны и являются членами некоторой положительной 
арифметической прогрессии. Какое наименьшее количество членов может быть в этой 
арифметической прогрессии? 
 
Ответ: 384 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. Дан параллелограмм ABCD с углом A=30o. Описанные окружности треугольников ABD и 
CBD пересекают диагональ AC в двух точках, которые делят её на три равные части. Найдите 
отношение большей стороны параллелограмма к меньшей. 
 
Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
 
Ответ:  ?3+?2 || ?2+?3 
 
 

2. Дан параллелограмм ABCD с углом 
arccos√3

3 . Описанные окружности треугольников 
ABD и CBD пересекают диагональ AC в двух точках, которые делят её на три равные части. 
Найдите отношение большей стороны параллелограмма к меньшей. 
 
Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
 
Ответ:  ?3 
 
3. Дан параллелограмм ABCD с углом A=45o. Описанные окружности треугольников ABD и 
CBD пересекают диагональ AC в двух точках, которые делят её на три равные части. Найдите 
отношение большей стороны параллелограмма к меньшей. 
 
Ответ не округляйте. Для записи квадратного корня используйте знак «?». 
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Ответ:  1+?2 || ?2+1 
Примеры записи ответов: 
17 
-1,7 
1/7 
1+?7 
 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Найдите общую длину всех промежутков положительных решений неравенства 3[x]{x} < 
6. Квадратные скобки обозначают целую часть, фигурные — дробную. 
 
Ответ: 3 
 
2. Найдите общую длину всех промежутков положительных решений неравенства 4[x]{x} < 
6. Квадратные скобки обозначают целую часть, фигурные — дробную. 
 
Ответ: 2,5 || 5/2 
 
3. Найдите общую длину всех промежутков положительных решений неравенства 5[x]{x} < 
15. Квадратные скобки обозначают целую часть, фигурные — дробную. 
 
Ответ: 2,75 || 11/4 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1,7 
1/7 
 
 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. По кругу были написаны 65 (не обязательно целых) чисел от 10 до 100 включительно. От 
каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, после 
чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может принимать 
сумма этих логарифмов? 
 
Ответ:  81 
 
2. По кругу были написаны 55 (не обязательно целых) чисел от 10 до 1000 включительно. От 
каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, после 
чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может принимать 
сумма этих логарифмов? 
 
Ответ:  91 
 
3. По кругу были написаны 129 (не обязательно целых) чисел от 5 до 25 включительно. От 
каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, после 

23



чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может принимать 
сумма этих логарифмов? 
 
Ответ:  161 
 
Примеры записи ответов: 
17 
-1,7 
1/7 
 
  

24



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV. Задания заключительного этапа олимпиады для 10 класса  
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Îòêðûòaÿ îëèìïèaäa øêîëüíèêîâ ïî ìaòåìaòèêå
12 ìaðòa 2017 ã.

10 êëaññ
Ðåøåíèÿ
1 âaðèaíò

1. (2 áaëëa) ×òî áîëüøå:
1

50
+

1

51
+ . . .+

1

150
èëè

2

150
+

2

151
+ . . .

2

250
?

Îòâåò: Ïåðâàÿ ñóììa áîëüøå.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì âòîðóþ ñóììó êaê
1

75
+

1

75, 5
+. . .

1

125
. Ó íå¼ îäèíaêîâîå êîëè÷åñòâî ñëaãaåìûõ ñ ïåðâîé

ñóììîé, ïðè÷¼ì ñðåäíåå ñëaãaåìîå
1

100
îáùåå.

Ñðaâíèì ïaðû ñëaãaåìûõ
1

100− k
+

1

100 + k
=

1

1002 − k2
è

1

100− k
2

+
1

100 + k
2

=
1

1002 − k2

4

. Ïåðâaÿ ïaða

ñëaãaåìûõ î÷åâèäíî áîëüøå, çía÷èò, ïåðâaÿ ñóììa áîëüøå.

2. (2 áaëëa) Ía äîñêå çaïèñaëè äðîáü
ax+ b

cx+ d
, a òaêæå âñå îñòaëüíûå äðîáè, ïîëó÷aþùèåñÿ èç íå¼ ïåðåñòa-

íîâêîé ÷èñåë a, b, c, d, êðîìå èìåþùèõ òîæäåñòâåííî íóëåâîé çíaìåíaòåëü. Ìîãëî ëè òaê ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñðåäè
âûïèñaííûõ äðîáåé ðîâíî 7 ðaçëè÷íûõ?

Îòâåò: Äa.
Ðåøåíèå: Íaïðèìåð, âîçüì¼ì ÷èñëa 2, 1, 0, 0. Âñåãî 4 ÷èñëa, èç êîòîðûõ äâa îäèíaêîâûõ, ìîæíî ðaññòaâèòü

12 ñïîñîáaìè. Äâa èç íèõ èìåþò íóëåâîé çíaìåíaòåëü, ò.å. íå ðaññìaòðèâaþòñÿ. Îñòaëîñü 10.

Äâa âaðèaíòa íaøåé äðîáè íóëåâûå. Åù¼ åñòü äðîáè
2x

1
,
2

x
,
2x

x
=

2

1
è åù¼ ñòîëüêî æå îáðaòíûõ ê íèì.

3. (2 áaëëa) Îäèí äâîå÷íèê íaïèñaë ñëåäóþùèå íåâåðíûå ôîðìóëû ñèíóña è êîñèíóña ñóììû: sin(α+ β) =
sinα+sinβ è cos(α+ β) = cosα+cosβ. Â ñâîå îïðaâäaíèå îí ñêaçaë, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ α è β åãî ôîðìóëû âñ¼
æå âåðíû. Íaéäèòå âñå òaêèå ïaðû (α, β).

Îòâåò: α = ±π
3
+ 2πm,m ∈ Z è β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

Ðåøåíèå: {
sin(α+ β) = sinα+ sinβ
cos(α+ β) = cosα+ cosβ

Èç ïåðâîãî ðaâåíñòâa ñëåäóåò, ÷òî 2 sin
(
α+β
2

)
cos
(
α+β
2

)
= 2 sin

(
α+β
2

)
cos
(
α−β
2

)
Îòñþäa  sin

(
α+β
2

)
= 0

cos
(
α+β
2

)
= cos

(
α−β
2

) ⇔

[
α+ β = 2πk, k ∈ Z
α+ β

2
= ±α− β

2
+ 2πn, n ∈ Z

Â ïåðâîì ñëó÷aå cosα = cosβ. Òaêèì îáðaçîì, ôîðìóëa �êîñèíóña ñóììû� ïðåâðaùaåòñÿ â 1 = 2 cosα, îòêóäa

α = ±π
3
+ 2πm,m ∈ Z è, ñîîòâåòñòâåííî, β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

Âî âòîðîì ñëó÷aå ìû ïîëó÷aåì ëèáî β = 2πn, n ∈ Z èëè α = 2πn, n ∈ Z. Òîãäa âòîðîå ðaâåíñòâî ïðåâðaùaåòñÿ
â cosα = 1 + cosα èëè aíaëîãè÷íîå ðaâåíñòâî äëÿ β, ÷òî íåâîçìîæíî. Çía÷èò, îñòa¼òñÿ òîëüêî ïåðâûé ñëó÷aé.

4. (3 áaëëa) Ía ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêa ABC êaê ía äèaìåòðå ïîñòðîåía îêðóæíîñòü ðaäèóña 10 ñì. Ýòa
îêðóæíîñòü ïåðåñåêaåò ñòîðîíû AB è BC â òî÷êaõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Íaéäèòå AX ·AB + CY ·BC.

Îòâåò: 400
Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êa M � ñåðåäèía ñòîðîíû AC, îía æå öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäa AB ·BX = BC ·BY =

(BM + 10)(BM − 10). Òîãäa BX =
BM2 − 100

AB
=

2AB2 + 2BC2 − 400− 400

4AB
. Ñîîòâåòñòâåííî,

AX = AB − 2AB2 + 2BC2 − 800

4AB
=

2AB2 − 2BC2 + 800

4AB
.

aíaëîãè÷íî CY =
2BC2 − 2AB2 + 800

4BC
. Òîãäa AX ·AB + CY ·BC =

1600

4
= 400.

5. (3 áaëëa) Âïèñaííaÿ îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêa ABCD êañaåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êaõ
E, F , G è H ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå EH è GH ïåðåñåêaþò ïðÿìóþ BC â òî÷êaõ K è L ñîîòâåòñòâåííî.
Îêaçaëîñü, ÷òî BK = BF . Äîêaæèòå, ÷òî CL = CF .

Äîêaçaòåëüñòâî: BK = BF = BE, ñëåäîâaòåëüíî òðåóãîëüíèê KFE ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì
∠KEF . Íî ∠KEF = ∠HEF . Çía÷èò, ∠HEF ïðÿìîé, íî ∠HEF + ∠HGF = 180◦, ñëåäîâaòåëüíî, ∠HGF òîæå
ïðÿìîé, è ñìåæíûé ê íåìó ∠LGF òîæå.

Ðaññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå C è ðaäèóñîì CF = CG. Îía âòîðè÷íî ïåðåñåêaåò ïðÿìóþ BC
â òî÷êå L′ è CL′ = CF = CG. Íî, ïîñêîëüêó ∠L′GF òaêæå ïðÿìîé, L è L′ ýòî îäía è òa æå òî÷êa, òîãäa
CL = CF , ÷òî è òðåáîâaëîñü.

6. (3 áaëëa) Ïîñëåäîâaòåëüíîñòü çaäaía ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: x1 = 5, xn+1 = xn+sinxn. Äîêaæèòå,
÷òî xn > π
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Äîêaçaòåëüñòâî: Äîêaæåì ïî èíäóêöèè íåðaâåíñòâî π < xn < 2π. Áaça n = 1, π < 5 < 2π.
Ïåðåõîä îò n ê n + 1. Ïóñòü π < xn < 2π, òîãäa sinxn < 0, è ñëåäîâaòåëüíî, xn+1 < xn < 2π. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, sinxn = − sin (xn − π) > −(xn − π), òaê êaê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðaâåíñòâî
sinα < α. Çía÷èò, xn+1 = xn + sinxn > xn − (xn − π) = π, ÷òî è òðåáîâaëîñü äîêaçaòü.

Çaìå÷aíèå: ía ñaìîì äåëå ìîæíî òaêæå äîêaçaòü, ÷òî ÷èñëî π ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâaòåëüíîñòè xn.

7. (4 áaëëa) Ñòaðøèé êîýôôèöèåíò êâaäðaòíîãî òð¼õ÷ëåía f(x) ðaâåí 1. Âñå òðè êîýôôèöèåíòa â íåêîòî-
ðîì ïîðÿäêå îáðaçóþò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ èç òð¼õ ýëåìåíòîâ ñ ðaçíîñòüþ q. Íaéäèòå âñå âîçìîæíûå
çía÷åíèÿ q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðaöèîíaëüíîå ÷èñëî è ðaçíîñòü êîðíåé f(x) ðaâía q.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.
Ðåøåíèå: Êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåía èìåþò ñëåäóþùèé âèä: a, aq, aq2 â íåêîòîðîì ïîðÿäêå. Êîðíè ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê b è b+ q.
Ïåðâûé ñëó÷aé: a = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: q è q2.
Ïîäñëó÷àé 1.1: 2b + q = −q ⇒ b = q. Äàëåå, b(b + q) = q2 ⇒ q · 2q = q2 îòêóäà q = 0, ÷òî íåâîçìîæíî èç

îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Ïîäñëó÷àé 1.2: 2b+ q = −q2 ⇒ b =
−q2 − q

2
. Äàëåå, b(b+ q) = q ⇒ q2(q+1)(q−1) = 4q îòêóäà ñíîâà q = 0, ÷òî

íåâîçìîæíî èç îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Äðóãèå ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò
áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1

5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.
Âòîðîé ñëó÷aé: aq = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1

q è q.

Ïîäñëó÷àé 2.1: 2b + q = − 1
q ⇒ b = 1

2 (−
1
q − q) = − 1+q2

2q . Äàëåå, b(b + q) = q ⇒ (1 + q2)(1 − q2) = 4q3.
Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷àé 2.2: 2b+ q = −q ⇒ b = −q. Äàëåå, b(b+ q) = 1
q ⇒ 0 = 1

q � íåò ðåøåíèé

Òðåòèé ñëó÷aé: aq2 = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1
q ,

1
q2

Ïîäñëó÷àé 3.1: 2b+ q = − 1
q ⇒ b = 1

2 (−q−
1
q ) = −

1+q2

2q . Äàëåå, b(b+ q) = 1
q2 ⇒ (1+ q2)(1− q2) = 4⇒ 5− q4 = 0.

Ðaöèîíaëüíûõ êîðíåé íåò.

Ïîäñëó÷àé 3.2: 2b + q = − 1
q2 ⇒ b = 1

2 (−q −
1
q2 ) = − 1+q3

2q2 . Äàëåå, b(b + q) = 1
q ⇒ (1 + q3)(1 − q3) = 4 ∗ q3

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1.
Òàêèì îáðàçîì âñå ñëó÷àè ðàçîáðàíû, ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé íåò.

8. (5 áaëëîâ) Òaáëèöa 10×10 çaïîëíåía íóëÿìè. Ça îäíó îïåðaöèþ â òaáëèöå íaõîäèòñÿ ìèíèìaëüíîå ÷èñëî
(åñëè òaêèõ íåñêîëüêî � âûáèðaåòñÿ ëþáîå) è ê íåìó, a òaêæå êî âñåì ÷èñëaì, ñòîÿùèì â ñîñåäíèõ ñ íèì ïî
ñòîðîíå èëè óãëó êëåòêaõ, äîáaâëÿåòñÿ åäèíèöa. Êaêîå íaèáîëüøåå ÷èñëî ìîæåò îêaçaòüñÿ â îäíîé èç êëåòîê
òaáëèöû ÷åðåç 80 îïåðaöèé?

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå: Íàçîâ¼ì n-îé ôàçîé íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ îïåðàöèé, êîòîðûé ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëàì, ðàâíûì

n. Åñëè òàêèõ îïåðàöèé íå áûëî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàÿ ôàçà ñîñòîèò èç íóëÿ îïåðàöèé. Íà÷èíàåòñÿ âñ¼ ñ
íóëåâîé ôàçû.

Â òå÷åíèè îäíîé ôàçû íèêàêîå ÷èñëî íå ìîæåò óâåëè÷èòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû
óâåëè÷èëè ñàìî ÷èñëî, òî íè ê íåìó, íè ê åãî ñîñåäÿì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íàøà îïåðàöèÿ â òå÷åíèå ýòîé
ôàçû íè äî, íå ïîñëå, ïîñêîëüêó ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà îäèí â íåêîòîðîé ôàçå, íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìèíèìàëüíûì
â òå÷åíèè òîé æå ñàìîé ôàçû. Ñðåäè ñîñåäåé ÷èñëà ìîæíî âûáðàòü íå áîëüøå 4 íå ñîñåäíèõ ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò,
äåéñòâèòåëüíî ìû ìîæåì óâåëè÷èòü ÷èñëî íå áîëüøå, ÷åì íà 4 çà îäíó ôàçó.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå, ÷åòâ¼ðòûå, ñåäüìûå è äåñÿòûå êëåòêè â ïåðâîé, ÷åòâ¼ðòîé, ñåäüìîé è äåñÿòîé ñòðîêàõ
òàáëèöû, âñåãî 16 øòóê. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêàÿ îïåðàöèÿ íå çàòðàãèâàåò äâå èç íèõ. Çíà÷èò, ÷òîáû ñìåíèëîñü
n ôàç, íàäî ñîâåðøèòü õîòÿ áû 16n îïåðàöèé. (Âàæíî! Ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà ôàçà äëèòñÿ õîòÿ
áû 16 îïåðàöèé, òàê êàê íåêîòîðûå èç íàøèõ ÷èñåë ìîãëè áûòü óâåëè÷åíû íà ïðåäûäóùèõ ôàçàõ)

Çíà÷èò, ó íàñ ïðîøëî íå áîëåå 5 ôàç è â êàæäîé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî óâåëè÷èòñÿ áîëåå, ÷åì íà 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, çà 80 îïåðàöèé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî ñòàòü áîëüøå, ÷åì 20.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âòîðûå, ÷åòâ¼ðòûå, ñåäüìûå è äåñÿòûå êëåòêè âî âòî-
ðîé, ÷åòâ¼ðòîé, ñåäüìîé è äåñÿòîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 16 øòóê. Áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèè òîëüêî ê íèì.
Îïåðàöèè, ïðèìåí¼ííûå ê îäíîé èç ýòèõ êëåòîê, íå çàòðàãèâàþò îñòàëüíûå 15, è ïðè ýòîì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé êî âñåì 16 êëåòêàì âñå ÷èñëà â òàáëèöå óâåëè÷èâàþòñÿ õîòÿ áû íà 1. Ïðè ýòîì ÷èñëî â òðåòüåé êëåòêå
òðåòüåé ñòðîêè áóäåò êàæäóþ ôàçó óâåëè÷èâàòüñÿ íà 4.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåð íå åäèíñòâåííûé.
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2 âaðèaíò

1. (2 áaëëa) ×òî áîëüøå:
1

25
+

1

26
+ . . .+

1

75
èëè

2

75
+

2

76
+ . . .

2

125
?

Îòâåò: Ïåðâaÿ ñóììa áîëüøå.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì âòîðóþ ñóììó êaê
1

37, 5
+

1

38
+ . . .

1

62, 5
. Ó íå¼ îäèíaêîâîå êîëè÷åñòâî ñëaãaåìûõ ñ

ïåðâîé ñóììîé, ïðè÷¼ì ñðåäíåå ñëaãaåìîå
1

50
îáùåå.

Ñðaâíèì ïaðû ñëaãaåìûõ
1

50− k
+

1

50 + k
=

1

502 − k2
è

1

50− k
2

+
1

50 + k
2

=
1

502 − k2

4

. Ïåðâaÿ ïaða ñëaãaåìûõ

î÷åâèäíî áîëüøå, çía÷èò, ïåðâaÿ ñóììa ìåíüøå.

2. (2 áaëëa) Ía äîñêå çaïèñaëè äðîáü
ax+ b

cx+ d
, a òaêæå âñå îñòaëüíûå äðîáè, ïîëó÷aþùèåñÿ èç íå¼ ïåðåñòa-

íîâêîé ÷èñåë a, b, c, d, êðîìå èìåþùèõ òîæäåñòâåííî íóëåâîé çíaìåíaòåëü. Ìîãëî ëè òaê ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñðåäè
âûïèñaííûõ äðîáåé ðîâíî 5 ðaçëè÷íûõ?

Îòâåò: Äa.
Ðåøåíèå: Íaïðèìåð, âîçüì¼ì ÷èñëa 2, 2, 1, 1. Âñåãî 4 ÷èñëa, èç êîòîðûõ äâå ïaðû îäèíaêîâûõ, ìîæíî

ðaññòaâèòü 6 ñïîñîáaìè, íî ñðåäè íèõ äâa ñîâïaäaþò.

Íaøè äðîáè ýòî
2x+ 2

x+ 1
,
2x+ 1

2x+ 1
=
x+ 2

x+ 2
,
x+ 1

2x+ 2
,
1x+ 2

2x+ 1
,
2x+ 1

x+ 2
.

3. (2 áaëëa) Îäèí äâîå÷íèê íaïèñaë ñëåäóþùèå íåâåðíûå ôîðìóëû ñèíóña è êîñèíóña ðaçíîñòè: sin(α−β) =
sinα− sinβ è cos(α− β) = cosα− cosβ. Â ñâîå îïðaâäaíèå îí ñêaçaë, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ α è β åãî ôîðìóëû âñ¼
æå âåðíû. Íaéäèòå âñå òaêèå ïaðû (α, β).

Îòâåò: α = 2πn, n ∈ Z è β = ∓π
3
+ 2πl, l ∈ Z.

Ðåøåíèå: {
sin(α− β) = sinα− sinβ
cos(α− β) = cosα− cosβ

Èç ïåðâîãî ðaâåíñòâa ñëåäóåò, ÷òî 2 sin
(
α−β
2

)
cos
(
α−β
2

)
= 2 sin

(
α−β
2

)
cos
(
α+β
2

)
Îòñþäa  sin

(
α−β
2

)
= 0

cos
(
α+β
2

)
= cos

(
α−β
2

) ⇔

[
α− β = 2πk, k ∈ Z
α+ β

2
= ±α− β

2
+ 2πn, n ∈ Z

Â ïåðâîì ñëó÷aå cosα = cosβ. Òaêèì îáðaçîì, ôîðìóëa �êîñèíóña ñóììû� ïðåâðaùaåòñÿ â 1 = 0, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Âî âòîðîì ñëó÷aå ìû ïîëó÷aåì ëèáî β = 2πn, n ∈ Z èëè α = 2πn, n ∈ Z. Òîãäa âòîðîå ðaâåíñòâî ïðåâðaùaåòñÿ
â cosα = cosα− 1, ÷òî íåâîçìîæíî, èëè cosβ = 1− cosβ, îòêóäa β = ∓π

3
+ 2πl, l ∈ Z.

4. (3 áaëëa) Ía ñòîðîíå BC òðåóãîëüíèêa ABC êaê ía äèaìåòðå ïîñòðîåía îêðóæíîñòü ðaäèóña 20 ñì. Ýòa
îêðóæíîñòü ïåðåñåêaåò ñòîðîíû AB è AC â òî÷êaõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Íaéäèòå BX ·AB + CY ·AC.

Îòâåò: 1600
Ðåøåíèå: Ïóñòü òî÷êa M � ñåðåäèía ñòîðîíû BC, îía æå öåíòð îêðóæíîñòè. Òîãäa AB · AX = AC · AY =

(AM + 20)(AM − 20). Òîãäa AX =
AM2 − 400

AB
=

2AB2 + 2AC2 − 1600− 1600

4AB
. Ñîîòâåòñòâåííî,

BX = AB − 2AB2 + 2AC2 − 3200

4AB
=

2AB2 − 2AC2 + 3200

4AB
.

aíaëîãè÷íî CY =
2AC2 − 2AB2 + 3200

4AC
. Òîãäa BX ·AB + CY ·AC =

6400

4
= 1600.

5. (3 áaëëa) Âïèñaííaÿ îêðóæíîñòü ÷åòûð¼õóãîëüíèêa ABCD êañaåòñÿ ñòîðîí AB, BC, CD è AD â òî÷êaõ
E, F , G è H ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå EF è EH ïåðåñåêaþò ïðÿìóþ CD â òî÷êaõ Q è P ñîîòâåòñòâåííî.
Îêaçaëîñü, ÷òî CQ = CG. Äîêaæèòå, ÷òî DP = DH.

Äîêaçaòåëüñòâî: Q = CG = CF , ñëåäîâaòåëüíî òðåóãîëüíèê GFQ ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì ∠GFQ.
Íî ∠GFQ = ∠GFE. Çía÷èò, ∠GFE ïðÿìîé, íî ∠GFE +∠GHE = 180◦, ñëåäîâaòåëüíî, ∠GHE òîæå ïðÿìîé, è
ñìåæíûé ê íåìó ∠GHP òîæå.

Ðaññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå D è ðaäèóñîì DH = DG. Îía âòîðè÷íî ïåðåñåêaåò ïðÿìóþ CD
â òî÷êå P ′ è DP ′ = DH = DG. Íî, ïîñêîëüêó ∠P ′HG òaêæå ïðÿìîé, P è P ′ ýòî îäía è òa æå òî÷êa, òîãäa
DP = DH, ÷òî è òðåáîâaëîñü.

6. (3 áaëëa) Ïîñëåäîâaòåëüíîñòü çaäaía ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: x1 = 7, xn+1 = xn+sinxn. Äîêaæèòå,
÷òî xn < 3π

Äîêaçaòåëüñòâî: Äîêaæåì ïî èíäóêöèè íåðaâåíñòâî 2π < xn < 3π. Áaça n = 1, 2π < 7 < 3π.
Ïåðåõîä îò n ê n + 1. Ïóñòü 2π < xn < 3π, òîãäa sinxn > 0, è ñëåäîâaòåëüíî, xn+1 > xn > 2π. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, sinxn = sin (3π − xn) < (3π−xn), òaê êaê äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ óãëîâ âûïîëíÿåòñÿ íåðaâåíñòâî sinα < α.
Çía÷èò, xn+1 = xn + sinxn < xn + (3π − xn) = 3π, ÷òî è òðåáîâaëîñü äîêaçaòü.
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Çaìå÷aíèå: ía ñaìîì äåëå ìîæíî òaêæå äîêaçaòü, ÷òî ÷èñëî 3π ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâaòåëüíîñòè xn.

7. (4 áaëëa) Ñòaðøèé êîýôôèöèåíò êâaäðaòíîãî òð¼õ÷ëåía f(x) ðaâåí 1. Âñå òðè êîýôôèöèåíòa â íåêîòî-
ðîì ïîðÿäêå îáðaçóþò aðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ èç òð¼õ ýëåìåíòîâ ñ ðaçíîñòüþ d. Íaéäèòå âñå âîçìîæíûå
çía÷åíèÿ d, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðaöèîíaëüíîå ÷èñëî è êîðíè f(x) îòëè÷aþòñÿ äðóã îò äðóãa â d ðaç.

Îòâåò: −1, − 1
2 .

Ðåøåíèå: Êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåía èìåþò ñëåäóþùèé âèä: a, a + d, a + 2d â êaêîì-òî ïîðÿäêå. Êîðíè
òð¼õ÷ëåía ìîæíî ïðåäñòaâèòü êaê b è bd.

Ïåðâûé ñëó÷aé: a = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1 + d è 1 + 2d.
Ïîäñëó÷aé 1.1: b+bd = −1−d, çía÷èò, b = −1 èëè d = −1. Åñëè b = −1, ïèøåì òaêæå ðaâåíñòâî ía ñâîáîäíûé

÷ëåí: b2d = 1 + 2d⇒ d = 1 + 2d⇒ d = −1.
Ïîäñëó÷aé 1.2: b+bd = −1−2d⇒ b = −1 + 2d

1 + d
. Äaëåå, b2d = 1+d⇒ d(1+2d)2 = (1+d)3 ⇒ 3d3+d2−2d−1 = 0.

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
3 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Âòîðî ñëó÷aé: a+ d = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1− d, 1 + d

Ïîäñëó÷aé 2.1: b+ bd = −1 + d⇒ b = −1− d
1 + d

. Äaëåå, b2d = 1 + d =⇒ d(1− d)2 = (1 + d)3 ⇒ 5d2 + 2d+ 1 = 0.

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷aé 2.2: b+bd = −1−d, çía÷èò, b = −1 èëè d = −1. Åñëè b = −1, ïèøåì òaêæå ðaâåíñòâî ía ñâîáîäíûé
÷ëåí: b2d = 1− d⇒ d = 1

2 .
Òðåòèé ñëó÷aé: a+ 2d = 1, äâa äðóãèõ êîýôôèöèåíòa: 1− 2d, 1− d.
Ïîäñëó÷aé 3.1: b + bd = −1 + 2d ⇒ b = −1− 2d

1 + d
. Äaëåå, b2d = 1 − d ⇒ d(1 − 2d)2 = (1 − d) ∗ (1 + d)2 ⇒

5d3 − 3 ∗ d2 − 1 = 0. Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ,

÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

Ïîäñëó÷aé 3.2: b+bd = −1+d⇒ b =
1− d
1 + d

. Äaëåå, b2d = 1−2d⇒ d(1−d)2 = (1−2d)(1+d)2 ⇒ 3d3+d2+d−1 = 0

Ðaöèîíaëüíûå êîðíè ýòîãî óðaâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ÷èñëaìè ±1, ± 1
5 , ëåãêî óáåäèòñÿ, ÷òî îíè íå ïîäõîäÿò.

8. (5 áaëëîâ) Òaáëèöa 7× 7 çaïîëíåía íóëÿìè. Ça îäíó îïåðaöèþ â òaáëèöå íaõîäèòñÿ ìèíèìaëüíîå ÷èñëî
(åñëè òaêèõ íåñêîëüêî � âûáèðaåòñÿ ëþáîå) è ê íåìó, a òaêæå êî âñåì ÷èñëaì, ñòîÿùèì â ñîñåäíèõ ñ íèì ïî
ñòîðîíå èëè óãëó êëåòêaõ, äîáaâëÿåòñÿ åäèíèöa. Êaêîå íaèáîëüøåå ÷èñëî ìîæåò îêaçaòüñÿ â îäíîé èç êëåòîê
òaáëèöû ÷åðåç 90 îïåðaöèé?

Îòâåò: 40.
Ðåøåíèå: Íàçîâ¼ì n-îé ôàçîé íåñêîëüêî ïîäðÿä èäóùèõ îïåðàöèé, êîòîðûé ïðèìåíÿþòñÿ ê ÷èñëàì, ðàâíûì

n. Åñëè òàêèõ îïåðàöèé íå áûëî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äàííàÿ ôàçà ñîñòîèò èç íóëÿ îïåðàöèé. Íà÷èíàåòñÿ âñ¼ ñ
íóëåâîé ôàçû.

Â òå÷åíèè îäíîé ôàçû íèêàêîå ÷èñëî íå ìîæåò óâåëè÷èòñÿ áîëüøå, ÷åì íà 4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû
óâåëè÷èëè ñàìî ÷èñëî, òî íè ê íåìó, íè ê åãî ñîñåäÿì íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íàøà îïåðàöèÿ â òå÷åíèå ýòîé
ôàçû íè äî, íå ïîñëå, ïîñêîëüêó ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà îäèí â íåêîòîðîé ôàçå, íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìèíèìàëüíûì
â òå÷åíèè òîé æå ñàìîé ôàçû. Ñðåäè ñîñåäåé ÷èñëà ìîæíî âûáðàòü íå áîëüøå 4 íå ñîñåäíèõ ìåæäó ñîáîé, çíà÷èò,
äåéñòâèòåëüíî ìû ìîæåì óâåëè÷èòü ÷èñëî íå áîëüøå, ÷åì íà 4 çà îäíó ôàçó.

Ðàññìîòðèì ïåðâûå, ÷åòâ¼ðòûå è ñåäüìûå êëåòêè â ïåðâîé, ÷åòâ¼ðòîé è ñåäüìîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 9
øòóê. Çàìåòèì, ÷òî íèêàêàÿ îïåðàöèÿ íå çàòðàãèâàåò äâå èç íèõ. Çíà÷èò, ÷òîáû ñìåíèëîñü nôàç, íàäî ñîâåðøèòü
õîòÿ áû 9n îïåðàöèé. (Âàæíî! Ìû íå ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà ôàçà äëèòñÿ õîòÿ áû 9 îïåðàöèé, òàê êàê
íåêîòîðûå èç íàøèõ ÷èñåë ìîãëè áûòü óâåëè÷åíû íà ïðåäûäóùèõ ôàçàõ)

Çíà÷èò, ó íàñ ïðîøëî íå áîëåå 10 ôàç è â êàæäîé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî óâåëè÷èòñÿ áîëåå, ÷åì íà 4.
Ñëåäîâàòåëüíî, çà 90 îïåðàöèé íèêàêîå ÷èñëî íå ìîãëî ñòàòü áîëüøå, ÷åì 40.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì âòîðûå, ÷åòâ¼ðòûå è øåñòûå êëåòêè âî âòîðîé, ÷åòâ¼ðòîé
è øåñòîé ñòðîêàõ òàáëèöû, âñåãî 9 øòóê. Áóäåì ïðèìåíÿòü îïåðàöèè òîëüêî ê íèì. Îïåðàöèè, ïðèìåí¼ííûå ê
îäíîé èç ýòèõ êëåòîê, íå çàòðàãèâàþò îñòàëüíûå 8, è ïðè ýòîì ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèé êî âñåì 9 êëåòêàì
âñå ÷èñëà â òàáëèöå óâåëè÷èâàþòñÿ õîòÿ áû íà 1. Ïðè ýòîì ÷èñëî â òðåòüåé êëåòêå òðåòüåé ñòðîêè áóäåò êàæäóþ
ôàçó óâåëè÷èâàòüñÿ íà 4.

Ðàçóìååòñÿ, ïðèìåð íå åäèíñòâåííûé.
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V. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 10 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Для функции f(x) выполняется условие f(f(f(x))) + 2 f(f(x)) + 4 f(x) + 8x = 0. Найдите 
f(f(f(f(3)))). 
 
Ответ:  48 
 
3. Для функции f(x) выполняется условие f(f(f(x))) - 2 f(f(x)) + 4 f(x) - 8x = 0. Найдите 
f(f(f(f(5)))). 
 
Ответ:  80 
 
3. Для функции f(x) выполняется условие f(f(f(x))) + 3 f(f(x)) + 9 f(x) + 27x = 0. Найдите 
f(f(f(f(2)))). 
 
Ответ:  162 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
-0,25 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. В квадратном трёхчлене поменяли местами первый и второй коэффициенты, после чего 
результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ:  -1/2 || -0,5  
 
2. В квадратном трёхчлене поменяли местами первый коэффициент и свободный член, после 
чего результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: -1, 1 || 1, -1 || 1; -1 || -1; 1 
 
3. В квадратном трёхчлене поменяли местами второй коэффициент и свободный член, после 
чего результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через точку с запятой. 
 
Ответ: 0; -2 || 0, -2 || -2; 0  
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
0,25; 0,5 
 
Задача 3. (2 балла) 
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1. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 10)2 - 15 = (y - 6)2. 
 
Ответ: 6  
 
2. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 6)2 - 21 = (y - 3)2. 
 
Ответ: 5 
 
3. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 4)2 - 35 = (y - 3)2. 
 
Ответ: 3 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Дан параллелограмм ABCD со стороной AD=100. Окружность S1 касается сторон AD и BC, 
а также стороны AB; окружность S2 касается сторон AD и BC, а также окружности S1, 
окружность S3 касается сторон AD и BC, а также окружности S2, и так далее, окружность S100 
касается сторон AD и BC, окружности S99, а также стороны CD. 
 
Какое наибольшее значение может принимать площадь параллелограмма? 
 
Ответ:  100 
 
2. Дан параллелограмм ABCD со стороной AD=150. Окружность S1 касается сторон AD и BC, 
а также стороны AB; окружность S2 касается сторон AD и BC, а также окружности S1, 
окружность S3 касается сторон AD и BC, а также окружности S2, и так далее, окружность S50 
касается сторон AD и BC, окружности S49, а также стороны CD. 
 
Какое наибольшее значение может принимать площадь параллелограмма? 
 
Ответ:  450 
 
3. Дан параллелограмм ABCD со стороной AD=100. Окружность S1 касается сторон AD и BC, 
а также стороны AB; окружность S2 касается сторон AD и BC, а также окружности S1, 
окружность S3 касается сторон AD и BC, а также окружности S2, и так далее, окружность S200 
касается сторон AD и BC, окружности S199, а также стороны CD. 
 
Какое наибольшее значение может принимать площадь параллелограмма? 
 
Ответ:  50 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
0,25 
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Задача 5. (3 балла) 
 
 

1. Натуральные числа x1, x2, …, x9 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+1
x9

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 41 
 

2. Натуральные числа x1, x2, …, x11 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+ 1
x11

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 61 
 

3. Натуральные числа x1, x2, …, x13 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+ 1
x13

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 85 
 
 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. На доске записаны числа от 1 до 1000. За один ход разрешается стереть какое-либо число 
n, а также ещё не более n чисел не меньших n. За какое наименьшее количество ходов можно 
стереть все числа? 
 
Ответ: 9 
 
1. На доске записаны числа от 1 до 500. За один ход разрешается стереть какое-либо число n, 
а также ещё не более n чисел не меньших n. За какое наименьшее количество ходов можно 
стереть все числа? 
 
Ответ: 8 
 
1. На доске записаны числа от 1 до 2000. За один ход разрешается стереть какое-либо число 
n, а также ещё не более n чисел не меньших n. За какое наименьшее количество ходов можно 
стереть все числа? 
 
Ответ: 10 
 
Примеры записи ответов: 
5 
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Задача 7. (4 балла) 
 
1. Последовательность an построена следующим образом: a0 = 4, a2n+1 = a2n - 3, a2n = -2a2n-1. 
Найдите a100. 
 
Если для записи ответа потребуется операция возведения в степень, используйте символ «^» 
 
Ответ: 2^51+2 || 2251799813685250 
 
2. Последовательность an построена следующим образом: a0 = 12, a2n+1 = a2n - 2, a2n = 3a2n-1. 
Найдите a50. 
 
Если для записи ответа потребуется операция возведения в степень, используйте символ «^» 
 
Ответ: 3^27+3 || 7625597484990 
 
3. Последовательность an построена следующим образом: a0 = 10, a2n+1 = a2n - 4, a2n = 2a2n-1. 
Найдите a101. 
 
Если для записи ответа потребуется операция возведения в степень, используйте символ «^» 
 
Ответ: 2^51+8 || 2251799813685256 
Примеры записи ответов: 
14000  
3^100 - 7 
 
1. Дан выпуклый шестиугольник ABCDEF, такой, что AB || CF || DE, BC || AD || EF, CD || BE || 
FA и AB = DE = 13, BC = EF = 11, AC = 20. Найдите площадь объединения треугольников 
ACE и BDF. 

 
 
Ответ: 264 
 
2. Дан выпуклый шестиугольник ABCDEF, такой, что AB || CF || DE, BC || AD || EF и CD || BE 
|| FA и BС = EF = 20, CD = AF = 19, BD = 37. Найдите площадь объединения треугольников 
ACE и BDF. 
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Ответ: 456 
 
3. Дан выпуклый шестиугольник ABCDEF, такой, что AB || CF || DE, BC || AD || EF и CD || BE 
|| FA и AB = DE = CD = AF = 13, BD = 24. Найдите площадь объединения треугольников ACE 
и BDF. 

 
 
Ответ: 240 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
0,25 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. В волшебной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу особенной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 25, из которых 20 дорог особенные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 24, 25 || 25, 24 || 24; 25 || 25; 24 
 
2. В сказочной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу удивительной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать 
до какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 30, из которых 25 дорог 
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удивительные. Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, 
перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 29, 30 || 30, 29 || 29; 30 || 30; 29 
 
3. В Стране Чудес некоторые города соединены дорогами так, что из любого города можно 
попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два города не 
соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу странной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 50, из которых 45 дорог странные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 49, 50 || 50, 49 || 49; 50 || 50; 49 
 
Примеры записи ответов: 
14 
14, 15 
14; 15 
 
Задача 10. (4 балла) 
1. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 0 до 7 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое максимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 14 
 
2. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 1 до 9 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое максимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 18 
 
3. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 2 до 10 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое максимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 21 
 
Примеры записи ответов: 
14 
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VI. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 10 класса  
 

37



Задача 1. (1 балл) 
 
1. Какое наибольшее значение может принимать сумма 
sin2 a+sin2(a+45o)+sin 2(a+90o)+…+sin 2(a+315o) ? 
 
Ответ: 4 
 
2. Какое наибольшее значение может принимать сумма 
sin2 a+sin 2(a+30o)+sin2(a+60o)+…+sin2(a+330o) ? 
 
Ответ: 6 
 
3. Какое наибольшее значение может принимать сумма 
sin2 a+sin 2(a+60o)+sin2(a+120o)+…+sin2(a+300o) ? 
 
Ответ: 3 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 2. (3 балла) 
 
1.  Все семизначные числа, состоящие из различных цифр от 1 до 7, выписали в порядке 
возрастания. Каким по счёту идёт число 5143276? 
 
Ответ: 2936 
 
2.  Все семизначные числа, состоящие из различных цифр от 1 до 7, выписали в порядке 
возрастания. Каким по счёту идёт число 2376154? 
 
Ответ: 956 
 
3.  Все семизначные числа, состоящие из различных цифр от 1 до 7, выписали в порядке 
возрастания. Каким по счёту идёт число 3241765? 
 
Ответ: 1590 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
 
Задача 3. (3 балла) 
 

1. Какое целое число можно записать в виде √6−√6−√6−… (количество корней 
бесконечно). 
 
Ответ: 2 
 

2. Какое целое число можно записать в виде √4+3√4+3√4+… (количество корней 
бесконечно). 
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Ответ: 4 
 

3. Какое целое число можно записать в виде √12−√12−√12−… (количество корней 
бесконечно). 
 
Ответ: 3 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Функция f(x) принимает каждое значение не более двух раз. Кроме того, для любого 

ненулевого x выполняется равенство
f (x)+f (1−x )+f ( 1

x
)=10

. Найдите такое x, не равное 

4
7 , 

что 
f (x)= f ( 4

7
)

. Если такого x не существует, напишите «нет». 
 
Ответ: -4/3 
 
2. Функция f(x) принимает каждое значение не более двух раз. Кроме того, для любого 

ненулевого x выполняется равенство
f (x)+f (1−x )+f ( 1

x
)=5

. Найдите такое x, не равное 

3
8 , 

что 
f (x)= f ( 3

8
)

. Если такого x не существует, напишите «нет». 
 
Ответ: -3/5 || -0,6 
 
3. Функция f(x) принимает каждое значение не более двух раз. Кроме того, для любого 

ненулевого x выполняется равенство
f (x)+f (1−x )+f ( 1

x
)=6

. Найдите такое x, не равное 

5
7 , 

что 
f (x)= f ( 5

7
)

. Если такого x не существует, напишите «нет». 
 
Ответ: -2,5 || -5/2 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
-17 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. На единичном кубе вдоль каждого ребра и каждой диагонали каждой грани провели вектор 
в одну из двух возможных сторон , всего 24 штуки. Какое наибольшее значение может 
принимать квадрат суммы этих векторов? 
 
Ответ: 224 
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2. На единичном кубе вдоль каждого ребра и каждой из четырёх диагоналей куба  провели 
вектор в одну из двух возможных сторон, всего 16 штук. Какое наибольшее значение может 
принимать квадрат суммы этих векторов? 
 
Ответ: 108 
 
3. На единичном кубе вдоль каждого ребра провели вектор в одну из двух возможных сторон. 
На каждой грани выбрали одну диагональ и вдоль неё также провели вектор в одну из двух 
возможных сторон, причём проведённые 6 диагоналей оказались не параллельны.  Всего 
получилось 18 векторов. Какое наибольшее значение может принимать квадрат суммы этих 
векторов? 
 
Ответ: 116 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. В клетчатой таблице 9х9 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 3, 5 и 9. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 180 
 
2. В клетчатой таблице 11х11 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 2, 4 и 7. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 210 
 
1. В клетчатой таблице 13х13 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 2, 3 и 6. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 252 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
-17 
 
 
Задача 7.  (3 балла) 
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1. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD: стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 30, CX = 20. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 1200 
 
2. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD:  стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 45, CX = 30. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 3060 
 
3. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD: стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 20, CX = 45. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 2215,2 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. В американской деревне жили бледнолицые, чернокожие и индейцы, всего 61 человек. На 
Хэллоуин каждый индеец подарил тыкву каждому чернокожему, каждый чернокожий 
подарил тыкву каждому бледнолицему, каждый бледнолицый подарил тыкву каждому 
индейцу. Какое наибольшее количество тыкв могло быть подарено? 
 
Ответ: 1240 
 
2. В школе было три класса: математический, гуманитарный и общеобразовательный, всего 
91 человек. На Новый Год каждый ученик математического класса послал открытку каждому 
ученику гуманитарного, каждый ученик гуманитарного класса послал открытку каждому 
ученику общеобразовательного, каждый ученик общеобразовательного класса послал 
открытку каждому ученику математического. Какое наибольшее количество открыток могло 
быть послано? 
 
Ответ: 2760 
 
3. На рок-фестивале встретились вокалисты, гитаристы и ударники, всего 121 человек. 
Каждый вокалист дал подзатыльник каждому гитаристу, каждый гитарист — каждому 
ударнику, а каждый ударник — каждому вокалисту. Какое наибольше количество 
подзатыльников могло быть получено участниками фестиваля? 
 
Ответ: 4880. 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 9. (3 балла) 
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1. 239-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 2  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 239-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 478 
 
2. 57-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 4  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 57-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 456 
 
3. 101-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 6  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 101-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 1818 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. По кругу были написаны 200 (не обязательно целых) чисел от 10 до 10000 включительно. 
От каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, 
после чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может 
принимать сумма этих логарифмов? 
 
Ответ:  425 
 
2. По кругу были написаны 300 (не обязательно целых) чисел от 10 до 1000 включительно. 
От каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, 
после чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может 
принимать сумма этих логарифмов? 
 
Ответ:  500 
 
3. По кругу были написаны 300 (не обязательно целых) чисел от 20 до 400 включительно. От 
каждого числа взяли логарифм по основанию следующего за ним по часовой стрелке, после 
чего все полученные логарифмы сложили. Какое наибольшее значение может принимать 
сумма этих логарифмов? 
 
Ответ: 375 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17  
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VII. Задания заключительного этапа олимпиады для 9 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

9 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñîãëàñíî íîðìàòèâàì Ìåæäóíàðîäíîé Ôåäåðàöèè Ðîôëèíãà, ïîëå äëÿ ðîôëèíãà ñîñòîèò èç
äâóõ ïëîùàäîê, îäíà èç êîòîðûõ êâàäðàòíàÿ, à âòîðàÿ èìååò òó æå øèðèíó, à äëèíó � îò 20 äî 25 ìåòðîâ
âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âñå ðàçìåðû äîëæíû ñîñòàâëÿòü öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ, à îáùàÿ ïëîùàäü ïîëÿ äîëæíà
íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 200 äî 240 êâàäðàòíûõ ìåòðîâ (âêëþ÷èòåëüíî). Íàéäèòå íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé
âîçìîæíûå ðàçìåðû êâàäðàòíîé ïëîùàäêè.

Îòâåò: Ñòîðîíà êâàäðàòà 7 èëè 8. Ïëîùàäü 49 èëè 64.
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà çà x. Ïðè ìèíèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ïîëÿ
ìû íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå x è íàîáîðîò, ïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè
ïîëÿ ìû íàõîäèì ìèíèìàëüíîå x

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 + 20x = 240, ïîëó÷àåì x = −10 +
√
340. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 8 è 9.

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 + 25x = 200, ïîëó÷àåì x =
−25 +

√
1425

2
. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 6 è 7.

Íàì íóæíû èìåííî áîëüøèå êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé, òàê êàê ìåíüøèå îòðèöàòåëüíû.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî x ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñðåäè ÷èñåë îò 7 äî 8 âêëþ÷èòåëüíî.

2. (2 áàëëà) Â êàðüåðå íàõîäèëàñü êó÷à èç 20160000 ïåñ÷èíîê. Ãðóçîâèê çà îäèí ðåéñ óâîçèë èç êàðüåðà
êîëè÷åñòâî ïåñ÷èíîê, ñîñòàâëÿþùåå êàêóþ-òî ñòåïåíü ÷èñëà 8 (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî 80 = 1). Ìîã ëè îí óâåñòè
èç êàðüåðà âñþ êó÷ó ïåñêà ðîâíî çà 1000 ðåéñîâ?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî 8 â ëþáîé ñòåïåíè âñåãäà äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7. Ïîñêîëüêó 20160000 äåëèòñÿ

íà 7, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âûâîçà âñåé êó÷è íóæíî êîëè÷åñòâî ïîåçäîê, êðàòíîå 7, à 1000 íà 7 íå äåëèòñÿ.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2017. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä ìîæíî âû-
÷åñòü èç íàïèñàííîãî íà äîñêå ÷èñëà ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, êðîìå íåãî ñàìîãî, è çàïèñàòü ðåçóëüòàò
ýòîãî âû÷èòàíèÿ íà äîñêå âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Âàñÿ
Ðåøåíèå: Íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîä òîëüêî åñëè íà äîñêå íàïèñàíà åäèíèöà. Ïðè ýòîì èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà

âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ÷¼òíîå. Âàñÿ, ïîëó÷èâ ÷¼òíîå ÷èñëî, âñåãäà ìîæåò âû÷åñòü 1 è ñíîâà ïîëó÷èòü íå÷¼òíîå.
Òàêèì îáðàçîì, Âàñÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó÷àòü îò Ïåòè ÷¼òíûå ÷èñëà, è îòäàâàòü åìó íå÷¼òíûå, à Ïåòÿ íàîáîðîò
(ïîòîìó ÷òî ó íåãî íå áóäåò äðóãîé âîçìîæíîñòè). Â êîíöå êîíöîâ Âàñÿ ïîëó÷èò â ðåçóëüòàòå ñâîåãî âû÷èòàíèÿ
1 è Ïåòÿ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè ïðèâåä¼ííûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà ñ íåîòðèöàòåëüíûìè äèñêðèìèíàíòàìè. Êîðåíü
èç äèñêðèìèíàíòà êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ òð¼õ÷ëåíîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà
èõ ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàøè êîðíè èç äèñêðèìèíàíòîâ çà d1, d2, d3 è ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ìîäóëü

ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà, äëÿ òð¼õ÷ëåíà ñ äèñêðèìèíàíòîì d22 ïîëó÷àåì d2 = d3 − d1. Àíàëîãè÷íî d3 = d2 − d1.
Íî d2 < d3, à d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà äèñêðèìèíàíòà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü òåïåðü ó äâóõ òð¼õ÷ëåíîâ êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà d1, à ó òðåòüåãî d2 6= d1. Òîãäà êàæäûé èç òð¼õ-
÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì d1 èìååò êîðíè d1 è d2. Çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, ýòè
òð¼õ÷ëåíû ðàâíû.

Åñëè æå ó íàñ òðè òð¼õ÷ëåíà ñ îäèíàêîâûì äèñêðèìèíàíòîì d2, òî ÷èñëî d ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì
êîðíåì, à âòîðîé êîðåíü îòëè÷àåòñÿ íà d. Íî ÷èñåë, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò d íà d âñåãî äâà, ýòî 2d è 0, çíà÷èò,
êàê ìèíèìóì äâà òð¼õ÷ëåíà ñîâïàäàþò.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 53x − 16y = 91 íå èìååò ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî: 532 äà¼ò îñòàòîê 79 ïðè äåëåíèè íà 91, à 532 � îñòàòîê 1. 162 äà¼ò îñòàòîê 74 ïðè äåëåíèè

íà 91, à 163 � îñòàòîê 1. Ïîñëå ýòîãî ñòåïåíè çàöèêëèâàþòñÿ.
Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà x è y äåëÿòñÿ íà 3, òî åñòü êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ðàçíîñòü

êóáîâ. Íî ðàçíîñòü êóáîâ a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2), à âòîðîé ìíîæèòåëü â ýòîé ôîðìóëå áóäåò õîòÿ áû
532 + 53 · 16 + 162 > 91. Çíà÷èò, ðåøåíèé äåéñòâèòåëüíî íåò.

Çàìå÷àíèå: çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü ðàññìîòðåíèåì îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà äåëèòåëè 91, òî åñòü 13 è
7, îäíàêî îäíîãî äåëèòåëÿ íåäîñòàòî÷íî, íàäî ðàññìàòðèâàòü îáà.

6. (3 áàëëà) Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC â øåñòè òî÷êàõ: AB â òî÷êàõ C1 è C2, AC
â òî÷êàõ B1 è B2, BC â òî÷êàõ A1 è A2, ïðè÷¼ì AC1 = BC2 = 1

4AB, CA2 = BA1 = 1
4BC, AB2 = CB1 = 1

4AC.
Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî: Ó îòðåçêîâ íà îäíîé ïðÿìîé C1C2 è AB � îáùàÿ ñåðåäèíà, çíà÷èò è ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ó íèõ òîæå îáùèé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å, è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ýòî òî÷êà O, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà OC2
1 = MC12 +OM2 =

AB2

16
+OM2, à OA2 = AM2 +OM2 =

AB2

4
+OM2. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ

ðàäèóñîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿåò
3AB2

16
. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî îíà ñîñòàâëÿåò

3BC2

16
è

3A2

16
,

ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ðàâíîñòîðîííèé.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = 2, BC = 8, AC = 8. Èç òî÷êè B ïðîâåëè áèññåêòðèñó,
êîòîðàÿ ïåðåñåêëà îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå D. Íàéäèòå, ÷åì ðàâíî DI, ãäå I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
16

3
.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî ëåììå î òðåçóáöå, DI = AD, à ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ADB,

AD =
AB sin∠ABD

sin∠ADB
=

AB

sin∠ACB
sin∠ABC

2 . Âûðàæàÿ
AB

sin∠ACB
÷åðåç òåîðåìó ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ABC,

ïîëó÷àåì AD =
AC

sin∠ABC
sin∠ABC

2 =
AC

2 cos∠ABC
2

=
AC√

2 cos (∠ABC) + 2
=

8√
2 · 18 + 2

=
8√
9
4

=
16

3
.

8. (4 áàëëà) Íà ðûöàðñêîì òóðíèðå êàæäûé ðûöàðü ïîäàðèë êàæäîé ñâîåé çíàêîìîé äàìå ñòîëüêî öâåòîâ,
ñêîëüêî ó íå¼ çíàêîìûõ ðûöàðåé, êðîìå íåãî. Ïîñëå ýòîãî êàæäûé äâà ðûöàðÿ óñòðîèëè ñòîëüêî ïîåäèíêîâ,
ñêîëüêî ó íèõ îáùèõ çíàêîìûõ äàì. ×åãî áûëî áîëüøå: ïîäàðåííûõ öâåòîâ èëè óñòðîåííûõ ïîåäíèêîâ è âî
ñêîëüêî ðàç?

Îòâåò: Öâåòîâ áîëüøå â äâà ðàçà.
Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîé òðîéêè, ñîñòîÿùåé èç äàìû è äâóõ å¼ çíàêîìûõ ðûöàðåé, ïðîèçîéä¼ò îäèí ïîåäè-

íîê. ×òî êàñàåòñÿ öâåòîâ, òî ïåðâûé ðûöàðü ïîäàðèò äàìå îäèí öâåòîê çà çíàêîìñòâî ñî âòîðûì, à âòîðîé çà
çíàêîìñòâî ñ ïåðâûì, òî åñòü èõ áóäåò äâà.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

9 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñîãëàñíî íîðìàòèâàì Ìåæäóíàðîäíîé Ôåäåðàöèè Êðàááèíãà, ïîëå äëÿ êðàááèíãà ñîñòîèò èç
äâóõ ïëîùàäîê, îäíà èç êîòîðûõ êâàäðàòíàÿ, à âòîðàÿ èìååò òó æå øèðèíó, à äëèíó � îò 25 äî 30 ìåòðîâ
âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì âñå ðàçìåðû äîëæíû ñîñòàâëÿòü öåëîå ÷èñëî ìåòðîâ, à îáùàÿ ïëîùàäü ïîëÿ äîëæíà
íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 250 äî 300 êâàäðàòíûõ ìåòðîâ (âêëþ÷èòåëüíî). Íàéäèòå íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé
âîçìîæíûå ðàçìåðû êâàäðàòíîé ïëîùàäêè.

Îòâåò: Ñòîðîíà êâàäðàòà 7 èëè 8. Ïëîùàäü 49 èëè 64.
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ñòîðîíó êâàäðàòà çà x. Ïðè ìèíèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè ïîëÿ
ìû íàõîäèì ìàêñèìàëüíîå x è íàîáîðîò, ïðè ìàêñèìàëüíîé äëèíå ïðÿìîóãîëüíèêà è ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè
ïîëÿ ìû íàõîäèì ìèíèìàëüíîå x

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 − 30x = 250, ïîëó÷àåì x = −15 +
√
475. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 6 è 7.

Ðåøàåì óðàâíåíèå x2 − 25x = 300, ïîëó÷àåì x =
−25 +

√
1825

2
. Ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ ìåæäó 8 è 9.

Íàì íóæíû èìåííî áîëüøèå êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé, òàê êàê ìåíüøèå îòðèöàòåëüíû.
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî öåëîå x ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñðåäè ÷èñåë îò 7 äî 8 âêëþ÷èòåëüíî.

2. (2 áàëëà) Â êàðüåðå íàõîäèëàñü êó÷à èç 20160000 ïåñ÷èíîê. Ãðóçîâèê çà îäèí ðåéñ óâîçèë èç êàðüåðà
êîëè÷åñòâî ïåñ÷èíîê, ñîñòàâëÿþùåå êàêóþ-òî ñòåïåíü ÷èñëà 9 (â òîì ÷èñëå, âîçìîæíî 90 = 1). Ìîã ëè îí óâåñòè
èç êàðüåðà âñþ êó÷ó ïåñêà ðîâíî çà 2000 ðåéñîâ?

Îòâåò: Äà.
Ðåøåíèå: 20160000 = 2240000 ·9 = 248888 ·92+8 ·9 = 27654 ·93+2 ·92+8 ·9 = = 3072 ·94+6 ·93+2 ·92+8 ·9 =

341·95+3·94+6·93+2·92+8·9 = = 37·96+8·95+3·94+6·93+2·92+8·9 = 4·97+1·96+8·95+3·94+6·93+2·92+8·9 =.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàøëè ñïîñîá óâåçòè âåñü ïåñîê çà 32 ïîåçäêè. Åñëè îäíó èç íèõ çàìåíèòü íà 9, â

êîòîðûå âûâîçÿòñÿ â 9 ðàç ìåíüøå ïåñêà, êîëè÷åñòâî ïîåçäîê óâåëèòñÿ íà 8. Ïðîäåëàâ òàêóþ îïåðàöèè 246 ðàç
ìû èç 32 ïîåçäîê ïîëó÷èì 2000. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó îïåðàöèþ ïðèáàâëåíèÿ 8 ïîåçäîê âñåãäà ìîæíî ïðîèçâåñòè,
òàê êàê ýòî íåëüçÿ ñäåëàòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êàæäîé ïîåçäêè óæå âûâîçèòñÿ ðîâíî îäíà ïåñ÷èíêà,
òî åñòü ïîåçäîê 20160000 > 2000.

3. (3 áàëëà) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 2016. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó: çà îäèí õîä ìîæíî âû-
÷åñòü èç íàïèñàííîãî íà äîñêå ÷èñëà ëþáîé åãî íàòóðàëüíûé äåëèòåëü, êðîìå íåãî ñàìîãî, è çàïèñàòü ðåçóëüòàò
ýòîãî âû÷èòàíèÿ íà äîñêå âìåñòî èñõîäíîãî ÷èñëà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.
Êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?

Îòâåò: Ïåòÿ
Ðåøåíèå: Íåâîçìîæíî ñäåëàòü õîä òîëüêî åñëè íà äîñêå íàïèñàíà åäèíèöà. Ïðè ýòîì èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà

âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ ÷¼òíîå. Ïåòÿ, ïîëó÷èâ ÷¼òíîå ÷èñëî, âñåãäà ìîæåò âû÷åñòü 1 è ñíîâà ïîëó÷èòü íå÷¼òíîå.
Òàêèì îáðàçîì, Ïåòÿ âñåãäà ìîæåò ïîëó÷àòü îò Âàñè ÷¼òíûå ÷èñëà, è îòäàâàòü åìó íå÷¼òíûå, à Âàñÿ íàîáîðîò
(ïîòîìó ÷òî ó íåãî íå áóäåò äðóãîé âîçìîæíîñòè). Â êîíöå êîíöîâ Ïåòÿ ïîëó÷èò â ðåçóëüòàòå ñâîåãî âû÷èòàíèÿ
1 è Âàñÿ íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà ñî ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè −1 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ òð¼õ÷ëåíîâ. Äîêà-
æèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà èõ ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî: Îáîçíà÷èì íàøè êîðíè èç äèñêðèìèíàíòîâ çà d1, d2, d3 è ïóñòü, äëÿ íà÷àëà, d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè òð¼õ÷ëåíà � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ìîäóëü

ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà, äëÿ òð¼õ÷ëåíà ñ äèñêðèìèíàíòîì d22 ïîëó÷àåì d2 = d3 − d1. Àíàëîãè÷íî d3 = d2 − d1.
Íî d2 < d3, à d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, êàêèå-òî äâà äèñêðèìèíàíòà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü òåïåðü ó äâóõ òð¼õ÷ëåíîâ êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà d1, à ó òðåòüåãî d2 6= d1. Òîãäà êàæäûé èç òð¼õ-
÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòîì d1 èìååò êîðíè d1 è d2. Çíà÷èò, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ, ýòè
òð¼õ÷ëåíû ðàâíû.

Åñëè æå ó íàñ òðè òð¼õ÷ëåíà ñ îäèíàêîâûì äèñêðèìèíàíòîì d2, òî ÷èñëî d ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ èõ îáùèì
êîðíåì, à âòîðîé êîðåíü îòëè÷àåòñÿ íà d. Íî ÷èñåë, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò d íà d âñåãî äâà, ýòî 2d è 0, çíà÷èò,
êàê ìèíèìóì äâà òð¼õ÷ëåíà ñîâïàäàþò.

5. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå 22x − 79y = 91 íå èìååò ðåøåíèÿ â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Äîêàçàòåëüñòâî: 222 äà¼ò îñòàòîê 29 ïðè äåëåíèè íà 91, à 223 � îñòàòîê 1. 792 äà¼ò îñòàòîê 53 ïðè äåëåíèè

íà 91, à 793 � îñòàòîê 1. Ïîñëå ýòîãî ñòåïåíè çàöèêëèâàþòñÿ.
Çíà÷èò, ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà x è y äåëÿòñÿ íà 3, òî åñòü êîãäà â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò ðàçíîñòü

êóáîâ. Íî ðàçíîñòü êóáîâ a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2), à âòîðîé ìíîæèòåëü â ýòîé ôîðìóëå áóäåò õîòÿ áû
222 + 22 · 79 + 792 > 91. Çíà÷èò, ðåøåíèé äåéñòâèòåëüíî íåò.

Çàìå÷àíèå: çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü ðàññìîòðåíèåì îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà äåëèòåëè 91, òî åñòü 13 è
7, îäíàêî îäíîãî äåëèòåëÿ íåäîñòàòî÷íî, íàäî ðàññìàòðèâàòü îáà.
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6. (3 áàëëà) Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: AB â òî÷êàõ C1 è C2, AC â òî÷êàõ B1 è
B2, ïðè÷¼ì AC1 = BC2 = 1

5AB, CB2 = AB1 = 1
5AC. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ó îòðåçêîâ íà îäíîé ïðÿìîé C1C2 è AB � îáùàÿ ñåðåäèíà, çíà÷èò è ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ó íèõ òîæå îáùèé. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ äðóãèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî öåíòð
îêðóæíîñòè, î êîòîðîé ãîâîðèòñÿ â çàäà÷å, è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ñîâïàäàþò.

Ïóñòü ýòî òî÷êà O, à òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. MC1 = AM − AC1 =
3AB

10
. Òîãäà ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà OC2
1 = MC12 +OM2 =

9AB2

100
+OM2, à OA2 = AM2 +OM2 =

AB2

4
+OM2. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ ðàäèóñîâ äâóõ îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿåò
16AB2

100
. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü,

÷òî îíà ñîñòàâëÿåò
16A2

100
, ïîýòîìó òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AB = 4, BC = 4, AC = 1.
Èç òî÷êè A ïðîâåëè áèññåêòðèñó, êîòîðàÿ ïåðåñåêëà îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ýòîãî òðåóãîëüíèêà â òî÷êå D.
Íàéäèòå, ÷åì ðàâíî DI, ãäå I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
8

3
.

Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî ëåììå î òðåçóáöå, DI = CD, à ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ADC,

CD =
AC sin∠CAD

sin∠ADC
=

AC

sin∠ABC
sin∠CAB

2 . Âûðàæàÿ
AC

sin∠ABC
÷åðåç òåîðåìó ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ABC,

ïîëó÷àåì CD =
BC

sin∠CAB
sin∠CAB

2 =
BC

2 cos∠CAB
2

=
BC√

2 cos (∠CAB) + 2
=

4√
2 · 18 + 2

=
4√
9
4

=
8

3
.

8. (4 áàëëà) Â øêîëå èñêóññòâà çàíèìàëèñü õóäîæíèêè è ôîòîãðàôû. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè çíàêîìû
äðóã ñ äðóãîì, à íåêîòîðûå � íåò. Êàæäûé õóäîæíèê íàðèñîâàë ïàðíûé ïîðòðåò äëÿ êàæäûõ äâóõ ñâîèõ çíà-
êîìûõ ôîòîãðàôîâ. Êàæäûé ôîòîãðàô ñôîòîãðàôèðîâàë êàæäîãî èç ñâîèõ çíàêîìûõ õóäîæíèêîâ ïî î÷åðåäè
âìåñòå ñ êàæäûì èç åãî çíàêîìûõ ôîòîãðàôîâ (åñòåñòâåííî, êðîìå ñåáÿ). ×åãî îêàçàëîñü áîëüøå: êàðòèí èëè
ôîòîãðàôèé? Âî ñêîëüêî ðàç?

Îòâåò: Ôîòîãðàôèé â äâà ðàçà áîëüøå.
Ðåøåíèå: Äëÿ êàæäîé òðîéêè èç õóäîæíèêà A è äâóõ ôîòîãðàôîâ B è C ìîæíî íàéòè ôîòîãðàôèþ A è C,

ñäåëàííóþ B, ôîòîãðàôèþ B è A, ñäåëàííóþ C è ïîðòðåò B è C, íàïèñàííûé A. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ôîòîãðàôèé
â äâà ðàçà áîëüøå.
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VIII. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 9 класса  
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Задача 1. (2 балла)  
 

1. Дан правильный шестиугольник ABCDEF, со стороной 2 4√75 . Найдите площадь 

объединения треугольников ACE и BDF.  
 
Ответ: 60 
 

2. Дан правильный шестиугольник ABCDEF, со стороной 5 4√12 . Найдите площадь 

объединения треугольников ACE и BDF.  
 
 
Ответ: 150 
 

3. Дан правильный шестиугольник ABCDEF, со стороной 10 4√27 . Найдите площадь 

объединения треугольников ACE и BDF.  
 
 
Ответ: 900 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4 
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1,4 
 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Из 100 прямоугольных треугольников с катетами 1 и 2 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 202 
 
2. Из 50 прямоугольных треугольников с катетами 1 и 3 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 152 
 
3. Из 60 прямоугольных треугольников с катетами 2 и 3 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 184 
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4 
1,4 
 
Задача 3. (3 балла) 
 
1. В квадратном трёхчлене поменяли местами первый и второй коэффициенты, после чего 
результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ:  -1/2 || -0,5  
 
2. В квадратном трёхчлене поменяли местами первый коэффициент и свободный член, после 
чего результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: -1, 1 || 1, -1 || 1; -1 || -1; 1 
 
3. В квадратном трёхчлене поменяли местами второй коэффициент и свободный член, после 
чего результат сложили с исходным трёхчленом. Получился третий квадратный трёхчлен, у 
которого оказался единственный корень. Чему он может быть равен? Если правильных 
ответов несколько, перечислите их через точку с запятой. 
 
Ответ: 0; -2 || 0, -2 || -2; 0  
 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4  
0,25; 0,5 

50



Задача 4. (3 балла) 
 
1. Дан треугольник ABC: AK, BL – биссектрисы, M – точка их пересечения. Оказалось, что 
треугольник AMC – равнобедренный, один из углов которых равен 150 градусам. Найдите, 

чему может быть равен периметр треугольника ABC, если известно, что AL = 2√3−3 . 

Ответ: 2 

2. Дан треугольник ABC: AK, CL – биссектрисы, M – точка их пересечения. Оказалось, что 
треугольник AMB – равнобедренный, один из углов которых равен 135 градусам. Найдите, 

чему может быть равен периметр треугольника ABC, если известно, что AL = 3√2−3 . 

Ответ: 6 

3. Дан треугольник ABC: BK, CL – биссектрисы, M – точка их пересечения. Оказалось, что 
треугольник AMC – равнобедренный, один из углов которых равен 150 градусам. Найдите, 

чему может быть равен периметр треугольника ABC, если известно, что BK = 4−2√3 . 

Ответ: 4 

 
Примеры записи ответов: 
14 
1/4 
0,25 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 10)2 - 15 = (y - 6)2. 
 
Ответ: 6  
 
2. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 6)2 - 21 = (y - 3)2. 
 
Ответ: 5 
 
3. Найдите количество решений в натуральных числах уравнения (x - 4)2 - 35 = (y - 3)2. 
 
Ответ: 3 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. В волшебной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу особенной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 23, из которых 19 дорог особенные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
Ответ: 23 
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2. В сказочной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу удивительной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать 
до какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 32, из которых 29 дорог 
удивительные. Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, 
перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 32 
 
3. В Стране Чудес некоторые города соединены дорогами так, что из любого города можно 
попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два города не 
соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу странной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 45, из которых 42 дороги странные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 45. 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 2 НОК(a, b) + 3 НОД(a, b) = 100. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
 
Ответ: 44 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 4 НОК(a, b) + 5 НОД(a, b) = 100. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
 
Ответ: 20 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 5 НОК(a, b) + 2 НОД(a, b) = 120. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
 
Ответ:  20 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. На съезде киллеров собрались 500 участников, каждый из них получил регистрационный 
номер от 1 до 500. К концу съезда оказалось, что все киллеры, кроме номера 1, убиты. 
Известно, что каждый киллер мог убивать только киллеров с большими номерами, причём 
количество его жертв не могло превышать его номера. Какое наименьшее количество 
киллеров могли участвовать в убийствах на съезде? 
 
Ответ: 9 
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2. На съезде киллеров собрались 250 участников, каждый из них получил регистрационный 
номер от 1 до 250. К концу съезда оказалось, что все киллеры, кроме номера 1, убиты. 
Известно, что каждый киллер мог убивать только киллеров с большими номерами, причём 
количество его жертв не могло превышать его номера. Какое наименьшее количество 
киллеров могли участвовать в убийствах на съезде? 
 
Ответ: 8 
 
3. На съезде киллеров собрались 1000 участников, каждый из них получил регистрационный 
номер от 1 до 1000. К концу съезда оказалось, что все киллеры, кроме номера 1, убиты. 
Известно, что каждый киллер мог убивать только киллеров с большими номерами, причём 
количество его жертв не могло превышать его номера. Какое наименьшее количество 
киллеров могли участвовать в убийствах на съезде? 
 
Ответ: 10 
 
Примеры записи ответов: 
5 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
 

1. Натуральные числа x1, x2, …, x9 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+1
x9

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 41 
 

2. Натуральные числа x1, x2, …, x11 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+ 1
x11

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 61 
 

3. Натуральные числа x1, x2, …, x13 таковы, что 

1
x1

+1
x2

+…+ 1
x13

=2
. Какое минимальное 

значения может принимать сумма этих чисел? 
 
Ответ: 85 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 0 до 7 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое минимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 13 
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2. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 1 до 9 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое минимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 18 
 
3. На клетчатой доске 6x6 стоят фишки. Оказалось, что для каждого числа n от 2 до 10 есть 
фишка, в одном столбце и в одной строке с которой стоят в сумме ровно n фишек (не считая 
её самой). Какое минимальное количество фишек может стоять на доске? 
 
Ответ: 19 
 
Примеры записи ответов: 
14 
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IX. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 9 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. На плоскости даны три точки A(1,2), B(600,601), C(800,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 800 
 
2. На плоскости даны три точки A(1,2), B(303,304), C(404,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 404 
 
3. На плоскости даны три точки A(1,2), B(450,451), C(600,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 600 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Четыре  различных нечётных числа a, b, c, d, больших единицы, таковы, что НОД(a, b) = 
НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может принимать 
a + b + c + d? 
 
Ответ: 48 
 
2. Четыре  различных числа a, b, c, d, больших единицы и не делящихся на 3, таковы, что 
НОД(a, b) = НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может 
принимать a + b + c + d? 
 
Ответ: 36 
 
3. Четыре  различных числа a, b, c, d, больших единицы и не делящихся на 5, таковы, что 
НОД(a, b) = НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может 
принимать a + b + c + d? 
 
Ответ: 24 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 3. (3 балла) 
 
1. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 5 столбиков и 7 строчек. Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 6) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
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1) 1 шаг вниз; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вверх; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вниз; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево; 2017) 2017 шагов вниз? 
 
Ответ: (2; 6) || (2, 6) || 2; 6 || 2, 6 
 
2. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 11 столбиков и 5 строчек. . Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 4) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
1) 1 шаг вниз; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вверх; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вниз; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево;  2017) 2017 шагов вниз? 
 
Ответ: (4; 1) || (4, 1) || 4; 1 || 4, 1 
 
3. 1. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 5 столбиков и 9 строчек. . Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 8) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
1) 1 шаг вверх; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вниз; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вверх; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево;  2017) 2017 шагов вверх? 
 
Ответ: (2; 1) || (2, 1) || 2; 1 || 2, 1 
Примеры записи ответа: 
(1; 7) 
 
Задача 4.  (3 балла) 
 
1. 107-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 2  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 107-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 214 
 
2. 105-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 6  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 105-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 1890 
 
3. 103-угольник вписан в окружность с диаметром XY = 4  и имеет ось симметрии, 
перпендикулярную этому диаметру. Найдите сумму квадратов расстояний от вершин 103-
угольника до точки X. 
 
Ответ: 824 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
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17 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. В клетчатой таблице 9х9 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 3, 5 и 9. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 180 
 
2. В клетчатой таблице 11х11 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 2, 4 и 7. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 210 
 
1. В клетчатой таблице 13х13 стоят числа таким образом, что в числа в каждой строчке и в 
каждом столбце образуют арифметическую прогрессию в том порядке, в котором они там 
написаны. Таблица раскрашена в два цвета в шахматном порядке. На угловых белых клетках 
таблицы стоят числа 1, 2, 3 и 6. Найдите сумму чисел на чёрных клетках таблицы. 
 
Ответ: 252 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
-17 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Дано 70 квадратных трёхчленов. Графики этих трёхчленов имеют вершины на оси x. 
Никакие три графика не пересекаются в одной точке. Какое наименьшее количество точек 
пересечения они могут образовывать? 
 
Ответ: 1190 
 
2. Дано 60 квадратных трёхчленов. Графики этих трёхчленов имеют вершины на оси x. 
Никакие три графика не пересекаются в одной точке. Какое наименьшее количество точек 
пересечения они могут образовывать? 
 
Ответ: 870 
 
1. Дано 50 квадратных трёхчленов. Графики этих трёхчленов имеют вершины на оси x. 
Никакие три графика не пересекаются в одной точке. Какое наименьшее количество точек 
пересечения они могут образовывать? 
 
Ответ: 600 
 
Примеры записи ответа: 
17 
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Задача 7.  (4 балла) 
 
1. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD: стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 30, CX = 20. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 1200 
 
2. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD:  стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 45, CX = 30. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 3060 
 
3. Окружность радиуса 60 касается трёх сторон четырёхугольника ABCD: стороны AB  в 
точке A, стороны CD в точке D и стороны BC в точке X. Оказалось, что BX = 20, CX = 45. 
Найдите площадь четырёхугольника. 
 
Ответ: 2215,2 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 8. (4 балла) 
 
1. В американской деревне жили бледнолицые, чернокожие и индейцы, всего 61 человек. На 
Хэллоуин каждый индеец подарил тыкву каждому чернокожему, каждый чернокожий 
подарил тыкву каждому бледнолицему, каждый бледнолицый подарил тыкву каждому 
индейцу. Какое наибольшее количество тыкв могло быть подарено? 
 
Ответ: 1240 
 
2. В школе было три класса: математический, гуманитарный и общеобразовательный, всего 
91 человек. На Новый Год каждый ученик математического класса послал открытку каждому 
ученику гуманитарного, каждый ученик гуманитарного класса послал открытку каждому 
ученику общеобразовательного, каждый ученик общеобразовательного класса послал 
открытку каждому ученику математического. Какое наибольшее количество открыток могло 
быть послано? 
 
Ответ: 2760 
 
3. На рок-фестивале встретились вокалисты, гитаристы и ударники, всего 121 человек. 
Каждый вокалист дал подзатыльник каждому гитаристу, каждый гитарист — каждому 
ударнику, а каждый ударник — каждому вокалисту. Какое наибольше количество 
подзатыльников могло быть получено участниками фестиваля? 
 
Ответ: 4880. 
 
Примеры записи ответа: 
17 
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Задача 9. (4 балла) 
 
1. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 составили все возможные семизначные числа, у которых все 
цифры различные. Полученные числа записали в порядке возрастания. Найдите, какое число 
будет стоять на 2016 месте. 
 
Ответ: 3657421 
 
2. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 составили все возможные семизначные числа, у которых все 
цифры различные. Полученные числа записали в порядке возрастания. Найдите, какое число 
будет стоять на 1995 месте. 
 
Ответ: 3651427 
 
3. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 составили все возможные семизначные числа, у которых все 
цифры различные. Полученные числа записали в порядке возрастания. Найдите, какое число 
будет стоять на 1972 месте. 
 
Ответ: 3641572 
 
Примеры записи ответа: 
1234567 
 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. Дан куб и 11 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с помощью 
этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных цветов. 
Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 523710 
 
2. Дан куб и 10 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с 
помощью этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных 
цветов. Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 257760 
 
3. Дан куб и 12 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с 
помощью этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных 
цветов. Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 987360 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
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X. Задания заключительного этапа олимпиады для 8 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

8 êëàññ
Ðåøåíèÿ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 21, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
14?

Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 6384.

2. (2 áàëëà) Ìàëü÷èêè ñîáèðàëè ÿáëîêè. Êàæäûé ñîáðàë ëèáî 10 ÿáëîê, ëèáî 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ñîáðàííûõ
ÿáëîê, ïðè÷¼ì áûëè è òå, è äðóãèå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 6
Ðåøåíèå: Ïðèìåð: îäèí ìàëü÷èê ñîáðàë 10 ÿáëîê, îñòàëüíûå ïî 2, âñåãî 20.
Îöåíêà: äîêàæåì, ÷òî ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà ìàëü÷èêîâ áûòü íå ìîãëî. Ìû çíàåì, ÷òî 10% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ÿáëîê � öåëîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì åãî çà k. Ïóñòü n ÷åëîâåê ñîáðàëè ïî äåñÿòü ÿáëîê, m ÷åëîâåê ïî 10%, òîãäà 10n =
(10 −m)k, òî åñòü 10n äåëèòñÿ íà 10 −m. Ïðè m = 1 èëè m = 3 ïîëó÷àåì, ÷òî 10n äåëèòñÿ íà 9 èëè 7 ñîîòâåòñòâåííî,
çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 9 èëè 7, òî åñòü ñëèøêîì áîëüøîå. Ïðè m = 2 èëè m = 4 ïîëó÷àåì, ÷òî 10n äåëèòñÿ íà 8 èëè 6
ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷èò n äåëèòñÿ íà 4 èëè 3, è m+ n > 6. Ïðè m > 5 îáùåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ õîòÿ áû íà 1 áîëüøå,
òî åñòü, îïÿòü æå, õîòÿ áû 6.

3. (3 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 xy = 6(x+ y)
xz = 4(x+ z)
yz = 2(y + z)

Îòâåò: x = y = z = 0 èëè x = −24, y = 24
5 , y = 24

7
Ðåøåíèå: Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà 0, òî îñòàëüíûå òîæå ðàâíû 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ñèñòåìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
1
6 = 1

x + 1
y

1
4 = 1

x + 1
z

1
2 = 1

z + 1
y

Ñêëàäûâàÿ äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì 1
6 + 1

4 −
1
2 = 2

x , îòêóäà −
1
12 = 2

x , òî åñòü x = −24.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 3 è ðàçëè÷íûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Ìîæåò ëè äèñêðèìèíàíò êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿòüñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì íàøè äèñêðèìèíàíòû çà d1, d2, d3 è ïóñòü d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äèñêðèìèíàíòîâ d2 ïîëó÷àåì

√
d2
3

= d3 − d1. Àíàëîãè÷íî

√
d3
3

= d2 − d1. Íî

√
d2
3

<

√
d3
3

, à

d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, òàêèõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò.

5. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ÌÈÌÈÌÈ + ÍßÍßÍß = ÎËÀËÀÎÉ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû,
ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå ÌÈ + Íß.

Îòâåò: 119
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÎËÀËÀÎÉ =(ÌÈ + Íß ) ·10101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

ÌÈ + Íß � ýòî É. Âî-âòîðûõ, åñëè ÌÈ + Íß < 100, ðåçóëüòàò áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü ÌÈ + Íß = 1ZÉ, ãäå Z
� êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÎËÀËÀÎÉ = 1ZÉ0000 + 1ZÉ00 + 1ZÉ. Åñëè É < 9, òî øåñòàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà äîëæíû
ñîâïàäàòü, íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, É= 9. Ñëåäîâàòåëüíî, È + ß = 9. Öèôðà Z � ýòî íà ñàìîì äåëå Î, òî åñòü 1.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÌÈ + Íß = 119

Ïðèìåð ñóùåñòâóåò: 848484 + 353535 = 1202019.

6. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 1002
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà 360◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü ëèøíèå 1796400◦?

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà
ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ìàêñèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè òî÷êè òîëüêî âòîðîãî òèïà è èõ áûëî 179640 : 180 = 998. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê íà ãðàíèöû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà è ïîñòðîåííûõ ðàíåå òðåóãîëüíèêîâ.

Äîáàâëÿÿ òðè âåðøèíû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 1002.

7. (4 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî óãîë A ðàâåí 60 ãðàäóñàì, à ãèïîòåíóçà AB ðàâíà
4+4

√
3. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåëè ïðÿìóþ p ïàðàëëåëüíóþ AC. Íà ïðÿìîé p ïîñòàâèëè òî÷êè D è E òàêèì îáðàçîì, ÷òî

AB = BD, BC = BE. F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è CE. Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
DEF .
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Îòâåòû:

4
√
2 + 2

√
6 + 18 + 10

√
3

2
√
3 + 2 + 2

√
2

18 + 10
√
3 + 4

√
6 + 6

√
2

2 + 2
√
3 + 2

√
6

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: ñòîðîíà AC ëåæèò íàïðîòèâ óãëà 30◦, çíà÷èò, ðàâíà

ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü 2 + 2
√
3. Òåïåðü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà âû÷èñëèì BC =

√
(4 + 4

√
3)2 − (2 + 2

√
3)2 =√

16 + 32
√
3 + 48− 4− 8

√
3− 12 =

√
36 + 24

√
3 + 12 = 6 + 2

√
3.

Òðåóãîëüíèê CBE ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé ñ ïðÿìûì óãëîì B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CE ïåðåñåêàåò p ïîä
óãëîì 45◦. Òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå B ðàâíûì 120◦ èëè 60◦ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷êè D. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò p ïîä óãëîì 60◦ èëè 30◦.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê D è E íà ïðÿìîé p òðåóãîëüíèê DEF èìååò óãëû 30, 45 è 105; 30, 135 è 15; 60,
45 è 75; 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ.

Ðàññìîòðèì âûñîòó FH â òðåóãîëüíèêå DEF . Èç âåëè÷èíû óãëà E ñëåäóåò, ÷òî EH = FH.
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëàìè 60◦ è 30◦ êàòåòû îòëè÷àþòñÿ â

√
3 ðàç, à òðåóãîëüíèê DFH èìåííî òàêîé.

Çíà÷èò, â ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ DH =
√
3FH, à â îñòàâøèõñÿ äâóõ DH =

FH√
3
. Òàêèì îáðàçîì, DE = |DH ± EH|

(çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå DEF ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå D èëè E), òî åñòü êîãäà òî÷êè

DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò B) è, ñëåäîâàòåëüíî, DE = FH|
√
3 ± 1| èëè DE = FH

∣∣∣∣∣1±
√
3

3

∣∣∣∣∣. Âûðàçèì îòñþäà FH

÷åðåç DE. Ñòîðîíà EF =
√
2 êàê ãèïîòåíóçà â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EFH, à â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå DFH ãèïîòåíóçà âäâîå áîëüøå ìåíüøåãî êàòåòà.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü èñêîìûé ïåðèìåòð â êàæäîì ñëó÷àå îòäåëüíî.
Óãëû 30, 45 è 105 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 6

√
3+10.

FH =
DE√
3 + 1

=
6
√
3 + 10√
3 + 1

=
1

2
(6
√
3 + 10)(

√
3− 1) = 4 + 2

√
3, òîãäà EF = 4

√
2 + 2

√
6 è DF = 2FH = 8 + 4

√
3. Ïîëó÷àåì

ïåðèìåòð, ðàâíûé 4
√
2 + 2

√
6 + 18 + 10

√
3.

Óãëû 30, 135 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD −BE = AB −BC = 2
√
3− 2.

FH =
DE√
3− 1

= 2, òîãäà EF = 2
√
2 è DF = 2FH = 4. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 2

√
3 + 2 + 2

√
2.

Óãëû 60, 45 è 75; ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 6
√
3+10.

FH =
DE
√
3
3 + 1

=
√
3 · DE√

3 + 1
= 4
√
3 + 6, òîãäà EF = 4

√
6 + 6

√
2 è DF =

2√
3
FH = 8 + 4

√
3. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

18 + 10
√
3 + 4

√
6 + 6

√
2.

Óãëû 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD −BE = AB −BC = 2
√
3− 2.

FH =
DE

1−
√
3
3

=
√
3 · DE√

3− 1
= 2
√
3, òîãäà EF = 2

√
6, è DF =

2√
3
FH = 4. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 2 + 2

√
3 + 2

√
6.

8. (5 áàëëîâ) Íà îñòðîâå Ãëàçíîì æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
Êðîìå òîãî, âñå æèòåëè îñòðîâà ëèáî ñèíåãëàçûå, ëèáî êàðåãëàçûå. Îäíàæäû âñòðåòèëèñü 100 æèòåëåé îñòðîâà, ïîñëå
÷åãî êàæäûé ñêàçàë êàæäîìó îäíó èç äâóõ ôðàç: �Òû ëæåö� èëè �Òû ñèíåãëàçûé�, ïðè÷¼ì ôðàç �Òû ëæåö� áûëî áîëüøå
ïîëîâèíû. Êàêîå êîëè÷åñòâî êàðåãëàçûõ ìîãëî áûòü íà îñòðîâå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî
äðóãèõ íåò.

Îòâåò: Îòâåò îò 46 äî 54.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî íà âñòðå÷å íå ìîãëî áûòü êàðåãëàçûõ ðûöàðåé è ñèíåãëàçûõ ëæåöîâ, òàê êàê ïåðâûì íå

ìîæåò ñêàçàòü óêàçàííóþ ôðàçó íè îäèí ðûöàðü, à âòîðûì � íè îäèí ëæåö. Çíà÷èò, îñòðîâèòÿíå íà âñòðå÷å äåëÿòñÿ íà
ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé è êàðåãëàçûõ ëæåöîâ. Íî òîãäà ôðàçó �Òû ëæåö� ãîâîðèëè äðóã äðóãó ëþäè ñ ðàçíûì öâåòîì ãëàç,
à ôðàçó �Òû ñèíåãëàçûé� � ñ îäèíàêîâûì.

Ïóñòü ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé 50 + k, à êàðåãëàçûõ ëæåöîâ 50− k. Ìû ìîæåì ââåñòè òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, òàê êàê ñóììà
ýòèõ ÷èñåë 100. Ïðè ýòîì k öåëîå, íî íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ôðàç �Òû ëæåö� ñîñòàâëÿåò 2(50 + k)(50− k) = 2 · 502 − 2k2. Ìû çíàåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ýòèõ
ôðàç áîëüøå ïîëîâèíû, òî åñòü áîëüøå, ÷åì 100 · 99/2 = 4950. Èòàê, 5000− 2k2 > 4950, îòêóäà 2k2 < 50, òî åñòü |k| < 5.
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ëæåöîâ îòëè÷àåòñÿ îò 50 íå áîëåå ÷åì íà 4, òî åñòü íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 46 äî 54, ïðè÷¼ì âñå
ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, âîçìîæíû.
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2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð 14, êîòîðîå äåëèòñÿ íà
14?

Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 6314.

2. (2 áàëëà) Ìàëü÷èêè ñîáèðàëè ÿáëîêè. Êàæäûé ñîáðàë ëèáî 20 ÿáëîê, ëèáî 20% îò îáùåãî êîëè÷åñòâà ñîáðàííûõ
ÿáëîê, ïðè÷¼ì áûëè è òå, è äðóãèå. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ ìîãëî áûòü?

Îòâåò: 2
Ðåøåíèå: Ïðèìåð: îäèí ìàëü÷èê ñîáðàë 5 ÿáëîê, âòîðîé 20.
Îöåíêà: ïî óñëîâèþ ðåáÿò õîòÿ áû äâîå.

3. (3 áàëëà) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

 xy = 5(x+ y)
xz = 4(x+ z)
yz = 2(y + z)

Îòâåò: x = y = z = 0 èëè x = −40, y = 40
9 , y = 40

11
Ðåøåíèå: Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè îäíà èç ïåðåìåííûõ ðàâíà 0, òî îñòàëüíûå òîæå ðàâíû 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ñèñòåìó ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â
1
5 = 1

x + 1
y

1
4 = 1

x + 1
z

1
2 = 1

z + 1
y

Ñêëàäûâàÿ äâà ïåðâûõ óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì 1
5 + 1

4 −
1
2 = 2

x , îòêóäà −
1
20 = 2

x , òî åñòü x = −40.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå.

4. (3 áàëëà) Äàíû òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 2 è ðàçëè÷íûìè íåîòðèöàòåëüíûìè äèñ-
êðèìèíàíòàìè. Ìîæåò ëè äèñêðèìèíàíò êàæäîãî èç íèõ ÿâëÿòüñÿ êîðíåì äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé?

Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå: Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì íàøè äèñêðèìèíàíòû çà d1, d2, d3 è ïóñòü d1 < d2 < d3.
Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ � ýòî êîðåíü èç äèñêðèìèíàíòà, ðàçäåë¼ííûé íà ñòàðøèé êîýôôè-

öèåíò, äëÿ óðàâíåíèÿ ñ äèñêðèìèíàíòîâ d2 ïîëó÷àåì

√
d2
2

= d3 − d1. Àíàëîãè÷íî

√
d3
2

= d2 − d1. Íî

√
d2
2

<

√
d3
2

, à

d3 − d1 > d2 − d1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò, òàêèõ óðàâíåíèé íå ñóùåñòâóåò.

5. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ËßËßËß + ÔÓÔÓÔÓ = ÃÃÛÃÛÛÐ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû,
ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå Ëß + ÔÓ.

Îòâåò: 109
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÃÃÛÃÛÛÐ =( Ëß + ÔÓ ) ·10101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

Ëß + ÔÓ � ýòî Ð. Âî-âòîðûõ, åñëè Ëß + ÔÓ < 100, ðåçóëüòàò áóäåò ÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü Ëß + ÔÓ = 1ZÐ, ãäå Z
� êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÎËÀËÀÎÉ = 1ZÐ0000+1ZÐ00+1ZÐ. Åñëè Ð < 9, òî øåñòàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà äîëæíû ñîâïàäàòü,
íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, Ð= 9 è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðà (Ã) áîëüøå øåñòîé (Û) íà åäèíèöó èç-çà îáðàçîâàâøåãîñÿ ïåðåíîñà
èç ïÿòîãî ðàçðÿäà â ÷åòâ¼ðòûé.

Ñëåäîâàòåëüíî, ß + Ó = 9. Öèôðà Z � ýòî íà ñàìîì äåëå Û, òî åñòü Ã −1 = 0. Ïîëó÷àåòñÿ, Ëß + ÔÓ = 109.
Ïðèìåð ñóùåñòâóåò, äåéñòâèòåëüíî 757575 + 343434 = 1101009.

6. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå ðàçëè÷íûõ òî÷åê
ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 503
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà 360◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü ëèøíèå 1796400◦?

Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ, äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà
ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ
ìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè òî÷êè òîëüêî ïåðâîãî òèïà è èõ áûëî 179640 : 360 = 499. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì äîáàâëåíèåì íîâûõ òî÷åê âíóòðü (íå íà ãðàíèöó) óæå èìåþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Äîáàâëÿÿ ÷åòûðå âåðøèíû èñõîäíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 503.

7. (4 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, ó êîòîðîãî óãîë A ðàâåí 60 ãðàäóñàì, à ãèïîòåíóçà AB ðàâíà
2+2

√
3. ×åðåç âåðøèíó B ïðîâåëè ïðÿìóþ p ïàðàëëåëüíóþ AC. Íà ïðÿìîé p ïîñòàâèëè òî÷êè D è E òàêèì îáðàçîì, ÷òî

AB = BD, BC = BE. F � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AD è CE. Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
DEF .

Îòâåòû:

2
√
2 +
√
6 + 9 + 5

√
3

√
3 + 1 +

√
2

9 + 5
√
3 + 2

√
6 + 3

√
2
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1 +
√
3 +
√
6

Ðåøåíèå: Ñíà÷àëà âû÷èñëèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC: ñòîðîíà AC ëåæèò íàïðîòèâ óãëà 30◦, çíà÷èò, ðàâíà ïîëî-

âèíå ãèïîòåíóçû, òî åñòü 1+
√
3. Òåïåðü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà âû÷èñëèìBC =

√
(2 + 2

√
3)2 − (1 + 1

√
3)2 =

√
4 + 8

√
3 + 12− 1− 2

√
3− 3 =√

9 + 6
√
3 + 3 = 6 + 2

√
3.

Òðåóãîëüíèê CBE ïðÿìîóãîëüíûé ðàâíîáåäðåííûé ñ ïðÿìûì óãëîì B, ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ CE ïåðåñåêàåò p ïîä
óãëîì 45◦. Òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ïðè âåðøèíå B ðàâíûì 120◦ èëè 60◦ â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷êè D. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåò p ïîä óãëîì 60◦ èëè 30◦.

Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê D è E íà ïðÿìîé p òðåóãîëüíèê DEF èìååò óãëû 30, 45 è 105; 30, 135 è 15; 60,
45 è 75; 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ.

Ðàññìîòðèì âûñîòó FH â òðåóãîëüíèêå DEF . Èç âåëè÷èíû óãëà E ñëåäóåò, ÷òî EH = FH.
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñ óãëàìè 60◦ è 30◦ êàòåòû îòëè÷àþòñÿ â

√
3 ðàç, à òðåóãîëüíèê DFH èìåííî òàêîé.

Çíà÷èò, â ïåðâûõ äâóõ âàðèàíòàõ DH =
√
3FH, à â îñòàâøèõñÿ äâóõ DH =

FH√
3
. Òàêèì îáðàçîì, DE = |DH ± EH|

(çíàê ìèíóñ ïîÿâëÿåòñÿ â òóïîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå DEF ñ òóïûì óãëîì ïðè âåðøèíå D èëè E), òî åñòü êîãäà òî÷êè

DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò B) è, ñëåäîâàòåëüíî, DE = FH|
√
3 ± 1| èëè DE = FH

∣∣∣∣∣1±
√
3

3

∣∣∣∣∣. Âûðàçèì îòñþäà FH

÷åðåç DE. Ñòîðîíà EF =
√
2 êàê ãèïîòåíóçà â ïðÿìîóãîëüíîì ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EFH, à â ïðÿìîóãîëüíîì

òðåóãîëüíèêå DFH ãèïîòåíóçà âäâîå áîëüøå ìåíüøåãî êàòåòà.
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü èñêîìûé ïåðèìåòð â êàæäîì ñëó÷àå îòäåëüíî.
Óãëû 30, 45 è 105 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 3

√
3+5.

FH =
DE√
3 + 1

=
3
√
3 + 5√
3 + 1

=
1

2
(3
√
3 + 5)(

√
3 − 1) = 2 +

√
3, òîãäà EF = 2

√
2 +
√
6 è DF = 2FH = 4 + 2

√
3. Ïîëó÷àåì

ïåðèìåòð, ðàâíûé 2
√
2 +
√
6 + 9 + 5

√
3.

Óãëû 30, 135 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD − BE = AB − BC =
√
3 − 1.

FH =
DE√
3− 1

= 1, òîãäà EF =
√
2 è DF = 2FH = 2. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

√
3 + 1 +

√
2.

Óãëû 60, 45 è 75; ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè B è DE = BD+BE = AB+BC = 3
√
3+5.

FH =
DE
√
3
3 + 1

=
√
3 · DE√

3 + 1
= 2
√
3 + 3, òîãäà EF = 2

√
6 + 3

√
2 è DF =

2√
3
FH = 4 + 2

√
3. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé

9 + 5
√
3 + 2

√
6 + 3

√
2.

Óãëû 120, 45 è 15 ãðàäóñîâ. Òî÷êè DE ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò òî÷êè B è DE = BD − BE = AB − BC =
√
3 − 1.

FH =
DE

1−
√
3
3

=
√
3 · DE√

3− 1
=
√
3, òîãäà EF =

√
6, è DF =

2√
3
FH = 2. Ïîëó÷àåì ïåðèìåòð, ðàâíûé 1 +

√
3 +
√
6.

8. (5 áàëëîâ) Íà îñòðîâå Âîëîñàòîì æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
Êðîìå òîãî, âñå æèòåëè îñòðîâà ëèáî áëîíäèíû, ëèáî áðþíåòû. Îäíàæäû âñòðåòèëèñü 200 æèòåëåé îñòðîâà, ïîñëå ÷åãî
êàæäûé ñêàçàë êàæäîìó îäíó èç äâóõ ôðàç: �Òû ëæåö� èëè �Òû áëîíäèí�, ïðè÷¼ì ôðàç �Òû ëæåö� áûëî áîëüøå ïîëîâèíû.
Êàêîå êîëè÷åñòâî áëîíäèíîâ ìîãëî áûòü íà îñòðîâå? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: Îòâåò îò 93 äî 107.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî íà âñòðå÷å íå ìîãëî áûòü êàðåãëàçûõ ðûöàðåé è ñèíåãëàçûõ ëæåöîâ, òàê êàê ïåðâûì íå

ìîæåò ñêàçàòü óêàçàííóþ ôðàçó íè îäèí ðûöàðü, à âòîðûì � íè îäèí ëæåö. Çíà÷èò, îñòðîâèòÿíå íà âñòðå÷å äåëÿòñÿ íà
ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé è êàðåãëàçûõ ëæåöîâ. Íî òîãäà ôðàçó �Òû ëæåö� ãîâîðèëè äðóã äðóãó ëþäè ñ ðàçíûì öâåòîì ãëàç,
à ôðàçó �Òû ñèíåãëàçûé� � ñ îäèíàêîâûì.

Ïóñòü ñèíåãëàçûõ ðûöàðåé 100+k, à êàðåãëàçûõ ëæåöîâ 100−k. Ìû ìîæåì ââåñòè òàêèå îáîçíà÷åíèÿ, òàê êàê ñóììà
ýòèõ ÷èñåë 200. Ïðè ýòîì k öåëîå, íî íå îáÿçàòåëüíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ôðàç �Òû ëæåö� ñîñòàâëÿåò 2(100 + k)(100 − k) = 2 · 1002 − 2k2. Ìû çíàåì, ÷òî êîëè÷åñòâî
ýòèõ ôðàç áîëüøå ïîëîâèíû, òî åñòü áîëüøå, ÷åì 200 · 199/2 = 19900. Èòàê, 20000 − 2k2 > 19900, îòêóäà 2k2 < 100, òî
åñòü |k| <

√
50. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ëæåöîâ îòëè÷àåòñÿ îò 100 íå áîëåå ÷åì íà 7, òî åñòü íàõîäèòñÿ â äèàïàçîíå îò 93 äî

107 âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷¼ì âñå ñèòóàöèè, î÷åâèäíî, âîçìîæíû.
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XI. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 8 класса  
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Задача 1.  (2 балла) 
 
1. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 22 часа (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 19 
 
2. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 21 час (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 18 
 
3. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 20 часов (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 17 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Найдите количество решений уравнения xy+2x+13y=4 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 16 
 
2. Найдите количество решений уравнения xy+3x+11y=3 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 18 
 
3. Найдите количество решений уравнения xy+5x+7y=29 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 14 
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Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны BC в полтора раза больше длины стороны AB. 
Точка M — середина стороны AB. Точка K на стороне AD такова, что DK = BM. Точка L — 
пересечение прямой CK и серединного перпендикуляра к отрезку AK. Известно, что MK = 5. 
Найдите длину отрезка CL. 
 
Ответ: 10 
 
2. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны AD в полтора раза больше длины стороны AB. 
Точка M — середина стороны CD. Точка N на стороне BC такова, что BN = DM. Точка K — 
пересечение прямой AN и серединного перпендикуляра к отрезку CN. Известно, что MN = 6. 
Найдите длину отрезка AK. 
 
Ответ: 12 
 
3. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны BC в полтора раза меньше длины стороны AB. 
Точка K — середина стороны AD. Точка L на стороне CD такова, что CL = AK. Точка M — 
пересечение прямой BL и серединного перпендикуляра к отрезку DL. Известно, что KL = 4. 
Найдите длину отрезка BM. 
 
Ответ: 8 
 
Примеры записи ответов: 
14 
0,5 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. В волшебной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу особенной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 23, из которых 19 дорог особенные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 23 
 
2. В сказочной стране некоторые города соединены дорогами так, что из любого города 
можно попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города. Никакие два 
города не соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу удивительной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать 
до какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 32, из которых 29 дорог 
удивительные. Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, 
перечислите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 32 
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3. В Стране Чудес некоторые города соединены дорогами так, что из любого города можно 
попасть в любой другой город, возможно через какие-то ещё города.Никакие два города не 
соединены напрямую более чем одной дорогой. 
Назовем дорогу странной, если при ее закрытии из какого-то города нельзя будет доехать до 
какого-то другого. Известно, что в стране всего дорог 45, из которых 42 дороги странные. 
Сколько городов может быть в стране? Если правильных ответов несколько, перечислите их 
через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 45. 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Из 100 прямоугольных треугольников с катетами 1 и 2 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 202 
 
2. Из 50 прямоугольных треугольников с катетами 1 и 3 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 152 
 
3. Из 60 прямоугольных треугольников с катетами 2 и 3 составили прямоугольник. Какое 
наибольшее значение может принимать его периметр? 
 
Ответ: 184 
 
 
Примеры записи ответов: 
14 
0,5 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 24-часовом формате. Все они идут с одинаковой скоростью, но 
показывают абсолютно разное время: число часов на экране любых двух различных часов 
различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наименьшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
 
Ответ: 7 
 
2. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 24-часовом формате. Все они идут с одинаковой скоростью, но 
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показывают абсолютно разное время: число часов на экране любых двух различных часов 
различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наибольшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
 
Ответ: 23 
 
3. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 12-часовом формате (число часов на экране часов меняется от 1 до 
12) . Все они идут с одинаковой скоростью, но показывают абсолютно разное время: число 
часов на экране любых двух различных часов различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наибольшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
 
Ответ: 11 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Клетчатая таблица 7х7 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 12. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 204 
 
2. Клетчатая таблица 13х13 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 10. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 570 
 
3. Клетчатая таблица 10х10 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 9. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 306 
 
Примеры записи ответов: 
14 
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Задача 8. (3 балла) 
 
1. На горке 6 девочек катаются паровозиком. Сколькими различными способами они могут 
съехать, если две девочки поссорились и не хотят сидеть рядом друг с другом? 
 
Ответ:480 
 
2. На горке 4 девочки и 2 мальчика катаются паровозиком. Сколькими различными 
способами они могут съехать, если одна из девочек очень стесняется сидеть между двумя 
мальчиками? 
 
Ответ: 672 
 
3. На горке 6 детей катаются паровозиком. Сколькими различными способами они могут 
съехать, если один из детей со странностями и считает, что ему ехать на четных местах 
противопоказано. 
 
Ответ: 360 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 9. (3 балла) 
 
1. ABCD — параллелограмм площади 120. M — точка пересечения его диагоналей, K — 
точка на  стороне AD такая, что AD=3 AK. Найдите площадь треугольника BMK. 
 
Ответ: 20 
 
2. ABCD — параллелограмм площади 360. M — точка пересечения его диагоналей, K — 
точка на  стороне AD такая, что AD=3 AK, L — точка на  стороне CD такая, что CD=3 CK. 
Найдите площадь треугольника KLM. 
 
Ответ: 40 
 
3. ABCD — параллелограмм площади 120. K — середина стороны AD, L — середина CD. 
Найдите площадь треугольника BKL. 
 
Ответ: 45 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 2 НОК(a, b) + 3 НОД(a, b) = 100. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
 
Ответ: 44 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 4 НОК(a, b) + 5 НОД(a, b) = 100. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
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Ответ: 20 
 
1. Натуральные числа a и b таковы, что 5 НОК(a, b) + 2 НОД(a, b) = 120. Найдите наибольшее 
возможное значение числа a. 
 
Ответ:  20 
 
Примеры записи ответов: 
14 
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XII. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 8 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Два равносторонних треугольника со сторонами 10 и 8 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 
Ответ: 18 
 
2. Два равносторонних треугольника со сторонами 10 и 11 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 
Ответ: 21 
 
3. Два равносторонних треугольника со сторонами 7 и 8 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 
Ответ: 15 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1 вариант: В таблице 10х10 раскрасили 18 клеток и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 32 
 
2 вариант: В таблице 9x9 раскрасили 25 клеток и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 46 
 
3 вариант: В таблице 11x11 раскрасили 32 клетки и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 60 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 3. (3 балла) 
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1. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 40% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 70% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 6 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 15 минут, после 
чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 

Ответ: 77 
 
2. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 65% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 70% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 7 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 30 минут, после 
чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 
 
Ответ: 56  
 
3. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 55% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 75% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 5 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 40 минут, после 
чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 
Ответ: 96 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, лучи BA и CD пересекаются в точке P, лучи AD и 
BC – в точке Q. Известно, что угол PAD равен 120 градусам, угол APD равен 40 градусам. 
Найдите градусную меру угла ABC, если оказалось, что треугольники PAD и BDQ равны.  
Если правильных ответов несколько, запишите их через запятую или точку с запятой. 

Ответ: 80, 100 || 80; 100 || 100; 80 || 100, 80 

 
2. Дан выпуклый четырехугольник ABCD, точка P является точкой пересечения сторон AB и 
CD, тогда Q является пересечений сторон AD и BC. Известно, что угол PAD равен 130 
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градусам, угол APD равен 40 градусам. Найдите градусную меру угла ABC, если оказалось, 
что треугольники PAD и BDQ равны. 
Если правильных ответов несколько, запишите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 90, 120 || 90; 120 || 120; 90 || 120, 90 
 
3 вариант: Дан выпуклый четырехугольник ABCD, точка P является точкой пересечения 
сторон AB и CD, тогда Q является пересечений сторон AD и BC. Известно, что угол PAD 
равен 110 градусам, угол APD равен 40 градусам. Найдите градусную меру угла ABC, если 
оказалось, что треугольники PAD и BDQ равны. 
Если правильных ответов несколько, запишите их через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 70, 80 || 80, 70 || 80; 70 || 80; 70 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. На плоскости даны три точки A(1,2), B(600,601), C(800,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 800 
 
2. На плоскости даны три точки A(1,2), B(303,304), C(404,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 404 
 
3. На плоскости даны три точки A(1,2), B(450,451), C(600,1). Найдите количество 
целочисленных точек на сторонах треугольника ABC. 
 
Ответ: 600 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Четыре  различных нечётных числа a, b, c, d, больших единицы, таковы, что НОД(a, b) = 
НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может принимать 
a + b + c + d? 
 
Ответ: 48 
 
2. Четыре  различных числа a, b, c, d, больших единицы и не делящихся на 3, таковы, что 
НОД(a, b) = НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может 
принимать a + b + c + d? 
 
Ответ: 36 
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3. Четыре  различных числа a, b, c, d, больших единицы и не делящихся на 5, таковы, что 
НОД(a, b) = НОД(c, d) и НОК(a, b) = НОК(c, d). Какое наименьшее значение может 
принимать a + b + c + d? 
 
Ответ: 24 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 2016. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 1968; 2010 || 2010; 1968 || 2010, 1968 || 1968, 2010 
 
2. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 3030. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 2978; 3020 || 3020; 2978 || 3020, 2978 || 2978, 3020 
 
3. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 4023. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 3969; 4011 || 4011; 3969 || 4011, 3969 ||  3969, 4011 
 
Примеры записи ответа: 
1234; 5678 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 101 зверь. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 33 
 
2. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 122 зверя. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 40 
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3. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 134 зверя. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 44  
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 5 столбиков и 7 строчек. Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 6) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
1) 1 шаг вниз; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вверх; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вниз; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево; 2017) 2017 шагов вниз? 
 
Ответ: (2; 6) || (2, 6) || 2; 6 || 2, 6 
 
2. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 11 столбиков и 5 строчек. . Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 4) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
1) 1 шаг вниз; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вверх; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вниз; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево;  2017) 2017 шагов вниз? 
 
Ответ: (4; 1) || (4, 1) || 4; 1 || 4, 1 
 
3. 1. В компьютерной игре черепашка движется по заданной программе по клетчатому экрану 
компьютера, содержащему 5 столбиков и 9 строчек. . Изначально она находится в левом 
нижнем углу экрана — на клетке, заданной координатами (0, 0). Если согласно программе 
черепашка должна выйти за пределы экрана, она появляется с другой стороны — например, 
сделав один шаг наверх  с клетки (3, 8) черепашка окажется в клетке (3, 0). Где окажется 
черепашка после выполнения следующей программы: 
1) 1 шаг вверх; 2) 2 шага вправо; 3) 3 шага вниз; 4) 4 шага влево; 5) 5 шагов вверх; 6) 6 шагов 
вправо; … ; 2016) 2016 шагов влево;  2017) 2017 шагов вверх? 
 
Ответ: (2; 1) || (2, 1) || 2; 1 || 2, 1 
Примеры записи ответа: 
(1; 7) 
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Задача 10. (5 баллов) 
 
1. Дан куб и 11 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с помощью 
этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных цветов. 
Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 523710 
 
2. Дан куб и 10 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с 
помощью этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных 
цветов. Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 257760 
 
3. Дан куб и 12 красок. Найдите количество способов раскрасить грани этого куба с 
помощью этих красок (каждую грань — в один цвет) так, чтобы соседние грани были разных 
цветов. Раскраски, отличающиеся поворотом, считаются различными. 
 
Ответ: 987360 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
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XIII. Задания заключительного этапа олимпиады для 7 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

7 êëàññ
Ðåøåíèÿ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ïîäðÿä áåç ïðîáåëîâ âûïèñàëè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ:
1234567891011 . . .. Êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 2017 ìåñòå â ïîëó÷èâøåìñÿ äëèííîì ÷èñëå?

Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå: Ïåðâûå 9 öèôð ñîäåðæàòñÿ â îäíîçíà÷íûõ ÷èñëàõ, ñëåäóþùèå 180 � â äâóçíà÷ûõ.

2017 − 180 − 9 = 1828. Äàëåå, 1828 : 3 = 6091
3
. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 2017-àÿ öèôðà � ýòî ïåðâàÿ

öèôðà â 610-îì òð¼õçíà÷íîì ÷èñëå, ò.å. â ÷èñëå 709. Òàêèì îáðàçîì, ýòî öèôðà 7.

2. (2 áàëëà) Â êëàññå ñîáðàëèñü 10 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, âñåãäà ñîîá-
ùàþùèé ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäîãî èç íèõ ïîïðîñèëè íàçâàòü ñíà÷àëà
÷èñëî ðûöàðåé â êîìíàòå, çàòåì ÷èñëî ëæåöîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå ÷èñëî îò 0 äî 9 íàçâàíî
ðîâíî ïî äâà ðàçà. Ñêîëüêî ìîãëî áûòü â êëàññå ðûöàðåé? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòå è
äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: îò 0 äî 2.
Ðåøåíèå: Òàê êàê ðûöàðè íà âñå âîïðîñû äàþò îäèíàêîâûå îòâåòû, èõ íå ìîæåò áûòü áîëü-

øå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ îòâåòîâ, ò.å. ÷åì 2. Ïðèìåðû âñåõ âàðèàíòîâ ëåãêî
ïîñòðîèòü. Åñëè ðûöàðåé äâîå, îíè îòâå÷àþò ïðàâäó, êàæäûé èç ëæåöîâ âûáèðàåò ñåáå îäíî èç
÷èñåë, êðîìå 2 è 8, è îáà ðàçà íàçûâàåò âûáðàííîå ÷èñëî. Åñëè ðûöàðü îäèí, âîñåìü ëæåöîâ
íàçûâàþò êàæäûé ñâî¼ ÷èñëî, êðîìå 1 è 9, à äåâÿòûé ëæåö íàçûâàåò 9 è 1 â íåïðàâèëüíîì
ïîðÿäêå. Åñëè ðûöàðåé íåò, íà âîïðîñ î ÷èñëå ðûöàðåé âñå íàçûâàþò ÷¼òíûå ÷èñëà, à íà âîïðîñ
î ÷èñëå ëæåöîâ � íå÷¼òíûå.

3. (3 áàëëà) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó íà èçíà÷àëüíî áåëîì êëåò÷àòîì ïîëå 101 × 101.
Ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ è îí ñâîèì ïåðâûì õîäîì ìîæåò çàêðàñèòü ÷¼ðíûì öâåòîì îäíó êëåòêó.
Êàæäûì ñëåäóþùèì õîäîì èãðîê ìîæåò çàêðàñèòü ÷¼ðíûì ëþáîé âåðòèêàëüíûé èëè ãîðèçîí-
òàëüíûé áåëûé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê 1× n íà ýòîì ïîëå, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè
ýòîì îíî ìîæåò ëèáî ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, òîëüêî ÷òî çàêðàøåííûõ äðóãèì èãðî-
êîì, ëèáî ïðåâîñõîäèòü åãî íà îäèí. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå îáîèõ ñîïåðíèêîâ?

Îòâåò: Âûèãðûâàåò ïåðâûé èãðîê � Ïåòÿ.
Ðåøåíèå: Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà òàêîâà: ïåðâûì õîäîì îí ïåðåêðàøèâàåò

öåíòðàëüíóþ êëåòêó, à äàëüøå õîäèò ñèììåòðè÷íî ñîïåðíèêó îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïîëÿ. Òàêèì
îáðàçîì, ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà ïîçèöèÿ íà ïîëå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî öåíòðà, à çíà÷èò
íà ëþáîé õîä ñîïåðíèêà ó íåãî ñíîâà åñòü ñèììåòðè÷íûé îòâåò. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòüñÿ áåç
õîäà ìîæåò òîëüêî âòîðîé, çíà÷èò, ïåðâûé âûèãðûâàåò.

4. (3 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð
23, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 23?

Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 7682 = 23 · 334.
Ðåøåíèå: Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå çàêëþ÷åíî â îòâåòå, íî äàâàéòå ïîÿñíèì êàê íàéòè òà-

êîå ÷èñëî. Ñóììà öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, êàê è ñóììà
èñõîäíûõ ÷èñåë. Ïðåäñòàâèì 23 â âèäå ðàçíîñòè ÷èñëà, êðàòíîãî 5 è ÷èñëà, êðàòíîãî äåâÿòè:
23 = 5 · 10− 3 · 9. Çíà÷èò, íàì íóæíî ïîäîáðàòü òð¼õçíà÷íûé ìíîæèòåëü ñ ñóììîé öèôð 10.

Âîò âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû: 1679, 1886, 3749, 3956, 4577, 4784, 4991, 5198, 5819, 6647, 6854,
7268, 7475, 7682, 8096, 8717, 8924, 9338, 9545, 9752.

5. (3 áàëëà) Òî÷êè B è D âçÿòû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé AC. Îòðåçêè BH è DF �
ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå íà îòðåçîê AC èç òî÷åê B è D ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî
AH = HF = FC è DH = AB. Äîêàæèòå, ÷òî BC = AD.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â òðåóãîëüíèêå ABF îòðåçîê BH ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé, ñëåäîâà-
òåëüíî, AB = BF . Àíàëîãè÷íî â òðåóãîëüíèêå CDH âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî CD = DH. Êðîìå
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òîãî, DH = AB è AF = CH, çíà÷èò, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òðåòüåìó ïðèçíàêó. Îòñþäà
∠BAC = ∠ACD. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ÷òî òðåóãîëüíèêè ABC è CDA ðàâíû ïî ïåðâîìó
ïðèçíàêó, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

6. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ÆÀËÎ + ËÎÆÀ = ÎÑÅÍÜ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäè-
íàêîâûå öèôðû, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå çíà÷åíèå áóêâû À.

Îòâåò: 8
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÎÑÅÍÜ =( ÆÀ + ËÎ ) · 101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò,

÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÆÀ + ËÎ � ýòî Ü. Âî-âòîðûõ, åñëè ÆÀ + ËÎ < 100, ðåçóëüòàò áóäåò
÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü ÆÀ + ËÎ = 1XÜ, ãäå X � êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÎÑÅÍÜ = 1XÜ00 + 1XÜ. Åñëè Ü < 9, òî âòîðàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà
äîëæíû ñîâïàäàòü, íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, Ü= 9. Ñëåäîâàòåëüíî, À + Î = 9. Íî Î ýòî
1, çíà÷èò À ýòî 8.

Ïðèìåðîâ ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, 7861+6178=14039.

7. (4 áàëëà) Ó Àëèñû è Áîáà åñòü òðè ðàâíûõ îòðåçêà. Ñíà÷àëà Àëèñà ëîìàåò îäèí èç
îòðåçêîâ íà äâå íåðàâíûå ÷àñòè. Çàòåì Áîá ëîìàåò äðóãîé èç èñõîäíûõ îòðåçêîâ íà äâå ëþáûå
÷àñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïÿòü îòðåçêîâ, èç êîòîðûõ äåñÿòüþ ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü
òðè îòðåçêà. Àëèñà âûèãðûâàåò, åñëè õîòÿ áû 4 èç ýòèõ äåñÿòè ñïîñîáîâ äàþò òðîéêè îòðåçêîâ,
îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Áîá. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå îáîèõ ñîïåðíèêîâ?

Îòâåò: Âûèãðûâàåò Áîá.
Ðåøåíèå: Ïóñòü èñõîäíûå îòðåçêè èìåþò äëèíó 1, à Àëèñà ñëîìàëà îäèí èç îòðåçêîâ íà

÷àñòè x è 1−x, ïóñòü òàêæå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè x < 1−x. Òîãäà Áîáó íàäî ñëîìàòü îòðåçîê íà
÷àñòè 1− y è y òàê ÷òîáû y áûë î÷åíü ìàëåíüêèì, à èìåííî, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà y < x, ,
y < (1− x)− x è y < (1− y)− (1− x), òî åñòü 2y < x. ßñíî, ÷òî îí ìîæåò âûáðàòü òàêîé y.

Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà: ÷òîáû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áîëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà áûëà ìåíüøå ñóììû äâóõ îñòàâ-
øèõñÿ. Ïðè òàêîì âûáîðå y îíî íå áîëüøå ðàçíîñòè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äðóãèìè îòðåçêàìè,
à çíà÷èò, íå ìîæåò îáðàçîâàòü òðåóãîëüíèê íè ñ êàêèìè èç íèõ. Òðîåê, êîòîðûå âêëþ÷àþò â
ñåáÿ îòðåçîê y, ðîâíî 6. Êðîìå òîãî, îñòàâøèéñÿ îòðåçîê äëèíû 1, è îòðåçêè, êîòîðûå ïîëó÷èëà
Àëèñà òàêæå íå îáðàçóþò òðåóãîëüíèê. Ýòî ñåäüìàÿ òðîéêà îòðåçêîâ, íå îáðàçóþùàÿ òðåóãîëü-
íèê. Òàêèì îáðàçîì, Àëèñå îñòà¼òñÿ òîëüêî 3 òðîéêè, êîòîðûå ìîãóò îáðàçîâàòü òðåóãîëüíèê,
è îíà ïðîèãðûâàåò.

8. (4 áàëëà) Òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå
ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 1002
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà 180◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü

ëèøíèå 179820◦? Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ,
äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî èç
òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû áûëè
òî÷êè òîëüêî âòîðîãî òèïà è èõ áûëî 179820 : 180 = 999. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì
äîáàâëåíèåì íîâûõ âåðøèí íà ñòîðîíû óæå èìåþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ.

Äîáàâëÿÿ òðè âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 1002.
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
12 ìàðòà 2017 ã.

7 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ïîäðÿä áåç ïðîáåëîâ âûïèñàëè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 999 äî 1 â ïîðÿäêå
óáûâàíèÿ: 999998 . . . 321. Êàêàÿ öèôðà ñòîèò íà 2710 ìåñòå â ïîëó÷èâøåìñÿ äëèííîì ÷èñëå?

Îòâåò: 9.
Ðåøåíèå: Ïåðâûå 3 ·900 = 2700 öèôð ñîäåðæàòñÿ â òð¼õçíà÷íûõ ÷èñëàõ. Çíà÷èò, íàì íóæíî

îòñ÷èòàòü åù¼ 10 öèôð â äâóçíà÷íûõ ÷èñëàõ. Òî åñòü, íàì íóæíà ïåðâàÿ öèôðà ÷åòâ¼ðòîãî ïî
âåëè÷èíå äâóçíà÷íîãî ÷èñëà. Ýòî ÷èñëî � ýòî 96, çíà÷èò, íàì íóæíà öèôðà 9.

2. (2 áàëëà) Â êëàññå ñîáðàëèñü 12 ÷åëîâåê, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ðûöàðü, âñåãäà ñîîá-
ùàþùèé ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäîãî èç íèõ ïîïðîñèëè íàçâàòü ñíà÷àëà
÷èñëî ðûöàðåé â êîìíàòå, çàòåì ÷èñëî ëæåöîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäîå ÷èñëî îò 1 äî 12 íàçâàíî
ðîâíî ïî äâà ðàçà. Ñêîëüêî ìîãëî áûòü â êëàññå ðûöàðåé? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòå è
äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: îò 0 äî 2.
Ðåøåíèå: Òàê êàê ðûöàðè íà âñå âîïðîñû äàþò îäèíàêîâûå îòâåòû, èõ íå ìîæåò áûòü áîëü-

øå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ îòâåòîâ, ò.å. ÷åì 2. Ïðèìåðû âñåõ âàðèàíòîâ ëåãêî
ïîñòðîèòü. Åñëè ðûöàðåé äâîå, îíè îòâå÷àþò ïðàâäó, êàæäûé èç ëæåöîâ âûáèðàåò ñåáå îäíî èç
÷èñåë, êðîìå 2 è 10, è îáà ðàçà íàçûâàåò âûáðàííîå ÷èñëî. Åñëè ðûöàðü îäèí, âîñåìü ëæåöîâ
íàçûâàþò êàæäûé ñâî¼ ÷èñëî, êðîìå 1 è 11, à äåâÿòûé ëæåö íàçûâàåò 11 è 1 â íåïðàâèëüíîì
ïîðÿäêå. Åñëè ðûöàðåé íåò, íà âîïðîñ î ÷èñëå ðûöàðåé âñå íàçûâàþò ÷¼òíûå ÷èñëà, à íà âîïðîñ
î ÷èñëå ëæåöîâ � íå÷¼òíûå.

3. (3 áàëëà) Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó íà èçíà÷àëüíî áåëîì êëåò÷àòîì ïîëå 100 × 100.
Ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ è îí ñâîèì ïåðâûì õîäîì ìîæåò çàêðàñèòü ÷¼ðíûì öâåòîì îäíó êëåòêó.
Êàæäûì ñëåäóþùèì õîäîì èãðîê ìîæåò çàêðàñèòü ÷¼ðíûì ëþáîé âåðòèêàëüíûé èëè ãîðèçîí-
òàëüíûé áåëûé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê 1× n íà ýòîì ïîëå, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè
ýòîì îíî ìîæåò ëèáî ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì êëåòîê, òîëüêî ÷òî çàêðàøåííûõ äðóãèì èãðî-
êîì, ëèáî ïðåâîñõîäèòü åãî íà îäèí. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Êòî âûèãðàåò
ïðè ïðàâèëüíîé èãðå îáîèõ ñîïåðíèêîâ?

Îòâåò: Âûèãðûâàåò âòîðîé èãðîê � Âàñÿ.
Ðåøåíèå:Îí õîäèò ñèììåòðè÷íî ñîïåðíèêó îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå

êàæäîãî åãî õîäà ïîçèöèÿ íà ïîëå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî öåíòðà, à çíà÷èò íà ëþáîé õîä
ñîïåðíèêà ó íåãî ñíîâà åñòü ñèììåòðè÷íûé îòâåò. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòüñÿ áåç õîäà ìîæåò
òîëüêî âòîðîé, çíà÷èò, ïåðâûé âûèãðûâàåò.

4. (3 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ïÿòèçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð
31, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 31? Îòâåò: Äà, íàïðèìåð 93775 = 31 · 3025.

Ðåøåíèå: Âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèå çàêëþ÷åíî â îòâåòå, íî äàâàéòå ïîÿñíèì êàê íàéòè òà-
êîå ÷èñëî. Ñóììà öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 9, êàê è ñóììà
èñõîäíûõ ÷èñåë. Ïðåäñòàâèì 23 â âèäå ðàçíîñòè ÷èñëà, êðàòíîãî 5 è ÷èñëà, êðàòíîãî äåâÿòè:
31 = 5 · 8− 9. Çíà÷èò, íàì íóæíî ïîäîáðàòü òð¼õçíà÷íûé ìíîæèòåëü ñ ñóììîé öèôð 10.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë.

5. (3 áàëëà) Òî÷êè A è C âçÿòû ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé BD. Îòðåçêè AE è CH �
ïåðïåíäèêóëÿðû, îïóùåííûå íà îòðåçîê AC èç òî÷åê A è C ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî
DE = HE = BH è CE = AD. Äîêàæèòå, ÷òî AB = CD.

Äîêàçàòåëüñòâî: Â òðåóãîëüíèêå ADH îòðåçîê AE ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé, ñëåäîâà-
òåëüíî, AD = AH. Àíàëîãè÷íî â òðåóãîëüíèêå BCE âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî DC = CE. Êðîìå
òîãî, CE = AD è DH = AB, çíà÷èò, ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òðåòüåìó ïðèçíàêó. Îòñþäà
∠ADB = ∠DBC. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ÷òî òðåóãîëüíèêè ADB è CBD ðàâíû ïî ïåðâîìó
ïðèçíàêó, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
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6. (3 áàëëà) Äàí ðåáóñ: ÐÅÊÀ + ÊÀÐÅ = ÀÁÂÀÄ. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíà-
êîâûå öèôðû, ðàçíûå áóêâû � ðàçíûå öèôðû. Íàéäèòå çíà÷åíèå áóêâû Á.

Îòâåò: 2
Ðåøåíèå: Ðåáóñ ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ÀÁÂÀÄ =( ÊÀ + ÐÅ ) · 101. Âî-ïåðâûõ, ýòî çíà÷èò,

÷òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÊÀ + ÐÅ � ýòî Ä. Âî-âòîðûõ, åñëè ÊÀ + ÐÅ < 100, ðåçóëüòàò áóäåò
÷åòûð¼õçíà÷íûì. Ïóñòü ÊÀ + ÐÅ = 1XÄ, ãäå X � êàêàÿ-òî öèôðà.

Òîãäà ÀÁÂÀÄ = 1XÄ00+1XÄ. Åñëè Ä < 9, òî âòîðàÿ è ÷åòâ¼ðòàÿ öèôðû ýòîãî ÷èñëà äîëæ-
íû ñîâïàäàòü, íî îíè íå ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, Ä= 9 è âòîðàÿ öèôðà ÷èñëà ÀÁÂÀÄ îêàçûâàåòñÿ
íà 1 áîëüøå ÷åòâ¼ðòîé. Íî À ýòî 1, çíà÷èò Á ýòî 2.

Ïðèìåðîâ ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, 5861+6158=12019

7. (4 áàëëà) Ó Àëèñû è Áîáà åñòü òðè ðàâíûõ îòðåçêà. Ñíà÷àëà Àëèñà ëîìàåò îäèí èç
îòðåçêîâ íà äâå ÷àñòè. Çàòåì Áîá ëîìàåò äðóãîé èç èñõîäíûõ îòðåçêîâ íà äâå ëþáûå ÷àñòè.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïÿòü îòðåçêîâ, èç êîòîðûõ äåñÿòüþ ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü òðè
îòðåçêà. Àëèñà âûèãðûâàåò, åñëè õîòÿ áû 4 èç ýòèõ äåñÿòè ñïîñîáîâ äàþò òðîéêè îòðåçêîâ,
îáðàçóþùèå òðåóãîëüíèê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûèãðûâàåò Áîá. Êòî âûèãðàåò ïðè ïðàâèëüíîé
èãðå îáîèõ ñîïåðíèêîâ?

Îòâåò: Âûèãðûâàåò Àëèñà.
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà: ÷òîáû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü òðå-

óãîëüíèê, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áîëüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà áûëà ìåíüøå ñóììû
äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Ïóñòü èñõîäíûå îòðåçêè èìåþò äëèíó 1. Àëèñà ëîìàåò îäèí èç îòðåçêîâ íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.
Ïóñòü Áîá ëîìàåò ñâîé îòðåçîê íà ÷àñòè äëèíû x è 1 − x, ïóñòü òàêæå äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè
x < 1− x. 1− x < 1

2
+ 1

2
, òî åñòü ýòà òðîéêà îáðàçóåò òðåóãîëüíèê. Òàêæå îáðàçóåò òðåóãîëüíèê

òðîéêà èç îòðåçêîâ Àëèñû è ìåíüøåãî îòðåçêà Áîáà. Åù¼ äâå ïîäõîäÿùèõ òðîéêè ïîëó÷àþòñÿ,
êîãäà ìû áåð¼ì îòðåçêè 1, 1− x è 1

2
.

8. (4 áàëëà) Òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà 1000 òðåóãîëüíèêîâ. Â êàêîì íàèìåíüøåì êîëè÷åñòâå
ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìîãóò íàõîäèòüñÿ âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ?

Îòâåò: 503
Ðåøåíèå: Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà 180◦, òûñÿ÷è òðåóãîëüíèêîâ � 180000◦. Îòêóäà âçÿëèñü

ëèøíèå 179820◦? Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà, â êîòîðîé ñõîäÿòñÿ òîëüêî óãëû òðåóãîëüíèêîâ,
äîáàâëÿåò 360◦. Êàæäàÿ âåðøèíà íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà èëè íà ñòîðîíå îäíîãî
èç òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ äîáàâëÿåò 180◦. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
òî÷åê ïåðâîãî òèïà áûëî êàê ìîæíî áîëüøå. 179820 : 360 = 499, 5. Çíà÷èò, íàì íóæíî 499
òî÷åê ïåðâîãî òèïà è îäíà òî÷êà âòîðîãî òèïà. Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì äîáàâëåíèåì
íîâûõ òî÷åê âíóòðü (íå íà ãðàíèöó) óæå èìåþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ è îäíîé òî÷êè íà ãðàíèöó.

Äîáàâëÿÿ òðè âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îòâåò 503.
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XIV. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 7 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. В классе «A» девочек больше, чем мальчиков, а всего детей 30. К Новому году дети 
вырезали снежинки из белой или синей бумаги, а так же некоторые девочки захотели 
украсить свои снежинки блестками. Мальчик Коля заметил, что 30% всех детей в классе 
вырезали из синей бумаги, 80% всех девочек решили украсить блестками, а 65% от всех 
людей с блестками вырезали из белой бумаги. Сколько в итоге получилось белых снежинок 
без блесток? 
 
Ответ: 8. 
 
2. В классе «B» девочек больше, чем мальчиков, а всего детей 20. К Новому году дети 
вырезали снежинки из белой или синей бумаги, а так же некоторые девочки захотели 
украсить свои снежинки блестками. Мальчик Коля заметил, что 30% всех детей в классе 
вырезали из синей бумаги, 75% всех девочек решили украсить блестками, а 25% от всех 
людей с блестками вырезали из белой бумаги. Сколько в итоге получилось белых снежинок 
без блесток? 
 
Ответ: 11. 
 
3. В классе «C» девочек больше, чем мальчиков, а всего детей 25. К Новому году дети 
вырезали снежинки из белой или синей бумаги, а так же некоторые девочки захотели 
украсить свои снежинки блестками. Мальчик Коля заметил, что 40% всех детей в классе 
вырезали из синей бумаги, 60% всех девочек решили украсить блестками, а 75% от всех 
людей с блестками вырезали из белой бумаги. Сколько в итоге получилось белых снежинок 
без блесток? 
 
Ответ: 6. 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 22 часа (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 19 
 
2. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 21 час (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 18 
 
3. Между городами А и Б ходят три автобуса: обычный, останавливающийся в городах В, Г и 
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Д (именно в таком порядке); скоростной, который останавливается только в городе Г и 
экспресс, который нигде по дороге не останавливается. 
Все автобусы едут по разным дорогам, с постоянной скоростью, и проезжают между любыми 
двумя остановками за целое число часов. Участки дорог между остановками прямые. 
Обычный автобус проезжает от А до Б за 20 часов (без учёта времени, потраченного на 
остановки). Какое наибольшее время (в часах) может занимать путь экспресса от А до Б? 
 
Ответ: 17 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Найдите наибольшее четырёхзначное число без нулей, произведение цифр которого 
делится на их сумму. 
 
Ответ: 9981 
 
2. Найдите наименьшее четырёхзначное число без нулей, произведение цифр которого 
делится на их сумму. 
 
Ответ: 1124 
 
3. Найдите наибольшее четырёхзначное число, которое делится на сумму своих цифр. 
 
Ответ: 9990 
 
Примеры записи ответов: 
1444 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 24-часовом формате. Все они идут с одинаковой скоростью, но 
показывают абсолютно разное время: число часов на экране любых двух различных часов 
различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наименьшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
 
Ответ: 7 
 
2. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 24-часовом формате. Все они идут с одинаковой скоростью, но 
показывают абсолютно разное время: число часов на экране любых двух различных часов 
различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наибольшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
Ответ: 23 
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3. В часовой мастерской некоторое количество электронных часов (больше, чем одни), 
показывающих время в 12-часовом формате (число часов на экране часов меняется от 1 до 
12) . Все они идут с одинаковой скоростью, но показывают абсолютно разное время: число 
часов на экране любых двух различных часов различно, число минут тоже. 
Однажды мастер сложил количество часов на экранах всех имеющихся часов, затем сложил 
количество минут на экранах всех имеющихся часов и запомнил два получившихся числа. 
Спустя некоторое время он сделал то же самое ещё раз и обнаружил, что и суммарное 
количество часов, и суммарное количество минут уменьшились на 1. Какое наибольшее 
количество электронных часов могло быть в мастерской? 
 
Ответ: 11 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны BC в полтора раза больше длины стороны AB. 
Точка M — середина стороны AB. Точка K на стороне AD такова, что DK = BM. Точка L — 
пересечение прямой CK и серединного перпендикуляра к отрезку AK. Известно, что MK = 5. 
Найдите длину отрезка CL. 
(Прямоугольник — такая фигура, что его противоположные стороны равны, а углы 
составляют по 90о.) 
 
Ответ: 10 
 
2. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны AD в полтора раза больше длины стороны AB. 
Точка M — середина стороны CD. Точка N на стороне BC такова, что BN = DM. Точка K — 
пересечение прямой AN и серединного перпендикуляра к отрезку CN. Известно, что MN = 6. 
Найдите длину отрезка AK. 
(Прямоугольник — такая фигура, что его противоположные стороны равны, а углы 
составляют по 90о.) 
 
Ответ: 12 
 
3. Дан прямоугольник ABCD. Длина стороны BC в полтора раза меньше длины стороны AB. 
Точка K — середина стороны AD. Точка L на стороне CD такова, что CL = AK. Точка M — 
пересечение прямой BL и серединного перпендикуляра к отрезку DL. Известно, что KL = 4. 
Найдите длину отрезка BM. 
(Прямоугольник — такая фигура, что его противоположные стороны равны, а углы 
составляют по 90о.) 
 
Ответ: 8 
 
Примеры записи ответов: 
14 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. На горке 6 девочек катаются паровозиком. Сколькими различными способами они могут 
съехать, если две девочки поссорились и не хотят сидеть рядом друг с другом? 
Ответ:480 
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2. На горке 4 девочки и 2 мальчика катаются паровозиком. Сколькими различными 
способами они могут съехать, если одна из девочек очень стесняется сидеть между двумя 
мальчиками? 
 
Ответ: 672 
 
3. На горке 6 детей катаются паровозиком. Сколькими различными способами они могут 
съехать, если один из детей со странностями и считает, что ему ехать на четных местах 
противопоказано. 
 
Ответ: 360 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Найдите количество решений уравнения xy+2x+13y=4 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 16 
 
2. Найдите количество решений уравнения xy+3x+11y=3 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 18 
 
3. Найдите количество решений уравнения xy+5x+7y=29 в целых числах (т. е. количество пар 
целых чисел (x, y) которые удовлетворяют данному равенству). 
 
Ответ: 14 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. На окружности расположены 4 точки. Длины кратчайших путей между любыми двумя из 
них, измеренные по окружности — различные натуральные числа. Найдите наименьшую 
возможную длину окружности. 
 
Ответ: 12 
 
2. На окружности расположены 4 точки. Длины кратчайших путей между любыми двумя из 
них, измеренные по окружности — различные чётные числа. Найдите наименьшую 
возможную длину окружности. 
 
Ответ: 24 
 
3. На отрезке отметили обе вершины и ещё три какие-то точки. Расстояния между любыми 
двумя точками различны. Найдите наименьшую возможную длину отрезка. 
 
Ответ: 11  
 
Задача 9. (3 балла) 
 
1. На острове живут три племени: Мумба, Юмба и Тумба. Островитяне из племени Мумба 
врут островитянам племени Тумба и говорят правду островитянам племени Юмба. 
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Островитяне из племени Тумба врут островитянам племени Юмба и говорят правду 
островитянам племени Мумба. Островитяне из племени Юмба врут островитянам племени 
Мумба и говорят правду островитянам племени Тумба. С членами своего племени 
островитяне не разговаривают. 
Однажды за круглым столом собрались 300 островитян и каждым сказал своему соседу 
слева: «Я из племени Мумба». А сколько на самом деле было островитян из племени Мумба? 
 
Ответ: 150 
 
2. На острове живут три племени: Мумба, Юмба и Тумба. Островитяне из племени Мумба 
врут островитянам племени Тумба и говорят правду островитянам племени Юмба. 
Островитяне из племени Тумба врут островитянам племени Юмба и говорят правду 
островитянам племени Мумба. Островитяне из племени Юмба врут островитянам племени 
Мумба и говорят правду островитянам племени Тумба. С членами своего племени 
островитяне не разговаривают. 
Однажды за круглым столом собрались 240 островитян и каждым сказал своему соседу 
слева: «Я из племени Юмба». А сколько на самом деле было островитян из племени Юмба? 
 
Ответ: 120 
 
3. На острове живут три племени: Мумба, Юмба и Тумба. Островитяне из племени Мумба 
врут островитянам племени Юмба и говорят правду островитянам племени Тумба. 
Островитяне из племени Тумба врут островитянам племени Мумба и говорят правду 
островитянам племени Юмба. Островитяне из племени Юмба врут островитянам племени 
Тумба и говорят правду островитянам племени Мумба. С членами своего племени 
островитяне не разговаривают. 
Однажды за круглым столом собрались 150 островитян и каждым сказал своему соседу 
слева: «Я из племени Тумба». А сколько на самом деле было островитян из племени Тумба? 
 
Ответ: 75 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. Клетчатая таблица 7х7 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 12. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 204 
 
2. Клетчатая таблица 13х13 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 10. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 570 
 
3. Клетчатая таблица 10х10 заполнена неотрицательными числами. Известно, что в каждой 
(вертикальной или горизонтальной) полоске 1х3 сумма чисел равна 9. Какое наибольшее 
значение может принимать сумма чисел во всей таблице? 
 
Ответ: 306 
Примеры записи ответов: 
14  

90



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

XV. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 7 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
1. В четырёхзначном числе зачеркнули первую цифру. Получилось число в 5 раз меньше 
исходного. Какое наибольшее значение могло принимать исходное число? 
 
Ответ: 3750 
 
2. В четырёхзначном числе зачеркнули первую цифру. Получилось число в 6 раз меньше 
исходного. Какое наибольшее значение могло принимать исходное число? 
 
Ответ: 4800 
 
3. В четырёхзначном числе зачеркнули первую цифру. Получилось число в 9 раз меньше 
исходного. Какое наибольшее значение могло принимать исходное число? 
 
Ответ: 7875 
 
Примеры записи ответа: 
1234 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Прямоугольник разбит четырьмя прямыми на 9 прямоугольников (см. рисунок, масштаб не 
соблюдён). В некоторых из этих прямоугольников написана их площадь. Найдите площадь 
всего прямоугольника. 

 
Ответ: 30 
 
2. Прямоугольник разбит четырьмя прямыми на 9 прямоугольников (см. рисунок, масштаб не 
соблюдён). В некоторых из этих прямоугольников написана их площадь. Найдите площадь 
всего прямоугольника. 

 
Ответ: 54 
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3. Прямоугольник разбит четырьмя прямыми на 9 прямоугольников (см. рисунок, масштаб не 
соблюдён). В некоторых из этих прямоугольников написана их площадь. Найдите площадь 
всего прямоугольника. 

 
 
Ответ: 45 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. На плоскости нарисовано некоторое количество треугольников, длины сторон которых — 
шестизначные  натуральные числа, содержащие в своей десятичной записи только единицы и 
тройки. Никакой отрезок не входит в два треугольника, стороны всех треугольников 
различны. Какое наибольшее количество треугольников может быть нарисовано? 
 
Ответ: 21 
 
2. На плоскости нарисовано некоторое количество треугольников, длины сторон которых — 
восьмизначные  натуральные числа, содержащие в своей десятичной записи только двойки и 
семёрки. Никакой отрезок не входит в два треугольника, стороны всех треугольников 
различны. Какое наибольшее количество треугольников может быть нарисовано? 
 
Ответ: 85 
 
3. На плоскости нарисовано некоторое количество треугольников, длины сторон которых — 
десятизначные  натуральные числа, содержащие в своей десятичной записи только тройки и 
восьмёрки. Никакой отрезок не входит в два треугольника, стороны всех треугольников 
различны. Какое наибольшее количество треугольников может быть нарисовано? 
 
Ответ: 341 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Два равносторонних треугольника со сторонами 10 и 8 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 

93



Ответ: 18 
 
2. Два равносторонних треугольника со сторонами 10 и 11 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 
Ответ: 21 
 
3. Два равносторонних треугольника со сторонами 7 и 8 пересекаются, образуя 
шестиконечную звезду, при этом острые углы при пересечении любых двух сторон этих 
треугольников оказались равны углам исходных треугольников. Найдите периметр 
шестиугольника, образованного пересечением этих двух треугольников. 
 
Ответ: 15 
 
Примеры записи ответа: 
1,7 
1/7 
17 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 2016. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 1968; 2010 || 2010; 1968 || 2010, 1968 || 1968, 2010 
 
2. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 3030. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 2978; 3020 || 3020; 2978 || 3020, 2978 || 2978, 3020 
 
3. К натуральному числу прибавили его удвоенную сумму цифр. Получилось 4023. Найдите 
наибольшее и наименьшее возможное значение исходного числа. 
 
Ответ: 3969; 4011 || 4011; 3969 || 4011, 3969 ||  3969, 4011 
 
Примеры записи ответа: 
1234; 5678 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 101 зверь. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 33 
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2. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 122 зверя. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 40 
 
3. За круглым столом сидели еноты, ежики и хомяки, всего 134 зверя. На вопрос: «Есть ли 
среди ваших соседей зверь того же вида, что и вы?», - все ответили «Нет.». Какое наибольшее 
количество ежиков могло сидеть за столом, если известно, что хомяки и ежики всегда говорят 
правду, еноты почти всегда лгут (кроме случая, когда енот сидит между двумя енотами — 
тогда он правду говорит), а хомяки услышали вопрос по-другому: «Ваши соседи — звери 
одного вида?». 
Ответ: 44  
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1 вариант: В таблице 10х10 раскрасили 18 клеток и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 32 
 
2 вариант: В таблице 9x9 раскрасили 25 клеток и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 46 
 
3 вариант: В таблице 11x11 раскрасили 32 клетки и в каждой вершине клетки, не лежащей на 
границе таблицы, написали количество закрашенных клеток, вершиной которых она 
является. Какая минимальная сумма могла получиться? 
Ответ: 60 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 8. (3 балла) 
 

1. Решите уравнение в натуральных числах: 

1
x
+1

y
=1

3 . В ответе укажите все возможные 
значения числа x в порядке возрастания или убывани через запятую или точку с запятой. 
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Ответ: 4, 6, 12 || 4; 6; 12 || 12, 6, 4 || 12; 6; 4 
 

2. Решите уравнение в натуральных числах: 

1
x
+1

y
=1

5 . В ответе укажите все возможные 
значения числа x в порядке возрастания или убывани через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 6, 10, 30 || 6; 10; 30 || 30; 10; 6 || 30, 10, 6 

3. Решите уравнение в натуральных числах: 

1
x
+1

y
=1

4 . В ответе укажите все возможные 
значения числа x в порядке возрастания или убывани через запятую или точку с запятой. 
 
Ответ: 5, 8, 20 || 5; 8; 20 || 20, 8, 5 || 20; 8; 5 
 
Примеры записи ответа: 
1; 2 
1, 2, 3 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 40% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 70% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 6 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 15 минут, после 
чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 

Ответ: 77 
 
2. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 65% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 70% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 7 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 30 минут, после 
чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 
 
Ответ: 56  
 
3. Из города A в город B выехали Женя, Коля и Антон с одинаковой скоростью. Через 55% 
пути Женя поехал не туда, и ему потребовалось x минут, чтобы снова выехать на нужную 
дорогу, уже в другом месте. До города B ему осталось еще 75% дороги, поэтому дальше он 
поехал со скоростью в три раза большей начальной. Когда Коля проехал в 5 раз больше, чем 
ему осталось, у него отвалилось колесо, и он вынужден был остановиться на 40 минут, после 
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чего поехал со скоростью в два раза больше начальной. Чему равно x, если известно, что с 
Антоном ничего не приключилось и все три мальчика приехали в город В одновременно. 
Ответ: 96 
 
Примеры записи ответа: 
17 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. В таблице 8x9 расставлены натуральные числа так, что числа в клетках, имеющих общую 
сторону или угол, различны. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел во 
всей таблице? 
 
Ответ: 172 
 
2. В таблице 7x8 расставлены натуральные числа так, что числа в клетках, имеющих общую 
сторону или угол, различны. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел во 
всей таблице? 
 
Ответ: 132 
 
3. В таблице 10x9 расставлены натуральные числа так, что числа в клетках, имеющих общую 
сторону или угол, различны. Какое наименьшее значение может принимать сумма чисел во 
всей таблице? 
 
Ответ: 215 
 
Примеры записи ответа: 
17 
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