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I. Задания заключительного этапа олимпиады для 11 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

Ðåøåíèÿ
11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) äåñÿòîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 10

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 10, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôè-
öèåíò ïðè x10, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 10a, ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 10 · 9a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû äåâÿòîé è äåñÿòîé ïðîèçâîäíûõ
ðàâíû 10!a, ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî
åñòü.

Ïðèìåð:
x10

10!
+
x9

9!
+ . . .+ x+1 äà¼ò íàì ðîâíî 10 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x10. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 3 sinx+ 4 cosx = −5− 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

3 sinx+ 4 cosx = 5 sin(x+ arctg 4
3 ) > −5 > −5−

1
|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 50

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 99 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 100 · 99/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 50.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a50, b1, b2, . . . , b50 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 6002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 1998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 21999S2 = 4999 · 2C1

2 = 41000, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ 1, 1 è 2

√
13−6

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé

öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
3. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ îïèñàííîé

âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé,
äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

3



Îòâåò: 4
√
3− 6

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû 1, 1 è
√
3 îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
1 + 3− 4 · 13−6

√
3

13

2 · 1 ·
√
3

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 · 1 · 3√

13
= 6√

13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6√
13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6

2
√
3 + 3

=
6(2
√
3− 3)

3
= 4
√
3− 6

6. (3 áàëëà)Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
x < 1 è sin log2 x < 0.

Îòâåò:

2π

1 + 2π

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå x.
Åñëè sin log2 x < 0, çíà÷èò, 2(k − 1)π < log2 x < 2kπ äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 22(k−1)π < x < 22kπ. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà îòðèöàòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0), ðàâíà 2−2nπ − 2−(2n+1)π = 2−2nπ(1− 2−π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 2−2π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=0

2−(2n+1)π =
1− 2−π

1− 2−2π
=

1

1 + 2−π
=

2π

1 + 2π
.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 2, îäíî ðåáðî äëèíû 2
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.
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Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 2. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 2 è CD =
2MACMAD = 2 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,

òðåóãîëüíèêàMABMACMBC òîæå). ÒîãäàMADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 1, òî åñòü ðàâíà

√
2

3
;

â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò
2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

2√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäèêóëÿðíû,

òàê êàêMADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà

MADA
2 =MADX

2 +AX2 =
6

3
= 2. Íó à AD = 2MADA = 2

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ y + z)(4x+ y + 2z)(2x+ y + 8z) >
375

2
xyz.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ y + z)(4x+ y + 2z) = (2x+ y)2 + 3z(2x+ y) + 2z2 + xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(2x+ y)2 + 3z(2x+ y) + 2z2

xy
+ 1

)
· 2x+ y + 8z

z
>

375

2
.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è 2x+y è áóäåì ñäâèãàòü 2x è y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè 2x = y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî y = 2x ò.å.

(3x+ z)(6x+ 2z)(4x+ 8z) > 375x2z.

Îáîçíà÷èì t = x/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

8(3t+ 1)2(t+ 2)− 375t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 4/3 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 4 : 8 : 3.)
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) äåâÿòîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 9

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 9, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x9, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 9a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 9 · 8a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû âîñüìîé è äåâÿòîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 9!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 9 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x9

9!
+
x8

8!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 9 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x9. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 5 sinx− 12 cosx = −13− 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

5 sinx+ 12 cosx = 13 sin(x− arctg 12
5 ) > −13 > −13− 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 50 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 25

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 49 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 50 · 49/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 25.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a25, b1, b2, . . . , b25 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 3002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 2999S2 = 4499 · 2C1

2 = 4500, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ
√
3,
√
3 è 2

√
39−18

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðà-
çîâàííûé öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé 3. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé, äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 12− 6
√
3

Ðåøåíèå:
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Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû
√
3,
√
3 è 3 îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
3 + 9− 4 · 39−18

√
3

13

2 · 3 ·
√
3

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 ·

√
3 · 3√

13
= 6
√
3√

13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6
√
3√

13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6
√
3

2
√
3 + 3

=
6
√
3(2
√
3− 3)

3
= 12− 6

√
3

6. (3 áàëëà)Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|x| < 1 è sin log3 |x| > 0.

Îòâåò:

2

1 + 3π

Ðåøåíèå:

Äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, à ïîòîìó óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà 2.
Åñëè sin log3 x > 0, çíà÷èò, 2kπ < log3 x < (2k + 1)π äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 32kπ < x < 3(2k+1)π. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà ïîëîæèòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû , ðàâíà 3−(2n−1)π − 3−2nπ = 2−2(n−1)π(3−π − 3−2π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 3−2π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=1

3−(2n−1)π =
3−π − 3−2π

1− 3−2π
=

3−π

1 + 3−π
=

1

1 + 3π
.

Óìíîæàÿ ýòî ÷èñëî íà 2, ïîëó÷àåì îòâåò.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 1
2 .

Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 1, îäíî ðåáðî äëèíû
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
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BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 1. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 1 è CD =
2MACMAD = 1 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 1

2 , òî åñòü ðàâíà

1

2
·
√

2

3
; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

1√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå
Ïèôàãîðà MADA

2 =MADX
2 +AX2 = 1

6 + 1
3 = 1

2 . Íó à AD = 2MADA =
√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 9y + 3z)(x+ y + z)(2x+ 6y + 3z) > 324xyz

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 9y + 3z)(x+ y + z) = (x+ 3y)2 + 4z(x+ 3y) + 3z2 + 4xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 3y)2 + 4z(x+ 3y) + 3z2

xy
+ 4

)
· 2x+ 6y + 3z

z
> 324

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+3y è áóäåì ñäâèãàòü x è 3y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 3y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 3y ò.å.

(12y + 3z)(4y + z)(12y + 3z) > 972y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

9(4t+ 1)3 − 972t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî
äîêàçûâàåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z =
3 : 1 : 2.)
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11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) âîñüìîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 8

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 8, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x8, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 8a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 8 · 7a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû ñåäüìîé è âîñüìîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 8!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 8 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x8

8!
+
x7

7!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 8 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x8. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 4 sinx− 3 cosx = 5 + 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

4 sinx− 3 cosx = 5 sin(x− arctg 3
4 ) 6 5 < 5 + 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 200 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 100

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 199 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 200 · 199/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 100.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a100, b1, b2, . . . , b100 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íî-
ìåðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 9002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 2998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 22999S2 = 41499 · 2C1

2 = 41500, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ
√
13,
√
13 è 2

√
13− 6

√
3, ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðà-

çîâàííûé öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
39. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ

îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæ-
íîñòåé, äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 4
√
39− 6

√
13

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.
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Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû
√
13,
√
13 è

√
39 îòêóäà

ëåãêî èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
13 + 39− 4 · 13− 6

√
3

2 ·
√
13 ·
√
39

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 ·

√
13 · 3√

13
= 6.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

6

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
6
√
13

2
√
3 + 3

=
6
√
13(2
√
3− 3)

3
= 4
√
39− 6

√
13

6. (3 áàëëà)Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
x < 1 è tg log4 x > 0.

Îòâåò:

1

1 + 2π
=

1

1 + 4
π
2

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå x.
Åñëè tg log4 x > 0, çíà÷èò, kπ < log4 x < (k + 1

2 )π äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 4kπ < x < 4(k+
1
2 )π. Òàê

êàê x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî îòðèöàòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà ïîëîæèòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû , ðàâíà 4−(n−

1
2 )π − 4−nπ = 4−(n−1)π(4−

π
2 − 4−π).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 4−π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=1

4−(2n−1)π =
4−

π
2 − 4−π

1− 4−π
=

4−
π
2

1 + 4−
π
2
=

1

1 + 4
π
2
=

1

1 + 2π
.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 2.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 4, îäíî ðåáðî äëèíû 4
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.
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Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 4. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 4 è CD =
2MACMAD = 4 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 2, òî åñòü ðàâíà

2

√
2

3
; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü

4√
3
. Êðîìå òîãî, îíè ïåðïåíäè-

êóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà MADA
2 =MADX

2 +AX2 =
8 + 16

3
= 8. Íó à AD = 2MADA = 4

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 8y + 2z)(x+ 2y + z)(x+ 4y + 4z) > 256xyz

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 8y + 2z)(x+ 2y + z) = (x+ 4y)2 + 3z(x+ 4y) + 2z2 + 2xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 4y)2 + 3z(x+ 4y) + 2z2

xy
+ 2

)
· x+ 4y + 4z

z
> 256.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+4y è áóäåì ñäâèãàòü x è 4y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 4y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 4y ò.å.

(12y + 2z)(6y + z)(8y + 4z) > 1024y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

8(6t+ 1)2(2t+ 1)− 1024t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 4 : 1 : 2.)

11



11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)Ìàëü÷èê Âàñÿ âûïèñàë â òåòðàäêó íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (x) ñåäüìîé ñòåïåíè.
Çàòåì ó ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî÷ëåíà âû÷èñëèë ïðîèçâîäíóþ è âûïèñàë å¼ íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû, è òàê äàëåå,
ïîêà íå ïîëó÷èëàñü êîíñòàíòà, êîòîðóþ îí òàêæå âûïèñàë.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Êîýôôèöèåíòû âûïèñûâàþòñÿ ñ ó÷¼òîì çíàêà, ñâîáîäíûå ÷ëåíû òàêæå âûïèñûâàþòñÿ, åñëè èìååòñÿ îäíî-

÷ëåí âèäà ±xn, âûïèñûâàåòñÿ ±1.
Îòâåò: 7

Ðåøåíèå: Îöåíêà: òàê êàê ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü 7, ó íåãî ñîâåðøåííî òî÷íî åñòü íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò
ïðè x7, íàçîâ¼ì åãî a. Òîãäà ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâåí 7a, ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí 7 · 6a è ò.ä., ñòàðøèå êîýôôèöåíòû øåñòîé è ñåäüìîé ïðîèçâîäíûõ ðàâíû 7!a,
ïðè÷åì âñå ýòè ÷èñëà, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ, ðàçëè÷íû, òàêèì îáðàçîì 7 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òî÷íî åñòü.

Ïðèìåð:
x7

7!
+
x6

6!
+ . . .+ x+ 1 äà¼ò íàì ðîâíî 7 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, òàê êàê êàæäûé ñëåäóþùèé îäíî÷ëåí �

ïðîèçâîäíàÿ ïðåäûäóùåãî.
Òàêæå ïîäõîäèò ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïðîïîðöèîíàëüíûé äàííîìó, à òàêæå îòëè÷àþùèéñÿ îò ïðîïîðöèîíàëü-

íîãî äàííîìó âû÷¼ðêèâàíèåì íåêîòîðûõ îäíî÷ëåíîâ, íàïðèìåð x7. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ ïðèìåðîâ íåò,
âïðî÷åì, â çàäà÷å ýòî íå òðåáóåòñÿ.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå èëè äîêàæèòå, ÷òî îíî íå èìååò ðåøåíèé: 12 sinx+ 5 cosx = 13 + 1
|x|

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò.

Ðåøåíèå:

12 sinx+ 5 cosx = 13 sin(x+ arctg 5
12 ) 6 13 < 13 + 1

|x| , ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

3. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 120 ãîðîäîâ. Ìèíèñòåðñòâî àâèàöèè òðåáóåò, ÷òîáû êàæäûå äâà ãîðîäà
áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèàðåéñîì ðîâíî îäíîé àâèàêîìïàíèè è ÷òîáû ðåéñàìè êàæäîé àâèàêîìàíèè
ìîæíî áûëî áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîãî ãîðîäà äî ëþáîãî (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè). Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì ÷èñëå
àâèàêîìïàíèé ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 60

Ðåøåíèå: Îöåíêà: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòü âñå ãîðîäà, àâèàêîìïàíèè íàäî èìåòü õîòÿ áû 119 ðåéñîâ. Âñåãî
ïàð ãîðîäîâ 120 · 119/2, çíà÷èò, àâèàêîìïàíèé íå áîëåå 60.

Ïðèìåð: îáîçíà÷èì ãîðîäà çà a1, a2, . . . a60, b1, b2, . . . , b60 êàêèì-íèáóäü îáðàçîì. Òîãäà àâèàêîìïàíèÿ ñ íîìå-
ðîì k áóäåò ñîåäèíÿòü

1) ãîðîäà ak è bk;
2) ak è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i < k
3) ak è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i > k
4) bk è êàæäûé ãîðîä ai, ãäå i > k
5) bk è êàæäûé ãîðîä bi, ãäå i < k.
Òàêèì îáðàçîì, ãîðîäà ai è aj îêàçûâàþòñÿ ñîåäèíåíû ðåéñîì àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(ai, aj), ãîðîäà

bi è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì max(bi, bj), ãîðîäà ai è bj � àâèàêîìïàíèè ñ íîìåðîì min(bi, bj).

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n = 12002 ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ c øàãîì 6, ò.å.
C1
n + C7

n + . . .+ Cn−1n , äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

Ck
n � êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü èç n ïðåäìåòîâ k, ÷òî ñîñòàâëÿåò

n!

k!(n− k)!
åñëè 0 6 k 6 n è 0 â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ.

Ðåøåíèå:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Ckn = Ck−3n−3 + 3Ck−2n−3 + 3Ck−1n−3 + Ckn−3, ñëåäîâàòåëüíî, C
k
n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè

äåëåíèè íà 3, ÷òî è Ck−3n−3 + Ckn−3.
Òàêèì îáðàçîì, C1

n + C7
n + . . . + Cn−1n äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî è C1

n−3 + C4
n−3 + . . . +

Cn−7n−3 + Cn−4n−3 (çäåñü îòáðîøåíû äâà êðàéíèõ ñëàãàåìûõ, ðàâíûå 0).
Îáîçíà÷èì ýòó ñóììó çà Sn−3.
Àíàëîãè÷íî ïåðåõîäèì ê 2C1

n−6 + 2C4
n−3 + . . .+ 2Cn−7n−3 + 2Cn−4n−3 = 2Sn−6.

Ïðèìåíèâ ýòó ïðîöåäóðó åù¼ 3998 ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëà èç óñëîâèÿ äà¼ò òàêîé æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè
íà 3, ÷òî è 23999S2 = 41999 · 2C1

2 = 42000, ÷òî äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 3.

5. (3 áàëëà) Òðè îêðóæíîñòè, ðàäèóñîâ 1
2 ,

1
2 è

√
13−6

√
3

13 , ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé

öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì ñî ñòîðîíîé
√
3
2 . Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ðàäèóñ îïèñàííîé

âîêðóã òðåóãîëüíèêà, êàæäàÿ èç âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èç ýòèõ îêðóæíîñòåé,
äàëüíåé îò öåíòðà òðåòüåé îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 2
√
3− 3

Ðåøåíèå:

Ïóñòü A, B, C � óêàçàííûå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðâîé è âòîðîé, âòîðîé è òðåòüåé, ïåðâîé è òðåòüåé îêðóæ-
íîñòåé ñîîòâåòñòâåííî, O1, O2, O3 � öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.
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Ðàäèóñû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà A ïîïàä¼ò íà ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð
ê O1O2. Òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé öåíòðàìè îêðóæíîñòåé, ïðàâèëüíûé, ïîýòîìó òî÷êà O3 òàêæå îêàæåòñÿ
íà ýòîì ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ êàðòèíêà ñèììåòðè÷à îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñåðåäèííîãî
ïåðïåíëèêóëÿðà, â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó.

Òðåóãîëüíèê O1AO2 ðàâíîáåäðåííûé ñ âåðøèíîé A; êðîìå òîãî, åãî ñòîðîíû ðàâíû 1
2 ,

1
2 è

√
3
2 , îòêóäà ëåãêî

èùóòñÿ åãî óãëû: 30◦, 30◦ è 120◦.
∠O1AC îáîçíà÷èì çà α, ∠CO1O3 çà β. Â òðåóãîëüíèêå CO1O3 ìû çíàåì âñå ñòîðîíû, çíà÷èò, ìû ìîæåì

íàéòè

cosβ =
1
4 + 3

4 − 2 · 13−6
√
3

13

2 · 12 ·
√
3
2

=
12

13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinβ = 5
13 . Äàëåå, ∠AO1C = ∠AO1O2 + ∠O2O1O3 + ∠O3O1C = 30◦ + 60◦ + β = 90◦ + β

Òðåóãîëüíèê CO1A ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëàìè α, 90◦ + β è α, ñëåäîâàòåëüíî, α =
90◦ − β

2
, îòêóäà

cosα =

√
1 + cos(90◦ − β)

2
=

√
1 + sinβ

2
=

√
9

13
=

3√
13
.

Ñîîòâåòñòâåííî, sinα =
√

4
13 = 2√

13
. Êðîìå òîãî, AC = 2O1A cosα = 2 · 12 ·

3√
13

= 3√
13
.

∠BAC = 120− 2α = 30 + β, ñëåäîâàòåëüíî,

sin∠BAC =
1

2
· 12
13

+

√
3

2
· 5
13

=
12 + 5

√
3

26
.

cos∠BAC =

√
3

2
· 12
13
− 1

2
· 5
13

=
12
√
3− 5

26
.

sin∠ABC = cos
∠BAC

2
=

√
1 + cos∠BAC

2
=

√
21 + 12

√
3

52
=

2
√
3 + 3

2
√
13

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ,

R =
AC

2 sin∠ABC
=

3√
13

2 · 2
√
3 + 3

2
√
13

=
3

2
√
3 + 3

=
3(2
√
3− 3)

3
= 2
√
3− 3

6. (3 áàëëà)Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ íà ÷èñëîâîé îñè, íà êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|x| < 1 è tg log5 |x| < 0.

Îòâåò:

2 · 5π
2

1 + 5
π
2

Ðåøåíèå:

Äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, à ïîòîìó óìíîæèòü ðåçóëüòàò íà 2.
Åñëè tg log5 x < 0, çíà÷èò, π(k − 1

2 ) < log5 x < πk äëÿ êàêîãî-òî öåëîãî k, òî åñòü 5π(k−
1
2 ) < x < 5πk. Òàê êàê

x < 1, íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî íåïîëîæèòåëüíûå k. Îáîçíà÷èì n = −k. ×èñëî n ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèÿ, òîãäà äëèíà ïðîìåæóòêà îòðèöàòåëüíîñòè íàøåé ôóíêöèè, èìåþùåãî íîìåð n ïðè íóìåðàöèè ñ ëåâîé
ñòîðîíû (íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ 0), ðàâíà 5−πn − 5−π(n+

1
2 ) = 5−πn(1− 5−

π
2 ).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëèíû âñåõ ïðîìåæóòêîâ ñîñòàâëÿþò áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

ñî çíàìåíàòåëåì 5−π, à èõ ñóììà ðàâíà
∞∑
n=0

5−πn(1− 5−
π
2 ) =

1− 5−
π
2

1− 5−π
=

1

1 + 5−
π
2
=

5
π
2

1 + 5
π
2
.

Óìíîæàÿ ýòî ÷èñëî íà 2, ïîëó÷àåì îòâåò.

7. (4 áàëëà) ×åòûðå èç øåñòè ñåðåäèí ð¼áåð íåêîåãî òåòðàýäðà îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òåòðàýäð ñ ðåáðîì 3.
Íàéäèòå ð¼áðà èñõîäíîãî òåòðàýäðà.

Îòâåò: Ïÿòü ð¼áåð äëèíû 6, îäíî ðåáðî äëèíû 6
√
2.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì âåðøèíû òåòðàýäðà A, B, C, D. Ñåðåäèíó ðåáðà AB îáîçíà÷èì çàMAB , àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
ââåä¼ì äëÿ îñòàëüíûõ ð¼áåð.

Ïóñòü â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð èñõîäíîãî òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MAB è MCD. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçîê MBCMBD ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå
BCD, çíà÷èò, îí ðàâåí ïîëîâèíå ðåáðà CD ïî äëèíå è ïàðàëëåëåí ýòîìó ðåáðó. Íî òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è
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ïðî ðåáðî MACMAD, çíà÷èò, ýòè îòðåçêè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû, ò.å. îáðàçóþò ïàðàëëåëîãðàìì. Òàêèì îáðàçîì,
÷åòûðå âåðøèíû, êîòîðûå äîëæíû îáðàçîâûâàòü ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, îêàçàëèñü ëåæàùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Çíà÷èò, â ïðàâèëüíûé òåòðàýäð íå ïîïàëè ñåðåäèíû ñîñåäíèõ ð¼áåð òåòðàýäðà, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî MBD è MCD. Òðåóãîëüíèê MABMACMBC � ñåðåäèííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC, à
çíà÷èò, ïîäîáåí åìó ñ êîýôôèöèåíòîì 1

2 , îòêóäà AB = AC = BC = 6. Êðîìå òîãî, BD = 2MABMAD = 6 è CD =
2MACMAD = 6 òàê êàê MABMAD è MACMAD ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABD è ACD ñîîòâåòñòâåííî.

Îñòàëîñü íàéòè äëèíó ðåáðà AD. Ïóñòü X � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC (è, î÷åâèäíî,
òðåóãîëüíèêà MABMACMBC òîæå). Òîãäà MADX � âûñîòà ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ñ ðåáðîì 3, òî åñòü ðàâíà

3 ·
√

2

3
=
√
6; â òî æå âðåìÿ AX ñîñòàâëÿåò

2

3
îò ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC, òî åñòü 2sqrt3. Êðîìå òîãî, îíè

ïåðïåíäèêóëÿðíû, òàê êàê MADX âûñîòà òåòðàýäðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà âñåé ïëîñêîñòè ABC, ñëåäîâàòåëüíî,
ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà MADA

2 =MADX
2 +AX2 = 6 + 12 = 18. Íó à AD = 2MADA = 6

√
2.

8. (5 áàëëîâ) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y, z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(x+ 9y + 3z)(x+ 4y + 2z)(2x+ 12y + 9z) > 1029xyz

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ïåðâûå äâå ñêîáêè è çàìåòèì, ÷òî

(x+ 9y + 3z)(x+ 4y + 2z) = (x+ 6y)2 + 5z(x+ 6y) + 6z2 + xy.

Òîãäà ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî â âèäå(
(x+ 6y)2 + 5z(x+ 6y) + 6z2

xy
+ 1

)
· 2x+ 12y + 9z

z
> 1029.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì z è x+6y è áóäåì ñäâèãàòü x è 6y äðóã ê äðóãó. Ïðè ýòîì xy óâåëè÷èâàåòñÿ, è äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà ïðè x = 6y, îñòàëüíûå ÷àñòè âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Çíà÷èò, òðåáóåìîå ðàâåíñòâî áóäåò
ñëåäîâàòü èç íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííîãî ïîäñòàíîâêîé â íåãî x = 6y ò.å.

(15y + 3z)(10y + 2z)(24y + 9z) > 1029 · 6y2z.

Îáîçíà÷èì t = y/z, òîãäà íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â

18(5t+ 1)2(8t+ 3)− 1029 · 6t2 > 0.

Âçÿâ ïðîèçâîäíóþ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìóì ëåâîé ÷àñòè äîñòèãàåòñÿ ïðè t = 1/2 è ðàâåí 0, ÷òî äîêàçûâà-
åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. (òàêèì îáðàçîì, ìèíèìóì èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè x : y : z = 6 : 1 : 2.)
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II. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 11 класса  
 

15



Задача 1. (1 балл) 
 

1. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: 1 

2. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: 0 
 

3. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: -1 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
10 

 
 

Задача 2. (2 балла) 
 
1. На доске было написано число от 0 до 2 включительно. Каждый из тридцати учеников 
класса подходил к доске, стирал написанное там на данный момент число x и писал вместо 

него . При каком начальном значении числа итоговый результат будет 
максимальным? Если ответов несколько, укажите их в произвольном порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 1 
 
2. На доске было написано число от нуля до двух включительно. Каждый из тридцати 
учеников класса подходил к доске, стирал написанное там на данный момент число x и писал 

вместо него . При каком начальном значении числа итоговый результат будет 
минимальным? Если ответов несколько, укажите их в произвольном порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 0; 2 | 2; 0  
 
3. На доске было написано число от 0 до 1 включительно. Каждый из двадцати пяти 
учеников класса подходил к доске, стирал написанное там на данный момент число x и писал 

вместо него . При каком начальном значении числа итоговый результат будет 
максимальным? 
Если ответов несколько, укажите их в произвольном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 0; 1 || 1; 0  

16



 
Примеры записи ответов: 
1/4  
0,25; 0,5 
 
 
 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Многочлен P(x) третьей степени, а также его первая, вторая и третья производные 
принимают при х = 6 значение 1. Найдите P(0). 
 
Ответ: -23 
 
2. Многочлен P(x) третьей степени, а также его первая, вторая и третья производные 
принимают при х = 3 значение 1. Найдите P(0). 
 
Ответ: -2 
 
3. Многочлен P(x) третьей степени, а также его первая, вторая и третья производные 
принимают при х = -3 значение 1. Найдите P(0). 
 
Ответ: 13 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
-10 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. В пространстве даны 34 различных вектора с натуральными координатами, начинающиеся 
в точке (0; 0; 0). Какое наименьшее значение может принимать сумма всех их координат? 
 
Ответ: 203 
 
2. В пространстве даны 36 различных векторов с натуральными координатами, 
начинающиеся в точке (0; 0; 0). Какое наименьшее значение может принимать сумма всех их 
координат? 
 
Ответ: 218 
 
3. В пространстве даны 37 различных векторов с целыми неотрицательными координатами, 
начинающиеся в точке (0; 0; 0). Какое наименьшее значение может принимать сумма всех их 
координат? 
 
Ответ: 115 
 
Примеры записи ответов: 
239 
Ответ: [-1;7] 
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Задача 5. (3 балла) 
 
1. Даны равенства logab + logbc + logca = logba + logcb + logac =3,5. Найдите logab. 

Если ответов несколько, укажите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 1/2; 1; 2 | 0,5; 1; 2 
 
2. Даны равенства logab + logbc + logca = logba + logcb + logac = -1,5. Найдите logab. 

Если ответов несколько, укажите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: -2; -1/2; 1 | -2; -0,5; 1 
 
3. Даны равенства logab + logbc + logca = logba + logcb + logac = -1. Найдите logab. 

Если ответов несколько, укажите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: -1; 1 
 
Примеры записи ответов: 
1/4  
0,25; 0,5 
 
Задача 6. (3 балла) 
 

1. Даны четыре сферы радиуса , попарно касающиеся друг друга внешним образом. 
Найдите радиус сферы, которой они все касаются внутренним образом. 
 
Ответ: 0,5 | 1/2 
 

2. Даны четыре сферы радиуса , попарно касающиеся друг друга внешним образом. 
Найдите радиус сферы, которой они все также касаются внешним образом. 
 
Ответ: 1 
 
3. Четыре сферы радиуса r попарно касаются друг друга внешним образом. Сфера радиуса 

 касается их всех внутренним образом. Найдите r. 
 
Ответ: 2 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
10 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. При каких значениях параметров a и b (а не равно b) множество значений функции 

совпадает с областью её определения? В ответе укажите все возможные 
значения числа a в произвольном порядке через точку с запятой. 
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Ответ: -2; 2 | 2; -2 
 
2. При каких значениях параметров a и b (а не равно b) множество значений функции 

совпадает с областью её определения? В ответе укажите все возможные 
значения числа a в произвольном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: -2; 2 | 2; -2 
 
3. При каких значениях параметров a и b (а не равно b) множество значений функции 

совпадает с областью её определения? В ответе укажите все возможные 
значения числа b в произвольном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 0; -1 | -1; 0 
 
Примеры записи ответов: 
1/4  
0,25; 0,5 
 
Задача 8. (4 балла) 
1. При каких значениях параметра а неравенство  не имеет 
решений? Ответ записать в виде промежутка. Если множество ответов состоит из нескольких 
промежутков, перечислить их через точку с запятой. 
 
Ответ: [4;5] 
 

2. При каких значениях параметра а неравенство  не имеет 
решений? Ответ записать в виде промежутка. Если множество ответов состоит из нескольких 
промежутков, перечислить их через точку с запятой. 
 
Ответ: [-2;3] 
 

3. При каких значениях параметра а неравенство  не имеет 
решений? Ответ записать в виде промежутка. Если множество ответов состоит из нескольких 
промежутков, перечислить их через точку с запятой. 
Ответ: [-1;7] 
 
Примеры записи ответов: 
[1; 2) 
[0; 1]; (2; 3) 
 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. В городе Джентльвилле живут 15 джентльменов, любые двое из которых либо дружат, 
либо враждуют. В какой-то момент каждый джентльмен попросил каждого из своих друзей 
послать открытку ненависти каждому из своих врагов (джентльмен А просит джентльмена В 
послать открытку всем врагам джентльмена В). Каждый из джентльменов выполнил все 
просьбы, при этом он посылал каждому из своих врагов такое количество открыток, сколько 
раз его об этом просили. Какое наибольшее количество открыток могло быть послано? 
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Ответ: 734. 
 
2. В городе Джентльтауне живут 11 джентльменов, любые двое из которых либо дружат, 
либо враждуют. В какой-то момент каждый джентльмен попросил каждого из своих друзей 
послать открытку ненависти каждому из своих врагов (джентльмен А просит джентльмена В 
послать открытку всем врагам джентльмена В). Каждый из джентльменов выполнил все 
просьбы, при этом он посылал каждому из своих врагов такое количество открыток, сколько 
раз его об этом просили. Какое наибольшее количество открыток могло быть послано? 
 
Ответ: 274. 
 
3. В городе Джентль-сити живут 19 джентльменов, любые двое из которых либо дружат, 
либо враждуют. В какой-то момент каждый джентльмен попросил каждого из своих друзей 
послать открытку ненависти каждому из своих врагов (джентльмен А просит джентльмена В 
послать открытку всем врагам джентльмена В). Каждый из джентльменов выполнил все 
просьбы, при этом он посылал каждому из своих врагов такое количество открыток, сколько 
раз его об этом просили. Какое наибольшее количество открыток могло быть послано? 
 
Ответ: 1538. 
 
Примеры записи ответов: 
100 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. ABCD — трапеция с основаниями AD = 16 и BC = 8. O — одна из точек пересечения 
окружностей, построенных на боковых сторонах трапеции как на диаметрах и эта точка 
лежит внутри трапеции. Треугольник BCM построен на стороне BC во внешнюю 
относительно трапеции сторону и подобен треугольнику ADO (вершины треугольников 
перечислены в том порядке, в котором они соответствуют друг другу). Прямая OM 
пересекает основания BC и AD в точках K и L соответственно. Известно, что OK = 5, OL = 6. 
Найдите наибольшее из возможных значений длины отрезка BK. 
 
Ответ: 5 
 
2. ABCD — трапеция с основаниями AD = 14 и BC = 9. O — одна из точек пересечения 
окружностей, построенных на боковых сторонах трапеции как на диаметрах и эта точка 
лежит внутри трапеции. Треугольник BCM построен на стороне BC во внешнюю 
относительно трапеции сторону и подобен треугольнику ADO (вершины треугольников 
перечислены в том порядке, в котором они соответствуют друг другу). Прямая OM 
пересекает основания BC и AD в точках K и L соответственно. Известно, что OK = 4, OL = 7. 
Найдите наибольшее из возможных значений длины отрезка BK. 
 
Ответ: 6 
 
3. ABCD — трапеция с основаниями AD = 15 и BC = 10. O — одна из точек пересечения 
окружностей, построенных на боковых сторонах трапеции как на диаметрах и эта точка 
лежит внутри трапеции. Треугольник BCM построен на стороне BC во внешнюю 
относительно трапеции сторону и подобен треугольнику ADO (вершины треугольников 
перечислены в том порядке, в котором они соответствуют друг другу). Прямая OM 
пересекает основания BC и AD в точках K и L соответственно. Известно, что OK = 4, OL = 9. 
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Найдите наименьшее из возможных значений длины отрезка BK. 
 
Ответ: 4 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
10 
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III. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 11 класса  
 

22



Задача 1. (2 балла) 
 
1. На доске записано шесть натуральных чисел, таких, что для любых двух a и b из них (где 
b>a), logab – целое число. Какое наименьшее значение может принимать максимальное из 
этих чисел? 
Ответ можно записать в виде степени числа: mn обозначается как m^n. 
 
Ответ: 4294967296 || 2^32 || 4^16 || 16^8 || 256^4 
 
2. На доске записано шесть натуральных чисел, таких, что для любых двух a и b из них,  
logab или logba – целое число (второй логарифм при этом не обязан сущестовать). Какое 
наименьшее значение может принимать максимальное из этих чисел? 
Ответ можно записать в виде степени числа: mn обозначается как m^n. 
 
Ответ: 65536 || 2^16 || 4^8 || 16^4 || 256^2 
 
3. На доске записано пять нечётных чисел, таких, что для любых двух a и b из них (где b>a), 
logab – целое число. Какое наименьшее значение может принимать максимальное из этих 
чисел? 
Ответ можно записать в виде степени числа: mn обозначается как m^n. 
 
Ответ: 43046721 || 3^16 || 9^8 || 81^4  
 
Примеры записи ответов: 
12345678 
7^14 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Пусть  f(x) – монотонно возрастающая непрерывная функция на промежутке [0; 20,5], 
такая что  f(0) = 1. Площадь её подграфика равна 100.  Какое наибольшее количество точек, 
обе координаты которых натуральны, может содержать этот подграфик? 
 
Ответ: 178 
 
2. Пусть  f(x) – монотонно возрастающая непрерывная функция на промежутке [0; 10,5], 
такая что  f(0) = 2. Площадь её подграфика равна 200.  Какое наибольшее количество точек, 
обе координаты которых натуральны, может содержать этот подграфик? 
 
Ответ: 377 
 
3. Пусть  f(x) – монотонно возрастающая непрерывная функция на промежутке [0; 5,5], такая 
что  f(0) = 3. Площадь её подграфика равна 50.  Какое наибольшее количество точек, обе 
координаты которых натуральны, может содержать этот подграфик? 
 
Ответ: 81 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Последовательность задана следующими условиями: x1 = 1, xn+1 = cos(arcctg(xn)). Найдите 
x4 000 000. 
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Ответ:  0,0005 || 0.0005 || 1/2000 
 
2. Последовательность задана следующими условиями: x0 = 1, xn+1 = sin(arctg(xn)). Найдите 
x99 999 999. 
 
Ответ:  0,0001 || 0.0001 || 1/10000 
 
3. Последовательность задана следующими условиями: x1 = 0,5, xn+1 = cos(arcctg(xn)). Найдите 
x999 997. 
 
Ответ:  0,001 || 0.001 || 1/1000 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Кубический многочлен имеет три корня, которые образуют геометрическую 
прогрессию со вторым членом 7. Пусть a и b – корни производной этого многочлена. 
Найдите . 
 
Ответ:  2/7 
 
2. Кубический многочлен имеет три корня, которые образуют геометрическую 
прогрессию со вторым членом 8. Пусть a и b – корни производной этого многочлена. 
Найдите . 
 
Ответ:  1/4 || 0,25 || 0.25 
 
3. Кубический многочлен имеет три корня, которые образуют возрастающую 
геометрическую прогрессию. Пусть a и b – корни производной этого многочлена. 
Известно, что . Найдите средний из корней многочлена. 
 
Ответ:  1/2 || 0,5 || 0.5 || 2/4 
 
Примеры записи ответов: 
7,4 
7/14 
714 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. ABCA1B1C1 – прямая треугольная описанная призма. Периметр основания ABC составляет 
26 единиц, а произведение сторон – 312 кубических единиц. Площадь поверхности призмы 
78 квадратных единиц. Найдите квадрат радиуса её описанной сферы. 
 
Ответ: 37 
 
2. ABCA1B1C1 – прямая треугольная описанная  призма. Периметр основания ABC составляет 
22 единицы, а произведение сторон – 220 кубических единиц. Площадь поверхности призмы 
66 квадратных единиц. Найдите квадрат радиуса её описанной сферы. 
 
Ответ: 26 
 
3. ABCA1B1C1 – прямая треугольная описанная призма. Периметр основания ABC составляет 
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32 единицы, а произведение сторон – 896 кубических единицы. Площадь поверхности 
призмы 192 квадратных единицы. Найдите квадрат радиуса её описанной сферы. 
 
Ответ: 53 
 
Примеры записи ответов: 
7,4 
7/14 
714 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. В клетках таблицы 6х6 расставлены числа от 0 до 15 (включительно). В какой-то момент 
каждое число заменили на среднее арифметическое его и всех его соседних по стороне чисел. 
На какое наибольшее число могла увеличиться сумма чисел во всей таблице? 
  
Ответ: 16 
 
2. В клетках таблицы 7х7 расставлены числа от 0 до 15 (включительно). В какой-то момент 
каждое число заменили на среднее арифметическое его и всех его соседних по стороне чисел. 
На какое наибольшее число могла уменьшиться сумма чисел во всей таблице? 
  
Ответ: 19 
 
3. В клетках таблицы 5х5 расставлены числа от 0 до 30 (включительно). В какой-то момент 
каждое число заменили на среднее арифметическое его и всех его соседних по стороне чисел. 
На какое наибольшее число могла увеличиться сумма чисел во всей таблице? 
  
Ответ: 26 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Какое наибольшее количество векторов длины 4 на плоскости можно взять так, чтобы все 
их скалярные произведения были целыми? 
 
Ответ: 10 
 
2. Какое наибольшее количество векторов длины 5 на плоскости можно взять так, чтобы все 
их скалярные произведения были целыми? 
 
Ответ: 12 
 

3. Какое наибольшее количество векторов длины  на плоскости можно взять так, чтобы 
все их скалярные произведения были целыми? 
 
Ответ: 8 
 
Задача 8. (3 балла) 
 

1. При каком значении параметра a область определения функции и 
множество её значений не пересекаются и дают в объединении всю числовую ось? 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
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Ответ:  -1; 2 || 2; -1 || 2, -1 
 

2. При каком значении параметра a область определения функции  
и множество её значений не пересекаются и дают в объединении всю числовую ось? 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ:  1; -3 || -3; 1 || 1, -3 
 
3. При каком значении параметра a область определения функции 

 и множество её значений не пересекаются и дают в объединении 
всю числовую ось? 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ:  -1; -2 || -2; -1 || -1, -2 || -2; -1 
 
Задача 9. (3 балла) 
 
1. Числа x, y, z удовлетворяют 
системе уравнений: 
 
 
 
 

Найдите значение выражения . 
 
Ответ: 13 
 
2. Числа x, y, z удовлетворяют системе уравнений: 

 
 

Найдите значение выражения . 
 
Ответ: 11 
 
3. Числа x, y, z удовлетворяют системе уравнений: 

 
 

Найдите значение выражения . 
 
Ответ: 15 
 
Задача 10.  (4 балла) 

26



 
1. Окружности О1 и О2, имеющие радиусы 2 и 3 касаются друг друга внешним образом, а 
окружности О3 радиуса 6 – внутренним образом. Найдите квадрат длины заключённого 
внутри О3 участка общей касательной к  О1 и О2, проведённой в точке их касания. 
 
Ответ: 143,84 || 143.84 || 3596/25 
 
2. Окружности О1 и О2, имеющие радиусы 39 и 130 касаются друг друга внешним образом, а 
окружности О3 радиуса 195 – внутренним образом. Найдите квадрат длины заключённого 
внутри О3 участка общей касательной к  О1 и О2, проведённой в точке их касания. 
 
Ответ: 151316 
 
 
3. Окружности О1 и О2, имеющие радиусы 4 и 21 касаются друг друга внешним образом, а 
окружности О3 радиуса 28 – внутренним образом. Найдите квадрат длины заключённого 
внутри О3 участка общей касательной к  О1 и О2, проведённой в точке их касания. 
 
Ответ: 3119,3536 || 1949596/625 
 
Примеры записи ответов: 
7,4 
7/14 
714 
  

27



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

IV. Задания заключительного этапа олимпиады для 10 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

10 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (1 áàëëà)
Ó Êîëè â òåòðàäè áûë çàïèñàí ìíîãî÷ëåí ñîòîé ñòåïåíè. Êîëÿ ìîæåò âçÿòü îäèí èç çàïèñàííûõ â òåòðàäè

ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèáàâèòü a ê êîýôôèöèåíòó ïðè k-îé ñòåïåíè è âû÷åñòü 2a èç êîýôôèöèåíòà ïðè (k + 1)-é
ñòåïåíè, ïîñëå ÷åãî çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí â òåòðàäü ê óæå èìåþùèìñÿ. Ìîãóò ëè ó íåãî â òåòðàäè
ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ äåéñòâèé îêàçàòüñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà, îäèí èç êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå äðóãîãî?

Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè êàêîé-òî ñòåïåíè ðàâåí íóëþ, ñ íèì òîæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ýòó îïåðàöèþ.

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå 1
2 , çíà÷èò, âñå ìíîãî-

÷ëåíû, îêàçàâøèåñÿ ó Êîëè â òåòðàäêå, áóäóò ñîâïàäàòü â ýòîé òî÷êå, è ïîýòîìó íè îäèí èç íèõ íå áóäåò ñòðîãî
áîëüøå äðóãîãî.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå f−1(g(x)) = h(x), ãäå f−1(x) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 1, g(x) = x4 − x3 + 4x2 + 8x+ 8, h(x) = x+ 1.

Îòâåò:
3±

√
5

2
Ðåøåíèå: Ìîæíî ïåðåïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê g(x) = f(h(x)), òî åñòü êàê (x+ 1)3 + 2(x+ 1)2 + 3(x+

1) + 1 = x4 − x3 + 4x2 + 8x+ 8.
Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ïðàâóþ ÷àñòü: x4−2x3−2x2−2x+1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí â ëåâîé

÷àñòè äåëèòñÿ íà x2 + x + 1. Ýòîò òð¼õ÷ëåí íå èìååò êîðíåé, à âîò ÷àñòíîå èìååò: ýòî òð¼õ÷ëåí x2 − 3x + 1, è

åãî êîðíè
3±

√
5

2
.

3. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü S. Îêðóæíîñòè S1 è S2 ðàâíîãî ðàäèóñà
êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè S èçíóòðè â òî÷êàõ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü S1 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè AB
è AD â òî÷êàõ K è N ñîîòâåòñòâåííî, îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè BC è CD â òî÷êàõ L è M
ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê AKN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABD ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r

R
, ãäå R � ðàäèóñ

îêðóæíîñòè S, a r � ðàäèóñ îêðóæíîñòåé S1 è S2. Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê CML ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CBD
ñ òåè æå êîýôôèöèåíòîì.

Îòñþäà îòðåçêè KN è ML ïàðàëëåëüíû îòðåçêó BD è îòíîñÿòñÿ ê íåìó êàê
r

R
, òî åñòü îíè ïàðàëëåëüíû è

ðàâíû. Çíà÷èò, KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà áåñêîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðî-
ãðåññèè è áåñêîíå÷íîé íåïîñòîÿííîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íèêîãäà
íå áóäåò àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Ðåøåíèå:

Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ àðèôìå-
òè÷åñêèõ ïðîãðåññèé íå áûâàåò ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Íî ðàçíîñòü
äâóõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé � ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, à
àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ áîëüøå ÷åì èç äâóõ ÷ëåíîâ íå ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé, ïîòîìó ÷òî ó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàçíîñòü
ìåæäó ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè ïîñòîÿííà, à ó ãåîìåòðè÷åñêîé ñ óâåëè÷åíèåì
íîìåðà íà 1 ðàçíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ â q ðàç, ãäå q � çíàìåíàòåëü ïðîãðåñ-
ñèè.

5. (3 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, ìîæíî ðàñêðàñèòü ïî êëåòêàì â
ñèíèé, êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå (ò.å. èìåþùèå îáùèå ñòîðîíû) êëåòêè áûëè ðàñêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 3 · 484

Ðåøåíèå: Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî íàì îñòàëîñü ðàñêðàñèòü
÷åòûðå îäèíàêîâûõ ôèãóðêè èç øåñòè êëåòîê ñ îäíèì è òåì æå îãðàíè÷åíèåì íà öâåò êëåòêè, ñîñåäíåé ñ
öåíòðàëüíîé (íàçîâ¼ì å¼ êëåòêîé À).

Ðàññìîòðèì êâàäðàò 2 × 2. Â òàêîì êâàäðàòå äîëæíû áûòü äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà è ðàñïîëîæåíû îíè
äîëæíû áûòü ïî äèàãîíàëè. Äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáèðàåì äèàãîíàëü, òðåìÿ ñïîñîáàìè å¼ öâåò è åù¼ ïî äâà
ñïîñîáà íà âûáîð öâåòà äëÿ îñòàëüíûõ êëåòîê, èòîãî 24 ñïîñîáà. Îäíàêî ïðè ýòîì êâàäðàòû, ïîêðàøåííûå â
äâà öâåòà ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ 18 ñïîñîáîì.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ öâåòîâ åñòü ïî 6 ñïîñîáîâ òàêèõ, ÷òî êëåòêà, ñîñåäíÿÿ íå òîëüêî ñ
êëåòêàìè êâàäðàòà, èìååò èìåííî ýòîò öâåò. Ýòó êëåòêó íàçîâ¼ì êëåòêîé Á.

Êëåòêà À ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 6 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî êëåòêà Á ïîêðàøåíà â òîò æå öâåò. Òîãäà êëåòêó ìåæäó íèìè ìîæíî ïîêðàñèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè, èòîãî 2 · 6 · 2 = 24 âàðèàíòà. 29



Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî èç ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êëåòêó À åñòü 12 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî
êëåòêà Á èìååò äðóãîé öâåò. Â ýòîì ñëó÷àå êëåòêà ìåæäó íèìè êðàñèòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó îïÿòü ïîëó÷àåì
24 ñïîñîáà. Èòîãî 48 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êàæäîé òàêîé ôèãóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò â çàäà÷å 3 · 484.
6. (3 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí êóá 1000× 1000× 1000 c âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãðàíÿìè,

ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîâåäåíû âåêòîðû âî âñå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè âíóòðè è íà ãðàíèöå ýòîãî êóáà. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà 13.

Îòâåò: 0

Ðåøåíèå:

Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ � ýòî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ èõ êîîðäèíàò, òî åñòü 3 · 10012 · (02 + 12 +
22 + . . .+ 10002), ÷òî äåëèòñÿ íà 13, òàê êàê 1001 äåëèòñÿ íà 13.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà ëó÷àõ BI è CI ñî-
îòâåòñòâåííî îòìå÷åíû òàêèå (îòëè÷íûå îò I) òî÷êè E è F , ÷òî AI = AE = AF . Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ BIF è CIE ðàâíû.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì òî÷êó D � ñåðåäèíó äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ëåììå î òðåçóáöå
DB = DC = DI. Òðåóãîëüíèêè DBI è AEI ïîäîáíû, òàê êàê ýòî ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè
óãëàìè ïðè îñíîâàíèè (óãëû â òî÷êå I ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå, ïîòîìó ÷òî òî÷êè A, I è D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé � áèññåêòðèñå óãëà A). Àíàëîãè÷íî ïîäîáíû òðåóãîëüíèêè DCI è AFI.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
BI

EI
=

DI

AI
=

CI

FI
(ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ïîäîáèÿ, âòîðîå � èç âòîðîãî). Ðàñêðûâàÿ

ïðîïîðöèþ, èìååì BI ·FI = CI ·EI. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ
BIF è CIE ïîñêîëüêó óãëû ïðè âåðøèíå I â òðåóãîëüíèêàõ BIF è CIE ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå,

8. (5 áàëëîâ) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ è 146 àâèêîìïàíèé. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòî-
ðîííèìè ðåéñàìè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ àâèàêîìïàíèé. Ñòîèìîñòü ïåðåë¼òà ìåæäó ãîðîäàìè, ñîåäèí¼ííûìè
ðåéñàìè k àâèàêîìïàíèé, äëÿ âñåõ êîìïàíèé îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿåò 1

k . Îêàçàëîñü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãîðîäîâ,
ìåæäó êîòîðûìè ñ ïåðåñàäêîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äåøåâëå, ÷åì ïðÿìûì ðåéñîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè
ìàðøðóò ñ îäíîé ïåðåñàäêîé, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ñòîÿò îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Íà ñàìîì äåëå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåéñà îäèíàêîâîé öåíû èç îäíîãî ãîðîäà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà âñå ïåðåë¼òû èç ëþáîãî ãîðîäà èìåþò ðàçíóþ öåíó.

Ðàññìîòðèì ñàìûé äîðîãîé ðåéñ. Îí ñàìûé äîðîãîé â êàæäîì èç ñâîèõ ãîðîäîâ, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû 98 áîëåå äåø¼âûõ ïåðåë¼òîâ. Òîãäà ýòîò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ èìååò öåíó 1

k ⩾ 1
48 , ò.å. k ⩽ 48.

Âîçìîæíûõ ñòîèìîñòåé, ìåíüøèõ 1
k , íî íå ìåíüøèõ 1

2k âñåãî k. Çíà÷èò, â êàæäîì èç ãîðîäîâ, êîòîðûå
ñîåäèíÿåò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ, åñòü åù¼ íå áîëåå k ðåéñîâ íå äåøåâëå 1

2k , òî åñòü âñåãî èõ â ýòèõ äâóõ ãîðîäàõ
íå áîëåå 2k ⩽ 96 (íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî äîðîãîãî). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàêîé-òî èç îñòàâøèõñÿ 98 ãîðîäîâ èç
îáîèõ êîíöîâ ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà âåäóò ðåéñû öåíîé íèæå 1

2k . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè
äâóìÿ ðåéñàìè, ìû ñìîæåì ïðîëåòåòü ìåæäó êîíöàìè ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà äåøåâëå, ÷åì ýòèì ðåéñîì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
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10 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà)
Ó Êîëè â òåòðàäè áûë çàïèñàí ìíîãî÷ëåí äâóõñîòîé ñòåïåíè. Êîëÿ ìîæåò âçÿòü îäèí èç çàïèñàííûõ â

òåòðàäè ìíîãî÷ëåíîâ, ïðèáàâèòü 2a ê êîýôôèöèåíòó ïðè k-îé ñòåïåíè è âû÷åñòü a èç êîýôôèöèåíòà ïðè (k+1)-
é ñòåïåíè, ïîñëå ÷åãî çàïèñàòü ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí â òåòðàäü ê óæå èìåþùèìñÿ. Ìîãóò ëè ó íåãî â òåòðàäè
ïîñëå íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ äåéñòâèé îêàçàòüñÿ äâà ìíîãî÷ëåíà, îäèí èç êîòîðûõ ñòðîãî áîëüøå äðóãîãî?

Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè êàêîé-òî ñòåïåíè ðàâåí íóëþ, ñ íèì òîæå ìîæíî ïðîèçâîäèòü ýòó îïåðàöèþ.

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ íå ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå 2, çíà÷èò, âñå ìíîãî-
÷ëåíû, îêàçàâøèåñÿ ó Êîëè â òåòðàäêå, áóäóò ñîâïàäàòü â ýòîé òî÷êå, è ïîýòîìó íè îäèí èç íèõ íå áóäåò ñòðîãî
áîëüøå äðóãîãî.

2. (2 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå f−1(g(x)) = h(x), ãäå f−1(x) � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê f(x), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
f(x) = x3 + 2x2 + 3x+ 4, g(x) = x4 + 2x3 + 1x2 + 11x+ 11, h(x) = x+ 1.

Îòâåò:
−3±

√
5

2
è 1.

Ðåøåíèå: Ìîæíî ïåðåïèñàòü èñõîäíîå óðàâíåíèå êàê f(h(x)) = g(x), òî åñòü êàê (x+ 1)3 + 2(x+ 1)2 + 3(x+
1) + 4 = x4 + 2x3 + x2 + 11x+ 11.

Ðàñêðîåì ñêîáêè è ïåðåíåñ¼ì âñ¼ â ïðàâóþ ÷àñòü: x4 + x3 − 4x2 + x+ 1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí â ëåâîé
÷àñòè äåëèòñÿ íà x−1, è, áîëåå òîãî íà (x−1)2. Çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåì êîðåíü 1 êðàòíîñòè 2. Êðîìå òîãî, ÷àñòíîå

îò äåëåíèÿ íàøåãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè íà (x− 1)2 ýòî òð¼õ÷ëåí x2 + 3x+ 1, è åãî êîðíè
−3±

√
5

2
.

3. (3 áàëëà) ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü S. Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè
S èçíóòðè â òî÷êàõ A è C ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòü S1 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè AB è AD â òî÷êàõ K è N
ñîîòâåòñòâåííî, îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñòîðîíàìè BC è CD â òî÷êàõ L èM ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü,
÷òî ïðÿìûå KL è MN ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé S1 è S2 ðàâíû.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê AKN ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABD ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r1
R
, ãäå R � ðàäèóñ

îêðóæíîñòè S, a r1 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè S1. Àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíèê CML ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó CBD. ñ

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ
r2
R

ãäå r2 � ðàäèóñ îêðóæíîñòè S2.

Îòñþäà îòðåçêè KN è ML ïàðàëëåëüíû îòðåçêó BD. Êðîìå òîãî, ïðÿìûå KL è MN ïàðàëëåëüíû, ñëåäî-

âàòåëüíî, KLMN � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà KN = ML. Íî ýòè îòðåçêè îòíîñÿòñÿ ê îòåðçêó BD êàê
r1
R

è
r2
R

ñîîòâåòñòâåííî, à çíà÷èò, ýòè îòíîøåíèÿ ðàâíû, îòêóäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî îêðóæíîñòåé.

4. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå ïàðû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé òàêèõ, ÷òî
èõ ñóììà òàêæå ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

Îòâåò: çíàìåíàòåëü ó ýòèõ ïðîãðåññèé äîëæåí áûòü îäèíàêîâûé è
ñóììà ïåðâûõ ÷ëåíîâ íå ðàâíà 0.

Êðîìå òîãî, ïîäõîäÿò ëþáûå ïðîãðåññèè èç äâóõ ýëåìåíòîâ ñ íåíóëå-
âûìè ñóììàìè ïåðâûõ è âòîðûõ ÷ëåíîâ.

Ðåøåíèå:

Íàçîâ¼ì íàøè ïðîãðåññèèè an è bn, à èõ çíàìåíàòåëè p è q. Ðàññìîòðèì
ïåðâûå òðè ÷ëåíà êàæäîé ïðîãðåññèè. ×òîáû ñóììà òàêæå áûëà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé, íåîáõîäèìî (a1 +
b1)(a1p

2 + b1q
2) = (a1p+ b1q)

2.
Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ñîêðàùàÿ îäèíàêîâûå ñëàãàåìû, ïîëó÷àåì a1b1p

2 + a1b1p
2 = 2a1b1pq. Ñîêðàùàÿ íà a1b1

è ïåðåíîñÿ âñ¼ â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì (p − q)2 = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà p = q. Êðîìå òîãî, òðåáóåòñÿ
åù¼ è ÷òîáû an + bn íå áûëî ðàâíî íóëþ êàê ïåðâûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

5. (3 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ôèãóðó, èçîáðàæ¼ííóþ íà ðèñóíêå, ìîæíî ðàñêðàñèòü ïî êëåòêàì â
ñèíèé, êðàñíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå (ò.å. èìåþùèå îáùèå ñòîðîíû) êëåòêè áûëè ðàñêðàñåíû â
ðàçíûå öâåòà?

Îòâåò: 3 · 483.
Ðåøåíèå: Öåíòðàëüíóþ êëåòêó ìîæíî ðàñêðàñèòü òðåìÿ ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî íàì îñòàëîñü ðàñêðàñèòü

÷åòûðå îäèíàêîâûõ ôèãóðêè èç øåñòè êëåòîê ñ îäíèì è òåì æå îãðàíè÷åíèåì íà öâåò êëåòêè, ñîñåäíåé ñ
öåíòðàëüíîé (íàçîâ¼ì å¼ êëåòêîé À).

Ðàññìîòðèì êâàäðàò 2 × 2. Â òàêîì êâàäðàòå äîëæíû áûòü äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà è ðàñïîëîæåíû îíè
äîëæíû áûòü ïî äèàãîíàëè. Äâóìÿ ñïîñîáàìè âûáèðàåì äèàãîíàëü, òðåìÿ ñïîñîáàìè å¼ öâåò è åù¼ ïî äâà
ñïîñîáà íà âûáîð öâåòà äëÿ îñòàëüíûõ êëåòîê, èòîãî 24 ñïîñîáà. Îäíàêî ïðè ýòîì êâàäðàòû, ïîêðàøåííûå â
äâà öâåòà ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, ïîýòîìó îñòà¼òñÿ 18 ñïîñîáîì.

Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, äëÿ êàæäîãî èç òð¼õ öâåòîâ åñòü ïî 6 ñïîñîáîâ òàêèõ, ÷òî êëåòêà, ñîñåäíÿÿ íå òîëüêî ñ
êëåòêàìè êâàäðàòà, èìååò èìåííî ýòîò öâåò. Ýòó êëåòêó íàçîâ¼ì êëåòêîé Á.
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Êëåòêà À ìîæåò áûòü ïîêðàøåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 6 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè
êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî êëåòêà Á ïîêðàøåíà â òîò æå öâåò. Òîãäà êëåòêó ìåæäó íèìè ìîæíî ïîêðàñèòü äâóìÿ
ñïîñîáàìè, èòîãî 2 · 6 · 2 = 24 âàðèàíòà.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî èç ñïîñîáîâ ïîêðàñèòü êëåòêó À åñòü 12 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êâàäðàòà òàêèõ, ÷òî
êëåòêà Á èìååò äðóãîé öâåò. Â ýòîì ñëó÷àå êëåòêà ìåæäó íèìè êðàñèòñÿ îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó îïÿòü ïîëó÷àåì
24 ñïîñîáà. Èòîãî 48 ñïîñîáîâ ðàñêðàñêè êàæäîé òàêîé ôèãóðû.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò â çàäà÷å 3 · 483.
6. (3 áàëëà) Â ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí êóá 1000× 1000× 1000 c âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è ãðàíÿìè,

ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïðîâåäåíû âåêòîðû âî âñå öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè âíóòðè è íà ãðàíèöå ýòîãî êóáà. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà 11.

Îòâåò: 0

Ðåøåíèå:

Ñóììà êâàäðàòîâ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ � ýòî ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ èõ êîîðäèíàò, òî åñòü 3 · 10012 · (02 + 12 +
22 + . . .+ 10002), ÷òî äåëèòñÿ íà 11, òàê êàê 1001 äåëèòñÿ íà 11.

7. (4 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð åãî âïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íà ëó÷àõ BI è CI ñîîò-
âåòñòâåííî îòìå÷åíû òàêèå (îòëè÷íûå îò I) òî÷êè E è F , ÷òî AI = AE = AF . Äîêàæèòå, ÷òî EF ∥ BC

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì òî÷êó D � ñåðåäèíó äóãè BC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Ïî ëåììå î òðåçóáöå
DB = DC = DI. Òðåóãîëüíèêè DBI è AEI ïîäîáíû, òàê êàê ýòî ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ ðàâíûìè
óãëàìè ïðè îñíîâàíèè (óãëû â òî÷êå I ðàâíû êàê âåðòèêàëüíûå, ïîòîìó ÷òî òî÷êè A, I è D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé � áèññåêòðèñå óãëà A). Àíàëîãè÷íî ïîäîáíû òðåóãîëüíèêè DCI è AFI.

Îòñþäà ïîëó÷àåì
BI

EI
=

DI

AI
=

CI

FI
(ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî ïîäîáèÿ, âòîðîå � èç âòîðîãî). Ñëåäîâà-

òåëüíî, òðåóãîëüíèêè FIE è CIB òàêæå ïîäîáíû, ïîñêîëüêó óãëû â òî÷êå I â ýòèõ òðåóãîëüíèêàõ ðàâíû êàê
âåðòèêàëüíûå.

Çíà÷èò ∠FEI = ∠CBI, à ýòî íàêðåñò ëåæàùèå óãëû ïðè ïðÿìûõ EF è BC, ïîýòîìó ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

8. (5 áàëëîâ) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 50 ãîðîäîâ è 71 àâèêîìïàíèÿ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè
ðåéñàìè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ àâèàêîìïàíèé. Ñòîèìîñòü ïåðåë¼òà ìåæäó ãîðîäàìè, ñîåäèí¼ííûìè ðåéñàìè k
àâèàêîìïàíèé, äëÿ âñåõ êîìïàíèé îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿåò 1

k . Îêàçàëîñü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãîðîäîâ, ìåæäó
êîòîðûìè ñ ïåðåñàäêîé ìîæíî äîáðàòüñÿ äåøåâëå, ÷åì ïðÿìûì ðåéñîì. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî íàéòè ìàðøðóò
ñ îäíîé ïåðåñàäêîé, îáå ÷àñòè êîòîðîãî ñòîÿò îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Íà ñàìîì äåëå íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðåéñà îäèíàêîâîé öåíû èç îäíîãî ãîðîäà. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå. Òîãäà âñå ïåðåë¼òû èç ëþáîãî ãîðîäà èìåþò ðàçíóþ öåíó.

Ðàññìîòðèì ñàìûé äîðîãîé ðåéñ. Îí ñàìûé äîðîãîé â êàæäîì èç ñâîèõ ãîðîäîâ, à çíà÷èò ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû 48 áîëåå äåø¼âûõ ïåðåë¼òîâ. Òîãäà ýòîò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ èìååò öåíó 1

k ⩾ 1
23 , ò.å. k ⩽ 23.

Âîçìîæíûõ ñòîèìîñòåé, ìåíüøèõ 1
k , íî íå ìåíüøèõ 1

2k âñåãî k. Çíà÷èò, â êàæäîì èç ãîðîäîâ, êîòîðûå
ñîåäèíÿåò ñàìûé äîðîãîé ðåéñ, åñòü åù¼ íå áîëåå k ðåéñîâ íå äåøåâëå 1

2k , òî åñòü âñåãî èõ â ýòèõ äâóõ ãîðîäàõ
íå áîëåå 2k ⩽ 46 (íå ñ÷èòàÿ ñàìîãî äîðîãîãî). Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî â êàêîé-òî èç îñòàâøèõñÿ 48 ãîðîäîâ èç
îáîèõ êîíöîâ ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà âåäóò ðåéñû öåíîé íèæå 1

2k . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè
äâóìÿ ðåéñàìè, ìû ñìîæåì ïðîëåòåòü ìåæäó êîíöàìè ñàìîãî äîðîãîãî ðåéñà äåøåâëå, ÷åì ýòèì ðåéñîì, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.
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V. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 10 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 

1. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: -2 
 

2. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: 3/4 | 0,75 
 

3. Дана функция . Найдите . 
 
Ответ: -3 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
-10 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждый год рождает четырёх хомячков; каждый суслик каждые 3 месяца рождает 
двух маленьких сусликов; а кролики — загадочные существа — чем больше времени 
проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих кроликов 
и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов увеличивается в 
k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Никита купил на рынке грызунов. Известно, что через год у него стало 765 домашних 
питомцев. Сколько грызунов Никита купил на рынке? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 10; 77; 153 | 11, 77, 153 
 
2. На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждые 3 месяца рождает двух хомячков; каждый суслик каждые 4 месяца рождает 
одного маленького суслика; а кролики — загадочные существа — чем больше времени 
проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих кроликов 
и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов увеличивается в 
k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Антон купил в зоомагазине грызунов. Известно, что через год у Антона стало 720 домашних 
питомцев. Сколько грызунов Антон купил в зоомагазине? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 1; 17; 90 | 1, 17, 90  
 
3. На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждые 4 месяца рождает четверых хомячков; каждый суслик каждые 4 месяца 
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рождает одного маленького суслика; а кролики — загадочные существа — чем больше 
времени проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих 
кроликов и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов 
увеличивается в k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Мальчик Илья купил в зоомагазине грызунов. Известно, что через год у Ильи было 1040 
домашних зверей. А сколько грызунов Илья купил в зоомагазине? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
 
 
Ответ: 13, 41, 130 | 13; 41; 130 
 
Примеры записи ответов: 
9 
9; 23 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Три подряд идущих члена геометрической прогрессии со знаменателем q использовали в 
качестве коэффициентов квадратного трёхчлена. Оказалось, что этот трёхчлен имеет ровно 
один корень. Найдите q3. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 1/4; 4 | 0,25; 4 | 4; 0,25 | 4; 1/4 | 1/4, 4 | 4; 0,25 | 4, 1/4 | 
 
2. Три подряд идущих члена геометрической прогрессии со знаменателем q использовали в 
качестве коэффициентов квадратного трёхчлена. Оказалось, что этот трёхчлен имеет два 
различных корня. При каком наименьшем натуральном q это возможно? 
 
Ответ: 2 
 
3. Три подряд идущих члена геометрической прогрессии со знаменателем q использовали в 
качестве коэффициентов квадратного трёхчлена, причём средний член оказался первым 
коэффициентом. При каком наибольшем целом q получившийся трёхчлен будет иметь два 
различных корня вне зависимости от того, как расставлены остальные два коэффициента? 
 
Ответ: -1 
 
Примеры записи ответов: 
2 
5; 9 
 
 
Задача 4. (3 балла) 
 

1. Дана функция f(x), удовлетворяющая условию . Известно, что 
f(1)=2. Найдите f(15). 
 
Ответ: 450. 
 

2. Дана функция f(x), удовлетворяющая условию . Известно, что 
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f(1)=4. Найдите f(10). 
 
Ответ: 400. 
 

3. Дана функция f(x), удовлетворяющая условию . Известно, что 
f(1)=5. Найдите f(12). 
 
Ответ: 720. 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
-0,25; 10 
 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Последовательность cn — сумма геометрической прогрессии bn c первым членом 5 и 
некоторой арифметической прогрессии. Известно, что c1 + c3 = 121, c2 = 38. Найдите 
знаменатель прогрессии bn. Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: -2; 4 | 4; -2 | 4, -2 
 
2. Последовательность cn — сумма геометрической прогрессии bn c первым членом 4 и 
некоторой арифметической прогрессии. Известно, что c1 + c3 = 128, c2 = 32. Найдите 
знаменатель прогрессии bn. Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: -3; 5 | 5; -3 | 5, -3 
 
3. Последовательность cn — сумма геометрической прогрессии bn c первым членом 3 и 
некоторой арифметической прогрессии. Известно, что c1 + c3 = 141, c2 = 33. Найдите 
знаменатель прогрессии bn. Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: -4; 6 | 6; -4 | 6, -4 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25; -10 
 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Дана точка на плоскости, не совпадающая с началом координат. Сколько различных точек 
можно получить из неё, последовательно применяя симметрии относительно оси Ox и 
прямой  (в любом порядке и любое количество раз)? Если саму точку тоже можно 
получить, её надо учитывать. Если для разных точек возможны разные ответы, укажите их в 
любом порядке через точку с запятой. 
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Ответ: 3; 6 | 3, 6 | 6; 3 | 6, 3 
 
2. Дана точка на плоскости, не совпадающая с началом координат. Сколько различных точек 
можно получить из неё, последовательно применяя симметрии относительно оси Ox и 

прямой (в любом порядке и любое количество раз)? Если саму точку тоже можно 
получить, её надо учитывать. Если для разных точек возможны разные ответы, укажите их в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12; 6 | 12, 6 | 6; 12 | 6, 12 
 
3. Дана точка на плоскости, не совпадающая с началом координат. Сколько различных точек 
можно получить из неё, последовательно применяя симметрии относительно оси Oy и 
прямой (в любом порядке и любое количество раз)? Если саму точку тоже можно 
получить, её надо учитывать. Если для разных точек возможны разные ответы, укажите их в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4; 8 | 8, 4 | 8; 4 | 4, 8. 
 
Примеры записи ответов: 
9 
9; 23 
 
Задача 7. (3 балла) 
 

1. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12 
 

2. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 8 
 

3. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
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-0,25; 10 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность радиуса 12. Прямые AE и ВC 
параллельны, CD = DE, BE = AE =16. Найдите косинус угла DEC. 
 
Ответ: 2/3. 
 
2. ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность радиуса 15. Прямые AB и CD 
параллельны, AE = DE, AC = AB=18. Найдите косинус угла EDA. 

 
Ответ: 9/15 | 3/5 | 0,6 
 
2. ABCDE — вписанный в окружность S пятиугольник. Прямые DE и AB параллельны, BC = 
CD, AD = DE =20, cos CBD = 5/8. Найдите радиус окружности S. 

 
Ответ: 16. 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
1 
 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, BK = LE = CM = MD = 5, KL = 4, LM = 6. Найдите длину отрезка MK. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 6 
 
2. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, BK = MK = ML = 5, MC = 7, AK = FL = 6. Найдите длину отрезка EL. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5 
 
3. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, EL = FL = KL = 5, DM = 4, AK = MK = 6. Найдите длину отрезка MC. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
4; 10 
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Задача 10. (4 балла) 
 

1. На доске была написана формула дробно-линейной функции вида , где а и b 
— какие-то действительные числа (не обязательно различные). Вася поменял местами числа 
а и b, и оказалось, что теперь на доске написана формула обратной к f(x) функции. Найдите 
число а. Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: -3. 
 

2. На доске была написана формула дробно-линейной функции вида , где а и b 
— какие-то действительные числа (не обязательно различные). Вася поменял местами числа 
а и b, и оказалось, что теперь на доске написана формула обратной к f(x) функции. Найдите 
число а. Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 5. 
 

3. На доске была написана формула дробно-линейной функции вида , где а, b и 
с — какие-то действительные числа (не обязательно различные). Вася поменял местами 
числа b и c, и оказалось, что теперь на доске написана формула обратной к f(x) функции. 
Найдите число а. Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке через 
точку с запятой. 
 
Ответ: 2; -2 | 2, -2 | -2; 2 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
-0,25; 10 
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VI. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 10 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 10. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 25. 
 
2. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 20. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 100. 
 
3. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 6. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 9. 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Известно, что для функций f(x), g(x), h(x) верно соотношение для любого x кроме -1/2: 
g(h(x)) - f(g(x)) = f(h(x)), где g(x) = (5x+3)/(2x+1) и h(x) = x2 + 2x + 3. Найдите f(2). 
 
Ответ: 1,3 
 
2. Известно, что для функций f(x), g(x), h(x) верно соотношение для любого x кроме -2: 
g(h(x)) - f(g(x)) = f(h(x)), где g(x)=(4x+5)/(x+2) и h(x) = x2 + x + 1. Найдите f(3). 
 
Ответ: 1,7 
 
3. Известно, что для функций f(x), g(x), h(x) верно соотношение для любого x из области 
определения:: 
g(h(x)) - f(g(x)) = f(h(x)), где g(x)=(5x+3)/(x+1) и h(x)=x2 + x + 2. Найдите f(4). 
 
Ответ: 2,3 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
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Задача 3. (3 балла) 
 
1. В стране Альфа 96 городов. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. 
Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда 
есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в 
стране? 
 
Ответ: 195 
 
2. В стране Бета 106 городов. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. 
Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда 
есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в 
стране? 
 
Ответ: 215 
 
3. В стране Гамма 101 город. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. 
Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда 
есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в 
стране? 
 
Ответ: 205 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 1946. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 
Ответ: 19; 17 | (19; 17) 
 
2. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 5528. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 
Ответ: 19; 11 | (19; 11) 
 
3. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 2716. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 
Ответ: 17; 13 | (17; 13) 
 
Примеры записи ответов: 
(37; 11) 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 6, 6 и х. При каких значениях числа х 
прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 224/3 его объёма? 
Ответ записать в виде промежутка. 
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Ответ: [4; 9] || [4, 9] 
 
2. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 4, 6 и х. При каких значениях числа х 
прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 78 его объёмов? 
Ответ записать в виде промежутка. 
 
Ответ: [3; 8] || [3, 8] 
 
3. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 2, 6 и х. При каких значениях числа х 
прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 88 его объёмов? 
Ответ записать в виде промежутка. 
 
Ответ: [3; 4] || [3, 4] 
 
Примеры записи ответов: 
[1; 5] 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Окружность радиуса 12 с центром в точке О и окружность радиуса 3 касаются внутренним 
образом в точке Н. Прямая XH — их обшая касательная,  прямая ОХ — касательная к 
маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 162 
 
2.. Окружность радиуса 12 с центром в точке О и окружность радиуса 4 касаются 
внутренним образом в точке Н. Прямая XH — их обшая касательная,  прямая ОХ — 
касательная к маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 192 
 
3. Окружность радиуса 20 с центром в точке О и окружность радиуса 8 касаются внутренним 
образом в точке Н. Прямая XH — их обшая касательная,  прямая ОХ — касательная к 
маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 720 
 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 7. (3 балла) 
 

1 . Известно, что число  является корнем многочлена четвертой степени с целыми 
коэффициентами, старший коэффициент которого равен 1. А чему равна сумма 
коэффициентов у этого многочлена? 
 

43



Ответ: -11 
 

2 . Известно, что число  является корнем многочлена четвертой степени с целыми 
коэффициентами, старший коэффициент которого равен 1. А чему равна сумма 
коэффициентов у этого многочлена? 
 
Ответ: -3 
 

3 . Известно, что число  является корнем многочлена четвертой степени с целыми 
коэффициентами, старший коэффициент которого равен 1. А чему равна сумма 
коэффициентов у этого многочлена? 
 
Ответ: -19 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1 . Известно, что функция f(x) удовлетворяет равенству при любом x: 
sin x + f(x) = f(x+2) 

Найдите значени f(2013) sin 1, если известно, что . 
 
Ответ: 1 
 
2 . Известно, что функция f(x) удовлетворяет равенству при любом x: 
2 sin x + f(x) = f(x+2) 

Найдите, значение f(2015) sin 1, если известно, что . 
Ответ: 2 
 
3 . Известно, что функция f(x) удовлетворяет равенству при любом x: 
3 sin x + f(x) = f(x+2) 

Найдите, значение f(2017) sin 1, если известно, что . 
Ответ: 3 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
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Ответ: 88 
 
2. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
Ответ: 50 
 
3. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
 
Ответ: 128 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 8 
 
1. Даны две геометрические прогрессии an и bn. Известно, что a0 = 2 и сумма знаменателей 
этих двух прогрессий равна 5. Найдите, чему может быть равно b0, если известно, что a0, b0, 
a1, b1 — последовательные члены некоторой арифметической прогрессии (именно в таком 
порядке). 
 
Ответ: -1; 4 || 4; -1 || 4, -1 
 
2. Даны две геометрические прогрессии an и bn. Известно, что a0 = 3 и сумма знаменателей 
этих двух прогрессий равна 2. Найдите, чему может быть равно b0, если известно, что a0, b0, 
a1, b1 — последовательные члены некоторой арифметической прогрессии (именно в таком 
порядке). 
Если правильных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: -3; 3 || 3; -3 || 3, -3 
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3. Даны две геометрические прогрессии an и bn. Известно, что a0 = 4 и сумма знаменателей 
этих двух прогрессий равна 5. Найдите, чему может быть равно b0, если известно, что a0, b0, 
a1, b1 — последовательные члены некоторой арифметической прогрессии (именно в таком 
порядке) 
 
Ответ: -2; 8 || 8; -2 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
1; 7 
1,7; 17 
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VII. Задания заключительного этапа олимпиады для 9 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

9 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 8 íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê?

Îòâåò: 16

Ðåøåíèå:

×¼ðíûì öâåòîì íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû âñå òðè âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèÿ óãîëêà èç òð¼õ êëåòîê, ñîäåð-
æàùåãî ëåâóþ âåðõíþþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðè ýòîì óãîëîê, ñîäåðæàùèé ëåâóþ
íèæíþþ êëåòêó, ðàñïîëîæåí åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì îáðàçîì (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ñåðûì), â òðåòüåì
ñëó÷àå òàêîé óãîëîê ðàçìåñòèòü íå ïîëó÷àåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ýòè äâà óãîëêà îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Àíàëîãè÷-
íî îñòàâøèåñÿ øåñòü óãîëêîâ òàêæå îáðàçóþò òðè òàêèõ æå ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà óãîëêè äâóìÿ ñïîñîáàìè, 24 = 16.

2. (2 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè ïî êëåòî÷êàì íàðèñîâàëè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà (íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè) è
îäèí êâàäðàò QRSC, òàê, ÷òî â èòîãå ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 35 êëåòêàì. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîùàäü çàêðàøåí-
íîé ôèãóðû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AP < QR.

Îòâåò: 24 èëè 26.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç èçîáðàæåííûõ îòðåçêîâ èìååò äëèíó íå ìåíüøå 1.
SABCD = AB · BC = 35, îòêóäà ëèáî AB = 5, BC = 7, ëèáî íàîáîðîò AB = 7, BC = 5. (âàðèàíòû 35 × 1 è

1× 35 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê AB õîòÿ áû äâå êëåòêè, à BC õîòÿ áû òðè).
Âàðèàíò AB = 7, BC = 5 òàêæå íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî BP = QR > AP , çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå QR = BP >

AB
2 = 7

2 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû QR = RS = BC −BR− SC = 5−BR− SC ⩾ 3.
Çíà÷èò, AB = 5 è BC = 7. BP > AP , ñëåäîâàòåëüíî îïÿòü ïîëó÷àåì 2 ñëó÷àÿ: ëèáî BP = 4, AP = 1, ëèáî

BP = 3, AP = 2.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ. BR ̸= AP = 1, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòîì; ñ äðóãîé ñòîðîíû, BR + SC = 3, çíà÷èò, BR = 2, SC = 1. Òîãäà ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà
SABCD −BP ·BR−AP · SC = 35− 4 · 2− 1 · 1 = 26.

Âòîðîé ñëó÷àé: BP = 3, AP = 2. Îïÿòü-òàêè, BR ̸= AP ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, BR + SC = 4, çíà÷èò, äëèíà
BR ñîñòàâëÿåò 1 èëè 3 êëåòêè, à SC ñîîòâåòñòâåííî íàîáîðîò, 3 èëè 1. Â ïåðâîì èç âàðèàíòîâ íèæíèé ïðàâûé
ïðÿìîóãîëüíèê îêàçûâàåòñÿ êâàäðàòîì, âî âòîðîì SABCD −BP ·BR−AP · SC = 35− 3 · 3− 2 · 1 = 24.

3. (3 áàëëà) Èç êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâî ÊÀÐÀÊÀÒÈÖÀ. À ñêîëüêî èç ýòèõ êàðòî÷åê
ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ), â êîòîðûõ áóêâû Ð è Ö ñîñåäíèå?

Îòâåò:
9!

4!
= 9 · 8 · 7 · 6 · 5 = 15120

Ðåøåíèå:

Çàìåíèì ñîñåäíèå áóêâû Ð è Ö íà îäíó áóêâó, íàïðèìåð, íà áóêâó Ù, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îíè ñòîÿò
ðÿäîì. Òîãäà ó íàñ îñòà¼òñÿ 9 áóêâ, è èç íèõ 4 áóêâû À è 2 áóêâû Ê.

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû â ýòîì ñëîâå
9!

4! · 2!
. Êðîìå òîãî, áóêâû Ù ìîæåò áûòü

ðàñøèôðîâàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ÐÖ è êàê ÖÐ, ÷òî äà¼ò íàì óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ åù¼ äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
9!

4!
.
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4. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ñ óãëîì C = 120◦. Òî÷êà D � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè C íà ñòîðîíó AB; òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè D íà ñòîðîíû AC
è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèê EFC
ðàâíîáåäðåííûé è åãî ïëîùàäü ðàâíà

√
3.

Îòâåò: 16 + 8
√
3

Ðåøåíèå:

Òðåóãîëüíèê EFC ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê ∠C â í¼ì òóïîé, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ åãî âåðøèíîé, çíà÷èò EC =
FC. Íî òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ECD è FCD ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå, ñëåäîâàòåëüíî, ED =
FD, òî åñòü òî÷êà D ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà C, îòêóäà òðåóãîëüíèê ABC òàêæå ðàâíîáåäðåííûé.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABC è EFC ïîäîáíû. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ. Âî-ïåðâûõ,
CE : CD = cos∠ACD = 1

2 . Âî-âòîðûõ, CD : AC = cos∠ACD = 1
2 . Çíà÷èò, CE : AC = 1

4 .

Äàëåå,
√
3 = SEFC =

EC · FC · sin∠ACD

2
=

EC2
√
3

4
, îòêóäà EC = 2. Îòñþäà EF = 2EC sin 60◦ = 2

√
3.

Çíà÷èò, PEFC = 4 + 2
√
3, PABC = 4PEFC = 16 + 8

√
3.

5. (3 áàëëà) Äàíû ñòî êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, âñå ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû. Îêàçàëîñü,
÷òî ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Äîêàæèòå ÷òî ãðàôèêè âñåõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

Ðåøåíèå:

Åñëè ãðàôèêè äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ðàçíîñòü ýòèõ òð¼õ÷ëå-
íîâ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, òî åñòü îíà ëèáî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ÷åãî íå ìîæåò áûòü ïî óñëîâèþ, òàê êàê
ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû òð¼õ÷ëåíîâ ðàçëè÷íû, ëèáî ïîëíûé êâàäðàò.

Ðàññìîòðèì 3 êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f , g è h. Ïóñòü f − g = a(x − x1)
2, g − h = b(x − x2)

2. Òîãäà f − h =
a(x− x1)

2 + b(x− x2)
2. Ýòîò òð¼õ÷ëåí òîæå äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííûé êîðåíü.

Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x− x1)
2 + b(x− x2)

2 > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà
x1 = x2. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x − x1)

2 + b(x − x2)
2 > 0 â òî÷êàõ x1 è x2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

ðàçíûõ çíàêîâ, òî åñòü òî÷íî èìååò 2 êîðíÿ (åñëè òîëüêî x1 è x2 îïÿòü æå íå ðàâíû).
Çíà÷èò, x1 = x2 è f − h = (a + b)(x − x1)

2, ò.å. f − h èìååò êîðåíü â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f − g è g − h,
ò.å. ãðàôèêè òð¼õ÷ëåíîâ f , g è h èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî h ëþáîé äðóãîé òð¼õ÷ëåí èç
äàííîãî íàáîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî åãî ãðàôèê ïðîõîäèò ÷åðåç îáùóþ òî÷êó ãðàôèêîâ f è g, çíà÷èò, ãðàôèêè âñåõ
òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò îáùóþ òî÷êó.

6. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
1) Çàìåíèòü èñõîäíîå ÷èñëî íà ðàçíîñòü ÷èñëà, ïîëó÷åííîãî èç íåãî îòáðàñûâàíèåì òð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð è

÷èñëà, ñîñòàâëåííîãî èç åãî òð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð (âîçìîæíî, çàïèñàííîãî â íåïðàâèëüíîé ôîðìå � ñ íóëÿìè â
íà÷àëå; ðàçíîñòü áåð¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ � èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå).

2) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå åñòü öèôðà, íå ðàâíàÿ 9, èìåþùàÿ äâå ñîñåäíèå öèôðû, áîëüøèå 0, ìîæíî óâåëè-
÷èòü ýòó öèôðó íà 1, à ñîñåäíèå óìåíüøèòü íà 1. Åñëè â ðåçóëüòàòå â ÷èñëå íà ïåðâîì ìåñòå îêàçûâàþòñÿ íóëè,
îíè îòáðàñûâàåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç 98 âîñüì¼ðîê. Â êîíöå îñòàëîñü äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå
èìåííî?

Îòâåò: 88 èëè 94

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñ ÷èñëîì 1000a + b, ãäå b < 1000 âûïîëíèëè ïåðâóþ îïåðàöèþ. Òîãäà îíî ïðåâðàòèëîñü â a − b èëè â
b− a. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîæèì ýòè ÷èñëà, âî âòîðîì âû÷òåì � ïîëó÷èòñÿ 1001a, ÷òî äåëèòñÿ íà 91. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàøåãî ÷èñëà íà 91 áûë ðàâåí x, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîâîãî ÷èñëà ëèáî 91− x, ëèáî ïî-ïðåæíåìó x.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ îïåðàöèþ. Ïðè å¼ âûïîëíåíèè ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ 10n à çàòåì èç íåãî âû÷è-
òàþòñÿ 10n+1 è 10n−1. Â ñóììå èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 91 · 10n−1, òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 91 ñîõðàíÿåòñÿ.

Ó èçíà÷àëüíîãî ÷èñëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 91 áûë ðàâåí 88 (òàê êàê 888 888 = 888 · 1001 äåëèòñÿ íà 91,
à çíà÷èò, ÷èñëî èç 96 âîñüì¼ðîê è äâóõ íóëåé íà êîíöå äåëèòñÿ íà 91. Ñëåäîâàòåëüíî, èòîãîâîå ÷èñëî ìîæåò
äàâàòü ïðè äåëåíèè íà 91 îñòàòêè 88 èëè 3, à ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ýòî òîëüêî 88 è 94.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà ÷èñëà ïîëó÷èòü ìîæíî.
Ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç âîñüì¼ðîê, ïåðâóþ îïåðàöèþ äâàæäû, ìû ïðîñòî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî

âîñüì¼ðîê íà 6. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ó íàñ ïîÿâèòñÿ êàê ðàç ÷èñëî 88.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü 94, íàì íàäî îñòàíîâèòüñÿ íà ÷åòûðå øàãà ðàíüøå, ò.å. íà ÷èñëå 88 888 888. Èç

íåãî ïîëó÷àåì 88 887 978, çàòåì 88 878 878, çàòåì 88 878 787, çàòåì 88 878 696, çàòåì 88 192 è, íàêîíåö, 94.

7. (4 áàëëà) Èçâåñòíî, ÷òî x, y, z, t íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî xyz = 1, y + z + t = 2. Äîêàæèòå,
÷òî x2 + y2 + z2 + t2 ⩾ 3.

Ðåøåíèå:

x2 + y2 + z2 + t2 = x2 +2yz+ y2 − 2yz+ z2 + t2 = x2 + 2
x + (y− z)2 + t2 ⩾ x2 + 2

x ÷òî õîòÿ áû 3 ïî íåðàâåíñòâó
î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ òð¼õ ÷èñåë.
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8. (5 áàëëîâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êà A1 âçÿòà òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî òî÷êè A ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AI. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà A1 è öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêà ABC ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC; O1 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî O ñåðåäèíà O1I;
òî÷êè D, E è F � ñåðåäèíû äóã AB, BC è AC îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êè D1, E1, F1

� öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïî ëåììå î òðåçóáöå òî÷êè D, E è F � ñåðåäèíû D1I, E1I è F1I ñîîòâåòñòâåííî.
Â òðåóãîëüíèêå A1O1I îòðåçîê AO ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, çíà÷èò A1O1 = 2AO. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð îòðåçêîâ. Òàê êàê OA = OD = OE = OF , ñëåäîâàòåëüíî O1A1 = O1D1 = O1E1 =
O1F1, òî åñòü òî÷êè A1, D1, E1 è F1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ïîñëåäíåãî àáçàöà ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèþ) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå I è êîýôôèöèåíòîì 2.
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9 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 6 íà óãîëêè èç òð¼õ êëåòîê?

Îòâåò: 8

Ðåøåíèå:

×¼ðíûì öâåòîì íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû âñå òðè âîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèÿ óãîëêà èç òð¼õ êëåòîê, ñîäåð-
æàùåãî ëåâóþ âåðõíþþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïðè ýòîì óãîëîê, ñîäåðæàùèé ëåâóþ
íèæíþþ êëåòêó, ðàñïîëîæåí åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì îáðàçîì (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ñåðûì), â òðåòüåì
ñëó÷àå òàêîé óãîëîê ðàçìåñòèòü íå ïîëó÷àåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì èç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ ýòè äâà óãîëêà îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Àíàëîãè÷-
íî îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå óãîëêà òàêæå îáðàçóþò äâà òàêèõ æå ïðÿìîóãîëüíèêà. Êàæäûé èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà óãîëêè äâóìÿ ñïîñîáàìè, 23 = 8.

2. (2 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè ïî êëåòî÷êàì íàðèñîâàëè òðè ïðÿìîóãîëüíèêà (íå ÿâëÿþùèõñÿ êâàäðàòàìè) è
îäèí êâàäðàò QRST , òàê, ÷òî â èòîãå ïîëó÷èëàñü ôèãóðà, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæ¼ííàÿ íà ðèñóíêå. Ñòîðîíû
âñåõ ÷åòûð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøå 7.

Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD ðàâíà 33 êëåòêàì. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíà ïëîùàäü çàêðàøåí-
íîé ôèãóðû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî PQ < SC.

Îòâåò: 17, 20 èëè 21.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç èçîáðàæåííûõ îòðåçêîâ èìååò äëèíó íå ìåíüøå 1.
SABCD = AB ·BC = 33, îòêóäà ëèáî AB = 3, BC = 11, ëèáî íàîáîðîò AB = 11, BC = 3. (âàðèàíòû 33× 1 è

1× 33 íå ïîäõîäÿò, òàê êàê AB õîòÿ áû äâå êëåòêè, à BC õîòÿ áû òðè).
Âàðèàíò AB = 11, BC = 3 òàêæå íåâîçìîæåí, ïîòîìó ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî BR = RS = SC = 1, îòêóäà

PQ = SC, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Çíà÷èò, AB = 3 è BC = 11. Îïÿòü ïîëó÷àåì 2 ñëó÷àÿ: ëèáî BP = 2, AP = 1, ëèáî BP = 1, AP = 2.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ. BR = PQ ̸= AP = 1, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì. BP = QR = 2, ñëåäîâàòåëüíî, BR + SC = 9. Êðîìå òîãî, BR = PQ < SC. Çíà÷èò, ëèáî BR = 3,
SC = 6, ëèáî BR = 4, SC = 5.Òîãäà ïëîùàäü çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà ëèáî SABCD −BP ·BR − AP · SC =
33− 2 · 3− 1 · 6 = 21, ëèáî SABCD −BP ·BR−AP · SC = 33− 2 · 4− 1 · 5 = 20.

Âòîðîé ñëó÷àé. BR = PQ ̸= AP = 2, èíà÷å ëåâûé âåðõíèé ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì. BP = QR =
1, ñëåäîâàòåëüíî, BR + SC = 10. Êðîìå òîãî, BR = PQ < SC < 7. çíà÷èò, BR = 4, SC = 6, Òîãäà ïëîùàäü
çàêðàøåííîé ôèãóðû ðàâíà ëèáî SABCD −BP ·BR−AP · SC = 33− 1 · 4− 2 · 6 = 17.

3. (3 áàëëà) Èç êàðòî÷åê ñ áóêâàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâî ÂÎÄÎÏÐÎÂÎÄ. À ñêîëüêî èç ýòèõ êàðòî÷åê
ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâ (íå îáÿçàòåëüíî îñìûñëåííûõ), â êîòîðûõ áóêâû Ð è Ï ñîñåäíèå?

Îòâåò:
9!

4! · 2
=

9 · 8 · 7 · 6 · 5
2

= 7560

Ðåøåíèå:

Çàìåíèì ñîñåäíèå áóêâû Ï è Ð íà îäíó áóêâó, íàïðèìåð, íà áóêâó Ù, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê îíè ñòîÿò
ðÿäîì. Òîãäà ó íàñ îñòà¼òñÿ 9 áóêâ, è èç íèõ 4 áóêâû Î, 2 áóêâû Â è 2 áóêâû Ä.

Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû â ýòîì ñëîâå
9!

4! · 2! · 2!
. Êðîìå òîãî, áóêâû Ù ìîæåò áûòü

ðàñøèôðîâàíà äâóìÿ ñïîñîáàìè: êàê ÏÐ è êàê ÐÏ, ÷òî äà¼ò íàì óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ñïîñîáîâ åù¼ äâà ðàçà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
9!

4! · 2
.
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4.( 3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC ïëîùàäüþ 12
√
3 è ñ óãëîì C = 120◦ ãðàäóñîâ. Òî÷êà D � îñíîâàíèå

ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè C íà ñòîðîíó AB; òî÷êè E è F � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ
èç òî÷êè D íà ñòîðîíû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâåí ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà EFC, åñëè
îêàçàëîñü, ÷òî îí ðàâíîáåäðåííûé.

Îòâåò: 2
√
3 + 3

Ðåøåíèå:

Òðåóãîëüíèê EFC ðàâíîáåäðåííûé. Òàê êàê ∠C â í¼ì òóïîé, òî÷êà C ÿâëÿåòñÿ åãî âåðøèíîé, çíà÷èò EC =
FC. Íî òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ECD è FCD ðàâíû ïî êàòåòó è ãèïîòåíóçå, ñëåäîâàòåëüíî, ED =
FD, òî åñòü òî÷êà D ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà C, îòêóäà òðåóãîëüíèê ABC òàêæå ðàâíîáåäðåííûé.

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè ABC è EFC ïîäîáíû. Íàéä¼ì êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ. Âî-ïåðâûõ,
CE : CD = cos∠ACD = 1

2 . Âî-âòîðûõ, CD : AC = cos∠ACD = 1
2 . Çíà÷èò, CE : AC = 1

4 .

Äàëåå, 12
√
3 = SABC =

AC ·BC · sin∠ACD

2
=

AC2
√
3

4
, îòêóäà AC = 4

√
3. Îòñþäà AB = 2AC sin 60◦ = 4

√
3.

Çíà÷èò, PABC = 8
√
3 + 12

√
3, PEFC = 1

4PABC = 2
√
3 + 3.

5. (3 áàëëà) Äàíû ñòî êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ãðàôèêè ëþáûõ äâóõ èç íèõ èìåþò ðîâíî
îäíó îáùóþ òî÷êó, îäíàêî ãðàôèêè íèêàêèõ òð¼õ èç íèõ îáùåé òî÷êè íå èìåþò. Äîêàæèòå ÷òî êàê ìèíèìóì ó
ïÿòèäåñÿòè èç ýòèõ òð¼õ÷ëåíîâ ñîâïàäàþò ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû.

Ðåøåíèå:

Åñëè ãðàôèêè äâóõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ èìåþò ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, çíà÷èò, ðàçíîñòü ýòèõ òð¼õ÷ëå-
íîâ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, òî åñòü îíà ëèáî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ëèáî ïîëíûé êâàäðàò.

Ðàññìîòðèì 3 êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f , g è h ñ ðàçëè÷íûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè. Èõ ðàçíîñòè íå
ìîãóò áûòü ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè. Ïóñòü f−g = a(x−x1)

2, g−h = b(x−x2)
2. Òîãäà f−h = a(x−x1)

2+b(x−x2)
2.

Ýòîò òð¼õ÷ëåí òîæå äîëæåí èìåòü åäèíñòâåííûé êîðåíü.
Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x− x1)

2 + b(x− x2)
2 > 0 âî âñåõ òî÷êàõ, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà

x1 = x2. Åñëè ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, òî a(x − x1)
2 + b(x − x2)

2 > 0 â òî÷êàõ x1 è x2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
ðàçíûõ çíàêîâ, òî åñòü òî÷íî èìååò 2 êîðíÿ (åñëè òîëüêî x1 è x2 îïÿòü æå íå ðàâíû).

Çíà÷èò, x1 = x2 è f − h = (a + b)(x − x1)
2, ò.å. f − h èìååò êîðåíü â òîé æå òî÷êå, ÷òî è f − g è g − h, ò.å.

ãðàôèêè òð¼õ÷ëåíîâ f , g è h èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó. Ïðîòèâîðå÷èå.
Çíà÷èò, òàêèõ òð¼õ òð¼õ÷ëåíîâ íå ñóùåñòâóåò, òî åñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñòðàøåãî êîýôôèöèåíòàì òîëüêî

äâà. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû ó ïîëîâèíû òð¼õ÷ëåíîâ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îäèíàêîâûé.

6. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:
1) Çàìåíèòü èñõîäíîå ÷èñëî íà ðàçíîñòü ÷èñëà, ïîëó÷åííîãî èç íåãî îòáðàñûâàíèåì ÷åòûð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð

è ÷èñëà, ñîñòàâëåííîãî èç åãî ÷åòûðð¼õ ïîñëåäíèõ öèôð (âîçìîæíî, çàïèñàííîãî â íåïðàâèëüíîé ôîðìå � ñ
íóëÿìè â íà÷àëå; ðàçíîñòü áåð¼òñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ � èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ ìåíüøåå).

2) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå òðè ïîäðÿä èäóùèõ öèôðû a > 0, b < 7 è c > 2 (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå),
ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü èõ íà öèôðû a − 1, b + 3 è c − 3 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè â ðåçóëüòàòå â ÷èñëå íà ïåðâîì
ìåñòå îêàçûâàþòñÿ íóëè, îíè îòáðàñûâàåòñÿ.

Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç ñòà ïÿò¼ðîê. Â êîíöå îñòàëîñü äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 80 èëè 66.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñ ÷èñëîì 10000a+ b, ãäå b < 10000 âûïîëíèëè ïåðâóþ îïåðàöèþ. Òîãäà îíî ïðåâðàòèëîñü â a− b èëè â
b−a. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîæèì ýòè ÷èñëà, âî âòîðîì âû÷òåì � ïîëó÷èòñÿ 10001a, ÷òî äåëèòñÿ íà 73. Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íàøåãî ÷èñëà íà 73 áûë ðàâåí x, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè îñòàòîê îò äåëåíèÿ íîâîãî ÷èñëà ëèáî 73− x, ëèáî ïî-ïðåæíåìó x.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âòîðóþ îïåðàöèþ. Ïðè å¼ âûïîëíåíèè ê ÷èñëó ïðèáàâëÿåòñÿ 3 ·10n à òàêæå èç íåãî âû÷è-
òàþòñÿ 10n+1 è 3 · 10n−1. Â ñóììå èç ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ 73 · 10n−1, òî åñòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 73 ñîõðàíÿåòñÿ.

Ó èçíà÷àëüíîãî ÷èñëà îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 73 áûë ðàâåí 7 (òàê êàê 55 555 555 = 5555 · 10001 äåëèòñÿ íà 73,
à çíà÷èò, ÷èñëî èç ñòà ïÿò¼ðîê è ÷åòûð¼õ íóëåé íà êîíöå äåëèòñÿ íà 73 è íà îñòàòîê âëèÿþò òîëüêî 4 ïîñëåäíèå
öèôðû. Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 5555 íà 73 ñîñòàâëÿåò 7. Ñëåäîâàòåëüíî, èòîãîâîå ÷èñëî ìîæåò äàâàòü ïðè
äåëåíèè íà 73 îñòàòêè 7 èëè 66, à ñðåäè äâóçíà÷íûõ ÷èñåë ýòî òîëüêî 66 è 80.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îáà ÷èñëà ïîëó÷èòü ìîæíî.
Ïðèìåíÿÿ ê ÷èñëó, ñîñòîÿùåìó èç ïÿò¼ðîê, ïåðâóþ îïåðàöèþ äâàæäû, ìû ïðîñòî óìåíüøàåì êîëè÷åñòâî

ïÿò¼ðîê íà 8. Ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé îïåðàöèè ó íàñ ïîÿâèòñÿ êàê ðàç ÷èñëî èç äâåíàäöàòè
ïÿò¼ðîê. Èç íåãî åù¼ äâóìÿ îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ÷èñëî 554 825 554 825, äàëåå ÷èñëî 554 825 547 525.
Ñäåëàâ åù¼ 2 îïåðàöèè â ðàçíûõ ìåñòàõ, ïîëó÷èì 554 824 817 452, îòêóäà ïîëó÷àåì 554 824 816 722.

Òåïåðü ïðèìåíÿåì ïåðâóþ îïåðàöèþ è ïîëó÷àåì 55 475 759. Èç íåãî âòîðîé îïåðàöèåé ïîëó÷àåì 55 475 686,
îòêóäà ïåðâîé îïåðàöèåé ïîëó÷àòñÿ ÷èñëî 139. Èç íåãî âòîðîé îïåðàöèåé ïîëó÷àåòñÿ 66.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü 80, ìû îïÿòü-òàêè ïîëó÷àåì ÷èñëî èç äâåíàäöàòè ïÿò¼ðîê. Èç íåãî ïîëó÷àåì
555 555 554 825, îòêóäà 555 555 554 752, çàòåì 555 555 547 452. Èç ýòîãî ÷èñëà ìû ïîëó÷àåì 555 555 546 722, îòêó-
äà äâóìÿ îïåðàöèÿìè â ðàçíûõ ìåñòàõ ÷èñëà ïîëó÷àåì 555 548 239 422. Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷èì
55 545 401, à çàòåì 153. Ïðèìåíèâ ê íåìó åù¼ ðàç âòîðóþ îïåðàöèþ, ïîëó÷èì ÷èñëî 80.

7. (4 áàëëà)
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Èçâåñòíî, ÷òî x, y, z, t íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî xyz = 2, y+ z+ t = 2
√
2. Äîêàæèòå, ÷òî 2x2 + y2 +

z2 + t2 ≥ 6.

Ðåøåíèå:

2x2 + y2 + z2 + t2 = 2x2 + 2yz + y2 − 2yz + z2 + t2 = 2x2 + 4
x + (y − z)2 + t2 ⩾ 2

(
x2 + 2

x

)
= 2

(
x2 + 1

x + 1
x

)
, à(

x2 + 1
x + 1

x

)
⩾ 3 ïî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãåîìåòðè÷åñêîì äëÿ òð¼õ ÷èñåë.

8. (5 áàëëîâ) Äàí òðåóãîëüíèê ABC, òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, òî÷êè A1, B1, C1 âçÿòû
òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AI, BI è CI ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè A1, B1, C1 è öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû AB, ëåæàü íà
îäíîé îêðóæíîñòè.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü òî÷êà O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC; O1 � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî O ñåðåäèíà O1I;
òî÷êà D � ñåðåäèíûà äóãè AB îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, à òî÷êà D1 � öåíòðû âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùèõñÿ ñòîðîí AB, BC è AC ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïî ëåììå î òðåçóáöå òî÷êà D � ñåðåäèíà D1I ñîîòâåòñòâåííî.
Â òðåóãîëüíèêå A1O1I îòðåçîê AO ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, çíà÷èò A1O1 = 2AO. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì è äëÿ îñòàëüíûõ ïàð îòðåçêîâ. Òàê êàê OA = OB = OC = OD, ñëåäîâàòåëüíî O1A1 = O1B1 = O1C1 =
O1D1, òî åñòü òî÷êè A1, B1, C1, D1, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â O1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî ïîñëåäíåãî àáçàöà ìîæíî áûëî ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ (ãîìîòåòèþ) ñ öåí-
òðîì â òî÷êå I è êîýôôèöèåíòîì 2.
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VIII. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 9 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 
1. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3, …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 40 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем по разу, а вот 41 уже 
нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки). Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 121; 122; 123 | 121, 122, 123  
 
2. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3, …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 50 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем по разу, а вот 51 уже 
нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки). Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 151, 152, 153 | 151; 152; 153 
 
3. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3, …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 100 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем по разу, а вот 101 
уже нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки). Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 301, 302, 303 | 301; 302; 303 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Таблица 6х6 заполнена числами. Числа, стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно в два раза. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число 
может находиться в этой таблице? 
 
Ответ: 1024 | 2^10 
 
2. Таблица 20х20 заполнена числами. Числа, стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно на 5. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число может 
находиться в этой таблице? 
 
Ответ: 191 
 
3. Таблица 10х10 заполнена числами. Числа, стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно на 7. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число может 
находиться в этой таблице? 
 
Ответ: 127 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Каждый из учеников класса получили открытку от каждого из оставшихся. После этого из 
полученных открыток каждый ученик 6 штук передарил классной руководительнице. 
Оказалось, что у учеников осталось не более 230 открыток. Какие наибольшее количество 
учеников могла быть в классе? 
 
Ответ: 19 
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2. Каждый из учеников класса получили открытку от каждого из оставшихся. После этого из 
полученных открыток каждый ученик 7 штук передарил классной руководительнице. 
Оказалось, что у учеников осталось не более 170 открыток. Какие наибольшее количество 
учеников могла быть в классе? 
 
Ответ: 17 
 
3. Каждый из учеников класса получили открытку от каждого из оставшихся. После этого из 
полученных открыток каждый ученик 8 штук передарил классной руководительнице. 
Оказалось, что у учеников осталось не более 180 открыток. Какие наибольшее количество 
учеников могла быть в классе? 
 
Ответ: 18 
 
 
Задача 4. (2 балла) 
 
1. Лисица строит «пирамидки» из 6 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков. 
Примеры «пирамидок» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке:  

 
Какое количество различных «пирамидок» может получится у Лисицы? 
(Важно где у «пирамидки» правый край, а где левый — «пирамидки» на картинке разными). 
 
Ответ: 13 
 
2. Лисица строит «пирамидки» из 7 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных «пирамидок» может получится у Лисицы? 
(Важно где у «пирамидки» правый край, а где левый — «пирамидки» на картинке разными). 
 
Ответ: 19 
 
3. Лисица строит «пирамидки» из 5 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
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на каждом уровне количество кубиков строго меньше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных «пирамидок» может получится у Лисицы? 
(Важно где у «пирамидки» правый край, а где левый — «пирамидки» на картинке разными). 
 
Ответ: 7 
 
Примеры записи ответов: 
12 
 
Задача 5. (2 балла) 
 
1. Через точку (3, 5) на прямой p: y = x + 2 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите площадь выпуклого четырёхугольника, ограниченного прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 23 
 
2. Через точку (1, 5) на прямой p: y = 2x + 3 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите площадь выпуклого четырёхугольника ограниченного, прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 29 
 
3. Через точку (2, 3) на прямой p: y = 2x - 1 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите площадь выпуклого четырёхугольника ограниченного, прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 4,75 | 19/4 
 
Примеры записи ответов: 
8 
8,5 
17/2 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность радиуса 12. Прямые AE и ВC 
параллельны, CD = DE, BE = AE =16. Найдите отношение CD/AB. 
 
Ответ: 4/3 | 16/12 | 8/6 
 
2. ABCDE — пятиугольник, вписанный в окружность радиуса 15. Прямые AB и CD 
параллельны, AE = DE, AC = AB=18. Найдите отношение AD/AE. 
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Ответ: 18/15 | 6/5 | 1,2 
 
2. ABCDE — вписанный в окружность S пятиугольник. Прямые DE и AB параллельны, BC = 
CD, AD = DE = 20, BC:BD = 4:5. Найдите радиус окружности S. 

 
Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
1 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждый год рождает четырёх хомячков; каждый суслик каждые 3 месяца рождает 
двух маленьких сусликов; а кролики — загадочные существа — чем больше времени 
проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих кроликов 
и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов увеличивается в 
k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Никита купил на рынке грызунов. Известно, что через год у него стало 765 домашних 
питомцев. Сколько грызунов Никита купил на рынке? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 10; 77; 153 | 11, 77, 153 
 
2 вариант. 
На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждые 3 месяца рождает двух хомячков; каждый суслик каждые 4 месяца рождает 
одного маленького суслика; а кролики — загадочные существа — чем больше времени 
проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих кроликов 
и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов увеличивается в 
k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Антон купил в зоомагазине грызунов. Известно, что через год у Антона стало 720 домашних 
питомцев. Сколько грызунов Антон купил в зоомагазине? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 1; 17; 90 | 1, 17, 90  
 
3 вариант. 
На планете Острые Зубы животные размножаются по-особенному, а именно: каждый 
хомячок каждые 4 месяца рождает четверых хомячков; каждый суслик каждые 4 месяца 
рождает одного маленького суслика; а кролики — загадочные существа — чем больше 
времени проходит, тем быстрее они размножаются, а именно, если человек не отдаёт своих 
кроликов и не покупает новых, то по прошествии 2k месяцев количество его кроликов 
увеличивается в k! раз. ( k! - произведение чисел от 1 до k). 
Мальчик Илья купил в зоомагазине грызунов. Известно, что через год у Ильи было 1040 
домашних зверей. А сколько грызунов Илья купил в зоомагазине? 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в порядке возрастания через точку с 
запятой. 
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Ответ: 13, 41, 130 | 13; 41; 130 
 
Примеры записи ответов: 
9 
9; 23 
 
Задача 8. (4 балла) 
 
1. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, BK = LE = CM = MD = 5, KL = 4, LM = 6. Найдите длину отрезка MK. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 6 
 
2. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, BK = MK = ML = 5, MC = 7, AK = FL = 6. Найдите длину отрезка EL. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5 
 
3. ABDE, BCEF, CDFA — вписанные четырёхугольники с точками пересечения диагоналей 
K, L и M соответственно. Известно, что точка K лежит на отрезках BL и AM, точка M — на 
отрезке CL. Кроме того, EL = FL = KL = 5, DM = 4, AK = MK = 6. Найдите длину отрезка MC. 
Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
0,25 
4; 10 
 
3адача 9. (4 балла) 
 
1. В трёхзначном числе каждую цифру умножили или разделили на три. Получились три 
новые цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из 
которой она была получена. Оказалось, что новое число ровно в два раза больше старого. 
Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 160 
 
2. В трёхзначном числе каждую цифру умножили или разделили на три. Получились три 
новые цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из 
которой она была получена. Оказалось, что новое число ровно в два раза меньше старого. 
Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
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Ответ: 320 
 
3. В трёхзначном числе первую цифру умножили или разделили на два, вторую умножили 
или разделили на три, а третью умножили или разделили на четыре. Получились три новые 
цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из которой 
она была получена. Оказалось, что новое число ровно в полтора раза больше старого. 
Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 292 
 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 

1. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12 
 

2. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 8 
 

3. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом . Вершины и точка 
пересечения их графиков образуют равносторонний треугольник. Найдите длину его 
стороны. 
Если возможных ответов несколько, выпишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
1/4 
-0,25; 10 
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IX. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 9 класса  
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Задача 1. (2 балла) 
 
1. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 10. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 25. 
 
2. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 20. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 100. 
 
3. Точка О — центр некоторой окружности, А — точка вне окружности, В — точка на 
окружности такая, что АВ — касательная. АО = 6. Найдите наибольшее возможное значение 
площади треугольника АОВ. 
 
Ответ: 9. 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. На плоскости даны точки A(-4,2), B(-1,3), C(2,1), D(0,-3), E(-4,-2). Чему равна площадь 
фигуры ABCDE? 
 
Ответ: 25,5 || 51/2  
 
2. На плоскости даны точки A(-3,2), B(0,4), C(3,2), D(2,-2), E(-2,-1). Чему равна площадь 
фигуры ABCDE? 
 
Ответ: 23,5 || 47/2 
 
3. На плоскости даны точки A(-4,0), B(-1,3), C(2,2), D(1,0), E(-3,-3). Чему равна площадь 
фигуры ABCDE? 
 
Ответ: 18,5 || 37/2 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на трёхзначное 
число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наибольшее возможное значение АБВГД. 
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Ответ: 97485 
 
2. Чётное пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на 
трёхзначное число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наибольшее возможное 
значение АБВГД. 
 
Ответ: 96480 
 
3. Пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на трёхзначное 
число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наименьшее возможное значение АБВГД. 
 
Ответ: 12480 
 
Примеры записи ответов: 
12345 
 
Задача 4. (3 балла) 
 
1. На Загадочном Острове прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно четверо. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
Ответ: 7 
 
2. На Сказочном Острове прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно пятеро. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
 
Ответ: 11 
 
1. Острове Невезения прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
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трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно шестеро. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. В стране Альфа 95 городов. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 99 
 
2. В стране Бета 98 городов. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 102 
 
3. В стране Гамма 92 города. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 96 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 1946. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 
Ответ: 19; 17 | (19; 17) 
 
2. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 5528. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 

64



Ответ: 19; 11 | (19; 11) 
 
3. Решите в простых числах уравнение p3 — q3 = 2716. В ответе укажите пару (p; q). 
Если таких пар несколько, укажите ту, для которой p-q максимально. 
 
Ответ: 17; 13 | (17; 13) 
 
Примеры записи ответов: 
(37; 11) 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 1, разность между корнями второго равна 7. Какое наибольшее значение может 
принимать разность между корнями суммы этих трёхчленов? 
 
Ответ: 5 
 
2. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 7, разность между корнями второго равна 17. Какое наибольшее значение 
может принимать разность между корнями суммы этих трёхчленов? 
 
Ответ: 13 
 
3. Даны два квадратных трёхчлена со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 17, разность между корнями второго равна 31. Какое наибольшее значение 
может принимать разность между корнями суммы этих трёхчленов? 
 
Ответ: 25 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 6. 6 и х. При каких значениях числа х 
прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 224/3 его объёма? 
Ответ записать в виде промежутка. 
 
Ответ: [4; 9] || [4, 9] 
 
2. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 4. 6 и х. При каких значениях числа х 
прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 78 его объёмов? 
Ответ записать в виде промежутка. 
 
Ответ: [3; 8] || [3, 8] 
 
3. Дан прямоугольный параллелепипед со сторонами 2. 6 и х. При каких значениях числа х 
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прозведение площади поверхности и периметра (суммы длин всех рёбер) этого 
параллелепипеда не превосходят 88 его объёмов? 
Ответ записать в виде промежутка. 
 
Ответ: [3; 4] || [3, 4] 
 
Примеры записи ответов: 
[1; 5] 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Окружность радиуса 12 с центром в точке О и окружность радиуса 3 касаются внутренним 
образом в точке Н. Прямая XH — их общая касательная,  прямая ОХ — касательная к 
маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 162 
 
2.. Окружность радиуса 12 с центром в точке О и окружность радиуса 4 касаются 
внутренним образом в точке Н. Прямая XH — их общая касательная,  прямая ОХ — 
касательная к маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 192 
 
3. Окружность радиуса 20 с центром в точке О и окружность радиуса 8 касаются внутренним 
образом в точке Н. Прямая XH — их общая касательная,  прямая ОХ — касательная к 
маленькой окружности. Найдите квадрат длины отрезка ОХ. 
 
Ответ: 720 
 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
 
Ответ: 88 
 
2. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
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Ответ: 50 
 
3. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
 
Ответ: 128 
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X. Задания заключительного этапа олимпиады для 8 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

Ðåøåíèÿ
8 êëàññ

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü èçîáðàæ¼ííóþ ôèãóðó íà
ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå:

Íà êàæäîé èç ñòîðîí ôèãóðû íàõîäèòñÿ ïî òðè êëåòêè. Åñëè êàæäûå òàêèå
êëåòêè îáðàçóþò ïîëîñêó èç òð¼õ êëåòîê, îñòàâøèéñÿ êâàäðàò 3× 3 ìîæíî ðàçáèò
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Åñëè æå íà êàêîé-òî ñòîðîíå òðè êëåòêè íå îáðàçóþò ïîëîñêó, îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
ôèãóðû ðàçáèâàåòñÿ îäíîçà÷íî.

2. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò
ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Ðîâíî 1 ïðîöåíò èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
Âòîðîé ñêàçàë: �Ðîâíî 2 ïðîöåíòà èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Ðîâíî n ïðîöåíòîâ èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåöû.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå, åñëè òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðûöàðü?

Îòâåò: 100

Ðåøåíèå:

Ðûöàðü äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå îñòðîâèòÿíå â êîìíàòå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò,
ðûöàðåé 1

n îò îáùåãî ÷èñëà ÷åëîâåê. Ïóñòü èõ k ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ïðèñóòñòâóþùèõ, ýòî çíà÷èò,
÷åëîâåê ñ íîìåðîì 100− k ñêàçàë ïðàâäó.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 1
n = k

100 , ãäå 100− k ⩽ n.
Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê nk = 100 è k + n ⩾ 100, îòêóäà nk − k − n ⩽ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî, n− k − n+ 1 ⩽ 1, òî åñòü (n− 1)(k − 1) =⩽ 1. Ïîñêîëüêó n è k îáà íàòóðàëüíûå, ïîëó÷àåì,

÷òî ëèáî îäíî èç íèõ ðàâíî 1, ëèáî îáà îíè ðàâíû 2. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ nk = 100.
Åñëè n = 1, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííûé ÷åëîâåê ëæåö, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Åñëè k = 1, çíà÷èò, n = 100 è ïðàâäó ãîâîðèò ïåðâûé ÷åëîâåê. Ýòî è åñòü îòâåò.

3. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë öåëîå
êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Çàòåì
Òàíÿ, ñîáðàâøàÿ áîëüøå âñåõ ÿáëîê, ñúåëà ñâîè ÿáëîêè. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç ðåáÿò ïî-
ïðåæíåìó öåëîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ, íî óæå îò ÷èñëà îñòàâøèõñÿ ÿáëîê. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 20: íàïðèìåð 2+3+5+10

Ðåøåíèå:

Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê è ýòî ÷èñëî k, à îáùåå ÷èñëî ÿáëîê n. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî
ñîáðàíî íå ìåíåå 4k+6 ÿáëîê. Ïðè k ≥ 5 ìû ïîëó÷àåì óæå áîëüøå 20 ÿáëîê. Ïðè k < 5 ïîëó÷àåì n = 4k+6 > 5k.
Òàê êàê n

k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì è äåëèòåëåì ñîòíè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáðàíî íå ìåíåå 10k ÿáëîê, òî åñòü
õîòÿ áû 20 ïðè ëþáîì k, áîëüøåì 1.

Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî Àíÿ, Âàíÿ è Ñàíÿ ñîáðàëè õîòÿ áû 6 ÿáëîê, à çíà÷èò, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì
ðàññóæäåíèÿì, èõ õîòÿ áû 10. Çíà÷èò, ó âñåõ ÷åòâåðûõ âìåñòå èõ áûëî õîòÿ áû 20 (ñëåäóþùèé äåëèòåëü ñîòíè).

4. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû (íåëüçÿ
ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî 5222 . . . 2221?

Îòâåò: Íåò

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 5222 . . . 2221 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Ñíà÷àëà íàäî ïîëó÷èòü ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 5, à èìåííî 222 . . . 22122 . . . 5 = 222 . . . 22225−10k (ãäå k íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî) . Ðàçäåëèâ åãî íà 5, ïîëó÷èì ÷èñëî 444 . . . 445− 2 · 10k−1, òî åñòü ëèáî ÷èñëî âèäà 444 . . . 44244 . . . 445,
ëèáî ÷èñëî 444 . . . 443. Âòîðîé ñëó÷àé íàñ íå óñòðàèâàåò, òàê êàê èç íåãî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íèêàêîå ÷èñëî ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð.

Îò ïåðåñòàíîâêè öèôð â ïåðâîì ñëó÷àå èçìåíèòñÿ òîëüêî ÷èñëî k. Ïîäåëèì 444 . . . 445 − 2 · 10k−1 íà 5,
ïîëó÷èì 888 . . . 8889 − 4 · 10k−2. Åäèíñòâåííûé ñïîñîá ñäåëàòü òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåìñÿ ÷èñëå áûëà õîòÿ áû
îäíà ïÿò¼ðêà, ýòî k = 2 è ÷èñëî 888 . . . 885. Òåïåðü íàäî ïîäåëèòü íà 5 åãî, ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî 166 . . . 667, â
êîòîðîì ïÿò¼ðîê íåò. Â ýòîì ÷èñëå êàê íè ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ íà 5 íå ïîëó÷èòü, çíà÷èò, 1
èç íåãî ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 5222 . . . 2221 èç åäèíèöû.

5. (3 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, AB = 8, BC = 9. Òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå BC, òî÷êà L � íà
ñòîðîíå CD, òî÷êà M � íà ñòîðîíå AD. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMB íå ìåíüøå 30.69



Ðåøåíèå:

Äîñòðîèì ê íàøåìó ïðÿìîóãîëüíèêó åù¼ íåñêîëüêî ðàâíûõ åìó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âîçüì¼ì òî÷êó
L′ òàêóþ, ÷òî CL = CL′ è òî÷êó M òàêóþ, ÷òî A′′M ′ = AM .

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMB ðàâíà äëèíå ëîìàíîé AKL′M ′B′′, êîòîðàÿ äëèííåå,
÷åì AA ∗ ∗. Äëèíó ýòîãî îòðåçêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà è îíà ðàâíà 30.

6. (3 áàëëà) Àíÿ ïîñ÷èòàëà âñå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ
íà 9. Êîëÿ ïîñ÷èòàë âñå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ íà 5. Êòî
èç íèõ íàñ÷èòàë áîëüøå ÷èñåë?

Îòâåò: îáà íàñ÷èòàëè îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè ÷èñåë. Ðàññìîòðèì êàêîå-òî Àíèíî
÷èñëî. Òàê êàê îíî äåëèòñÿ íà 9, ñóììà åãî öèôð òàêæå äåëèòñÿ íà 9. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íàäî
÷òîáû â ýòîì ÷èñëå áûëè âñå öèôðû, êðîìå 0 èëè 9.

Äîïèøåì ê Àíèíîìó ÷èñëó ñçàäè íåäîñòàþùóþ öèôðó, à ïîòîì ïîìåíÿåì ìåñòàìè 5 è 9. Òåïåðü ó íàñ
ïîëó÷èëîñü äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 0 èëè 5, òî åñòü êàê ðàç îäíî èç òåõ ÷èñåë, ÷òî ïîñ÷èòàë
Êîëÿ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæå ðàáîòàåò: ïîìåíÿåì ìåñòàìè 9 è 5, à ïîòîì óáåð¼ì ïîñëåäíþþ öèôðó.
Âìåñòî ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî è òåõ, è äðóãèõ ÷èñåë. Îíî

ñîñòàâëÿåò 17 · 8!.
7. (3 áàëëà) Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êà P � ïåðåñå÷åíèå BE è AC, òî÷êà Q ïåðåñå÷åíèå

CE è AD, òî÷êà O � ïåðåñå÷åíèå AD è BE. Îêàçàëîñü, ÷òî ABP è DEQ � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå (èìåííî ïðè âåðøèíå, à íå ïðè îñíîâàíèè), ðàâíûì 80 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå çíà÷åíèå óãëà
ACE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè APO è EQO òîæå ðàâíîáåäðåííûå.

Îòâåò: 60◦ èëè 105◦

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABP . Óãîë ∠APB â í¼ì ìîæåò áûòü ðàâåí 80◦ èëè 50◦. Òîãäà ñìåæíûé
∠APO ñîñòàâëÿåò 100◦ èëè 130◦. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå APO ýòî óãîë ïðè âåðøèíå è ∠AOP ñîñòàâëÿåò 40◦

èëè 25◦.
Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BQE è EQO, ïîëó÷èì, ÷òî ∠QOE òàêæå ñîñòàâëÿåò

40◦ èëè 25◦ â çàâèñèìîñòè îò ∠DQE. Íî ∠QOE = ∠AOP êàê âåðòèêàëüíûå, çíà÷èò ∠APB = ∠DQE.
∠ACE = 360◦ − ∠CPO − ∠CQO − ∠POQ = 360◦ − 540◦ + ∠APO + ∠EQO + ∠AOP , ÷òî ñîñòàâëÿåò 60◦ èëè

105◦

8. (4 áàëëà) Íà äîñêå âûïèñàíû âñå òð¼õçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðâûå öèôðû êîòîðûõ íå÷¼òíû
è áîëüøå 1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé âèäà ax2 + bx + c = 0 ìîæíî ñîñòàâèòü,
èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå a, b è c äàííûå ÷èñëà, êàæäîå íå áîëüøå îäíîãî ðàçà òàê, ÷òîáû âñå ýòè óðàâíåíèÿ
èìåëè êîðíè.

Îòâåò: 100.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîì óðàâíåíèè îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü êîýôôèöèåíò ìåíüøå ïÿòèñòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äèñêðè-
ìèíàíò b2 − 4ac < 10002 − 4 · 5002 = 0 è óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íå áîëüøå 100
óðàâíåíèé.

Òåïåðü ïðèìåð: Â êà÷åñòâå b áåð¼ì ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 9, â êà÷åñòâå a è c äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèå ÷èñëà
500−k è 399+k ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 99. Òîãäà ac = (500−k)(399+k) <
(500− k)(400 + k) = 200000 + 100k − k2 = 202500− (k − 50)2 ⩽ 202500. Çíà÷èò, 4ac < 810000, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
b2 ≥ 9002 = 810000, ñëåäîâàòåëüíî, b ⩾ ac.
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8 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü èçîáðàæ¼ííóþ ôè-
ãóðó íà ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3?

Îòâåò: 8

Ðåøåíèå:

Íà ëåâîé ñòîðîíå ôèãóðû íàõîäÿòñÿ òðè êëåòêè. Åñëè ýòè òðè êëåòêè íå
îáðàçóþò ïîëîñêó 1×3, òðè ïîëîñêè, ñîäåðæàùèå èõ îáðàçóþò êâàäðàò 3×3.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ôèãóðû ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3 è êâàäðàò
3×3. Ïåðâûé ðàçáèâàåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, âòîðîé äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Çíà÷èò, ìû ïîëó÷èëè äâà ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ.

Åñëè æå ýòè òðè êëåòêè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1×3, ðàññìîòðèì íèæ-
íèå òðè êëåòêè. Åñëè îíè íå îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1× 3, îñòàâøàÿñÿ ôèãóðà ðàçáèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Åñëè
îíè îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê 1× 3, à íàõîäÿùèåñÿ íàä íèìè òðè êëåòêè íå îáðàçóþò, îñòàëüíàÿ ôèãóðà òàêæå
ðàçáèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Ýòî åù¼ 2 ñïîñîáà.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì åù¼ 2 ñïîñîáà, ðàññìàòðèâàÿ ñàìûå ïðàâûå êëåòêè. Åñëè æå âñå óêàçàííûå êëåòêè
îáðàçóþò 4 ïðÿìîóãîëüíèêà 1× 3, îñòà¼òñÿ êâàäðàò 3× 3, êîòîðûé ðàçáèâàåòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè.

2. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà
ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Ðîâíî 1 ïðîöåíò èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
Âòîðîé ñêàçàë: �Ðîâíî 2 ïðîöåíòà èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Ðîâíî n ïðîöåíòîâ èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ðûöàðè.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå, åñëè òî÷íî èçâåñòíî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ ðûöàðü?

Îòâåò: 10, 20, 25, 50 èëè 100.

Ðåøåíèå:

Ðûöàðü äîëæåí áûòü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå îñòðîâèòÿíå â êîìíàòå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò,
ðûöàðåé 1

n îò îáùåãî ÷èñëà ÷åëîâåê. Ïóñòü èõ k ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ïðèñóòñòâóþùèõ, ýòî çíà÷èò,
÷åëîâåê ñ íîìåðîì k ñêàçàë ïðàâäó.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 1
n = k

100 , ãäå k ⩽ n.
Ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê nk = 100, n ⩾ 100

n . Çíà÷èò, n ìîæåò áûòü ëþáûì äåëèòåëåì ñîòíè, íå ìåíüøèì
10.

3. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ, Ñàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë öåëîå
êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Çàòåì
Òàíÿ, ñîáðàâøàÿ áîëüøå âñåõ ÿáëîê, ñúåëà ñâîè ÿáëîêè. Ïîñëå ýòîãî îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç ðåáÿò ïî-
ïðåæíåìó öåëîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ, íî óæå îò ÷èñëà îñòàâøèõñÿ ÿáëîê. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 20: íàïðèìåð 1+2+3+4+10

Ðåøåíèå:

Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê, è ýòî ÷èñëî k, à îáùåå êîëè÷åñòâî ÿáëîê n. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì,
÷òî âñåãî ñîáðàíî íå ìåíåå 4k + 10 ÿáëîê. Ïðè k ≥ 3 ìû ïîëó÷àåì óæå áîëüøå 20 ÿáëîê. Ïðè k = 2 ïîëó÷àåì
n ≥ 18 = 9k. Òàê êàê n

k äîëæíî áûòü öåëûì ÷èñëîì è äåëèòåëåì ñîòíè, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîáðàíî íå ìåíåå
10k ÿáëîê, òî åñòü îïÿòü õîòÿ áû 20. Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî ðåáÿòà ñîáðàëè õîòÿ áû 15 ÿáëîê è ýòî ÷èñëî,
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, äîëæíî áûòü äåëèòåëåì ñîòíè, òî åñòü îïÿòü õîòÿ áû 20 ÿáëîê.

4. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû
(íåëüçÿ ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîïÿòèäåñÿòèçíà÷íîå
÷èñëî 5222 . . . 2223?

Îòâåò: Íåò

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 5222 . . . 2223 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Ñíà÷àëà íàäî ïîëó÷èòü ÷èñëî äåëÿùååñÿ íà 5, à èìåííî 222 . . . 22322 . . . 5 = 222 . . . 22225+10k (ãäå k íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî) . Ðàçäåëèâ åãî íà 5, ïîëó÷èì ÷èñëî 444 . . . 445+2 · 10k−1, òî åñòü ëèáî ÷èñëî âèäà 444 . . . 44644 . . . 445,
ëèáî ÷èñëî 444 . . . 447. Âòîðîé ñëó÷àé íàñ íå óñòðàèâàåò, òàê êàê èç íåãî íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íèêàêîå ÷èñëî ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öèôð.

Îò ïåðåñòàíîâêè öèôð â ïåðâîì ñëó÷àå èçìåíèòñÿ òîëüêî ÷èñëî k. Ïîäåëèì 444 . . . 445+2·10k−1 íà 5, ïîëó÷èì
888 . . . 8889 + 4 · 10k−2. Â ýòîì ÷èñëå êàê íè ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ íà 5 íå ïîëó÷èòü, çíà÷èò, 1
èç íåãî ïîëó÷èòü íåëüçÿ.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 5222 . . . 2223 èç åäèíèöû.

5. (3 áàëëà) Äàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, AB = 5, BC = 6. Òî÷êà K ëåæèò íà ñòîðîíå CD, òî÷êà L � íà
ñòîðîíå AB, òî÷êà M � íà ñòîðîíå BC, òî÷êà N � íà ñòîðîíå CD. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà çàìêíóòîé ëîìàíîé
AKLMNA íå áîëüøå 26.
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Ðåøåíèå:

Äîñòðîèì ê íàøåìó ïðÿìîóãîëüíèêó åù¼ íåñêîëüêî ðàâíûõ åìó, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Âîçüì¼ì òî÷êó
L′ òàêóþ, ÷òî AL = AL′ è òî÷êó M òàêóþ, ÷òî B′M ′ = BM è òî÷êó N ′ òàêóþ, ÷òî C ′N ′ = CN .

Èç ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AKLMNA ðàâíà äëèíå ëîìàíîé AKL′M ′N ′A ∗ ∗, êîòîðàÿ
äëèííåå, ÷åì AB′′. Äëèíó ýòîãî îòðåçêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà è îíà ðàâíà 26.

6. (3 áàëëà) Àíÿ ïîñ÷èòàëà âñå äåâÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ
íà 9. Êîëÿ ïîñ÷èòàë âñå äåñÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, âñå öèôðû â êàæäîì èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû, äåëÿùèåñÿ íà 5. Êòî
èç íèõ íàñ÷èòàë áîëüøå ÷èñåë?

Îòâåò: îáà íàñ÷èòàëè îäèíàêîâî.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè ÷èñåë. Ðàññìîòðèì êàêîå-òî Àíèíî
÷èñëî. Òàê êàê îíî äåëèòñÿ íà 3, ñóììà åãî öèôð òàêæå äåëèòñÿ íà 9. ×òîáû ýòî óñëîâèå âûïîëíÿëîñü, íàäî
÷òîáû â ýòîì ÷èñëå áûëè âñå öèôðû, êðîìå 0, 3, 6 èëè 9.

Äîïèøåì ê Àíèíîìó ÷èñëó ñçàäè íåäîñòàþùóþ öèôðó, à ïîòîì ïîìåíÿåì ìåñòàìè 4 è 9, à òàêæå 2 è 3.
Òåïåðü ó íàñ ïîëó÷èëîñü äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 0, 2, 4 èëè 6 òî åñòü êàê ðàç îäíî èç òåõ
÷èñåë, ÷òî ïîñ÷èòàë Êîëÿ.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå òîæå ðàáîòàåò: ïîìåíÿåì ìåñòàìè 4 è 9, à òàêæå 2 è 3, à ïîòîì óáåð¼ì ïîñëåäíþþ
öèôðó.

Âìåñòî ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, ìîæíî áûëî íåïîñðåäñòâåííî ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî è òåõ, è äðóãèõ ÷èñåë. Îíî
ñîñòàâëÿåò 33 · 8!.

7. (3 áàëëà) Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Òî÷êà P � ïåðåñå÷åíèå BE è AC, òî÷êà Q ïåðåñå÷åíèå
CE è AD, òî÷êà O � ïåðåñå÷åíèå AD è BE. Îêàçàëîñü, ÷òî ABP è DEQ � ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ
óãëîì ïðè âåðøèíå (èìåííî ïðè âåðøèíå, à íå ïðè îñíîâàíèè), ðàâíûì 40 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå çíà÷åíèå óãëà
ACE, åñëè èçâåñòíî, ÷òî òðåóãîëüíèêè APO è EQO òàêæå ðàâíîáåäðåííûå.

Îòâåò: 120◦ èëè 75◦

Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABP . Óãîë ∠APB â í¼ì ìîæåò áûòü ðàâåí 40◦ èëè 70◦. Òîãäà ñìåæíûé
∠APO ñîñòàâëÿåò 140◦ èëè 110◦. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå APO ýòî óãîë ïðè âåðøèíå è ∠AOP ñîñòàâëÿåò 20◦

èëè 35◦.
Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ BQE è EQO, ïîëó÷èì, ÷òî ∠QOE òàêæå ñîñòàâëÿåò

20◦ èëè 35◦ â çàâèñèìîñòè îò ∠DQE. Íî ∠QOE = ∠AOP êàê âåðòèêàëüíûå, çíà÷èò ∠APB = ∠DQE.
∠ACE = 360◦ −∠CPO−∠CQO−∠POQ = 360◦ − 540◦ +∠APO+∠EQO+∠AOP , ÷òî ñîñòàâëÿåò 120◦ èëè

75◦

8. (4 áàëëà) Íà äîñêå âûïèñàíû âñå òð¼õçíà÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïåðâûå öèôðû êîòîðûõ íå÷¼òíû
è áîëüøå 1. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé âèäà ax2 + bx + c = 0 ìîæíî ñîñòàâèòü,
èñïîëüçîâàâ â êà÷åñòâå a, b è c äàííûå ÷èñëà, êàæäîå íå áîëüøå îäíîãî ðàçà òàê, ÷òîáû âñå ýòè óðàâíåíèÿ
èìåëè êîðíè.

Îòâåò: 100.

Ðåøåíèå: 72



Â êàæäîì óðàâíåíèè îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü êîýôôèöèåíò ìåíüøå ïÿòèñòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äèñêðè-
ìèíàíò b2 − 4ac < 10002 − 4 · 5002 = 0 è óðàâíåíèå íå èìååò êîðíåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íå áîëüøå 100
óðàâíåíèé.

Òåïåðü ïðèìåð: Â êà÷åñòâå b áåð¼ì ÷èñëà, íà÷èíàþùèåñÿ íà 9, â êà÷åñòâå a è c äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèå ÷èñëà
500−k è 399+k ñîîòâåòñòâåííî, ãäå k ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî 99. Òîãäà ac = (500−k)(399+k) <
(500− k)(400 + k) = 200000 + 100k − k2 = 202500− (k − 50)2 ⩽ 202500. Çíà÷èò, 4ac < 810000, ñ äðóãîé ñòîðîíû,
b2 ≥ 9002 = 810000, ñëåäîâàòåëüíî, b ⩾ ac.
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XI. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 8 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 
1. На стороне AC треугольника ABC отмечена точка D, а на стороне BC — точка E. Отрезки 
BD и AE пересекаются в точке K. Оказалось, что AD = AK, BK = EK. Угол CAE составляет 20 
градусов. Найдите градусную меру угла ACB 
 
Ответ: 30 
 
2. На стороне AC треугольника ABC отмечена точка D, а на стороне BC — точка E. Отрезки 
BD и AE пересекаются в точке M. Оказалось, что DM  = AM, BE = BM. Угол CBD составляет 
40 градусов. Найдите градусную меру угла ACB 
 
Ответ: 15 
 
3. На стороне AB треугольника ABC отмечена точка D, а на стороне BC — точка E. Отрезки 
CD и AE пересекаются в точке L. Оказалось, что CL = CE, AL = DL. Угол ACE составляет 24 
градуса. Найдите градусную меру угла ABC. 
 
Ответ: 27 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Лисица строит «пирамидки» из 11 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 12  
 
2. Лисица строит «пирамидки» из 12 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 
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Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 15 
 
3. Лисица строит «пирамидки» из 13 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 18 
 
Примеры записи ответов: 
12 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Таблица 6х6 заполнена числами. Числа,  стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно в два раза. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число 
может находиться в этой таблице? 
 
Ответ: 1024 | 2^10 
 
2. Таблица 20х20 заполнена числами. Числа,  стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно на 5. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число может 
находиться в этой таблице? 
 
Ответ: 191 
 
3. Таблица 10х10 заполнена числами. Числа,  стоящие в соседних по стороне клетках, 
отличаются ровно на 7. В одной из клеток стоит число 1. Какое максимальное число может 
находиться в этой таблице? 
 
Ответ:  127 
 
Задача 4. (2 балла) 
 
1. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 2761535. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5; 7 | 7; 5 | 5, 7 | 7, 5 
 
2. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
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умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 1183515. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5; 3 | 3; 5 | 5, 3 | 3, 5 
 
3. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 9859510. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5; 2 | 2; 5 | 5, 2 | 2, 5 
 
Примеры записи ответов: 
5 
5; 9 
 
Задача 5. (2 балла) 
 
1. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3,  …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 40 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем по разу, а вот 41 уже 
нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки)? Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 121; 122; 123 | 121, 122, 123  
 
2. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3,  …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 50 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем  по разу, а вот 51 уже 
нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки)? Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 151, 152, 153 | 151; 152; 153 
 
3. На столе лежат палочки длиной 1, 2, 3,  …, n сантиметров. Известно, что из них можно 
сложить 100 треугольников, использовав каждую палочку не более, чем по разу, а вот 101 уже 
нельзя. Найдите n (длину самой большой палочки)? Если возможных ответов несколько, 
перечислите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 301, 302, 303 | 301; 302; 303 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Дана трапеция (не параллелограмм) ABCD. Известно, что треугольники ABD и CBD 
равнобедренные, угол А составляет 40 градусов. Найдите все возможные значения угла C и 
выпишите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 55; 70; 100 | 55, 70, 100 
 
2. Дана трапеция (не параллелограмм) ABCD. Известно, что треугольники ABD и CBD 
равнобедренные, угол А составляет 20 градусов. Найдите все возможные значения угла C и 
выпишите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
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Ответ: 50; 80; 140 | 50, 80, 140 
 
3. Дана трапеция (не параллелограмм) ABCD. Известно, что треугольники ABD и CBD 
равнобедренные, угол А составляет 36 градусов. Найдите все возможные значения угла C и 
выпишите их в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 54; 72; 108 | 54, 72, 108 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. В магазине продают мешки по 3 кг яблок (один мешок стоит 20 руб), мешки по 4 кг груш 
(один мешок стоит 30 руб) и мешки по 5 кг слив (один мешок стоит 40 руб). У Ани есть 130 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 19 
 
2. В магазине продают мешки по 4 кг яблок (один мешок стоит 15 руб), мешки по 5 кг груш 
(один мешок стоит 20 руб) и мешки по 6 кг слив (один мешок стоит 25 руб). У Ани есть 115 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 30 
 
3. В магазине продают мешки по 3 кг яблок (один мешок стоит 20 руб), мешки по 4 кг груш 
(один мешок стоит 35 руб) и мешки по 5 кг слив (один мешок стоит 50 руб). У Ани есть 155 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 22 
 
Примеры записи ответов: 
11 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 239 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 120, 159 | 120; 159 | 159; 120 | 159, 120 
 
2. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 245 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 123, 163 | 123; 163 | 163; 123 | 163, 123 
 
3. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 289 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
любом порядке через точку с запятой. 
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Ответ: 145, 192 | 145; 192| 192; 145 | 192, 145 
 
Примеры записи ответов: 
100; 200 
 
Задача 9. (3 балла) 
 
1. Через точку (3, 5) на прямой p: y = x+2 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите площадь выпуклого четырёхугольника, ограниченного прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 23 
 
2. Через точку (1, 5) на прямой p: y = 2x+3 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите площадь выпуклого четырёхугольника ограниченного, прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 29 
 
3. Через точку (2, 3) на прямой p: y = 2x-1 провели прямую q, перпендикулярную прямой p. 
Найдите  площадь выпуклого четырёхугольника ограниченного, прямыми p, q и осями 
координат. 
 
Ответ: 4,75 | 19/4 
 
Примеры записи ответов: 
8 
8,5 
17/2 
 
3адача 10. (5 баллов) 
 
1. В трёхзначном числе каждую цифру умножили или разделили на три. Получились три 
новые цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из 
которой она была получена. Оказалось, что новое число ровно в два раза больше старого. 
Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 160 
 
2. В трёхзначном числе каждую цифру умножили или разделили на три. Получились три 
новые цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из 
которой она была получена. Оказалось, что новое число ровно в два раза меньше старого. 
Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ:  320 
 
3. В трёхзначном числе первую цифру умножили или разделили на два, вторую умножили 
или разделили на три, а третью умножили или разделили на четыре. Получились три новые 
цифры, из которых составили число, расположив каждую из цифр в разряде той, из которой 
она была получена. Оказалось, что новое число ровно в полтора раза больше старого. 
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Найдите исходное число. Если возможных ответов несколько, перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 292 
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XII. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 8 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 
1. На плоскости даны точки A(-3,1), B(0,4), C(1,0), D(-1,-2). Чему равна площадь фигуры 
ABCD? 
 
Ответ: 12,5. 
 
2. На плоскости даны точки A(-3,1), B(0,3), C(2,0), D(-2,-1). Чему равна площадь фигуры 
ABCD? 
 
Ответ: 11. 
 
3. На плоскости даны точки A(-2,0), B(-1,4), C(1,3), D(0,-2). Чему равна площадь фигуры 
ABCD? 
 
Ответ: 10,5. 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 2. (2 балла ) 
 
1. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 2 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 5 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года?  
  
Ответ: 35. 
 
2. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 2 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 10 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года? 
 
Ответ: 30. 
 
3. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 5 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 10 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года? 
 
Ответ: 15. 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 130 градусов. Найдите все 
возможные значения угла ВСD в градусах. В ответе перечислите их в порядке возрастания 
через точку с запятой. 
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Ответ: 5, 25, 35, 55 || 5; 25; 35; 55  

2. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 140 градусов. Найдите все 
возможные значения угла  ВСD в градусах. В ответе перечислите их в порядке возрастания 
через точку с запятой. 
  
Ответ: 10, 20, 40, 50 || 10; 20; 40; 50  
 
3. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 172 градуса. Найдите все 
возможные значения угла  ВСD в градусах. В ответе перечислите их в порядке возрастания 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 4, 26, 34, 56 || 4; 26; 34; 56  
 

Задача 4. (2 балла) 
 
1. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что AB=3, BD=8, AC=4, CD=4. Известно, что хотя 
бы одна из двух неизвестных сторон четырехугольника ABCD так же целая. Найдите, чему 
она может быть равна. В ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания 
через точку с запятой. 

Ответ: 5, 6, 7. 
 
2. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что BC=4, BD=9, AC=5, AD=3. Известно, что хотя 
бы одна из двух неизвестных сторон четырехугольника ABCD так же целая. Найдите, чему 
она может быть равна.  В ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 6, 7, 8. 
 
3. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что AB=2, BC=4, AD=6, CD=3. Известно, что хотя 
бы одна из двух диагоналей имеет целую длину, найдите, чему она может быть равна В 
ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 4, 5, 6. 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на трёхзначное 
число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наибольшее возможное значение АБВГД. 
 
Ответ: 97485 
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2. Чётное пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на 
трёхзначное число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наибольшее возможное 
значение АБВГД. 
 
Ответ: 96480 
 
3. Пятизначное число АБВГД, состоящее из различных цифр, делится как на трёхзначное 
число ВГД, так и на двузначное числе АБ. Найдите наименьшее возможное значение АБВГД. 
 
Ответ: 12480 
 
Примеры записи ответов: 
12345 
 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. В стране Альфа 95 городов. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 99 
 
2. В стране Бета 98 городов. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 102 
 
3. В стране Гамма 92 города. Известно, что число дорог, выходящих из каждого города, 
составное. Также известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город 
С, то тогда есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может 
быть в стране? 
 
Ответ: 96 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 7. (4 балла) 
 
1. Даны два квадратных уравнения со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 1, разность между корнями второго равна 7. Какое наибольшее значение может 
принимать разность между корнями суммы этих уравнений? 
 
Ответ: 5 
 
2. Даны два квадратных уравнения со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 7, разность между корнями второго равна 17. Какое наибольшее значение 
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может принимать разность между корнями суммы этих уравнений? 
 
Ответ: 13 
 
3. Даны два квадратных уравнения со старшим коэффициентом 1. Разность между корнями 
первого равна 17, разность между корнями второго равна 31. Какое набольшее значение 
может принимать разность между корнями суммы этих уравнений? 
 
Ответ: 25 
 
Примеры записи ответов: 
17 
1/7 
1,7 
 
Задача 8. (4 балла) 
 
1. На Загадочном Острове прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно четверо. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
Ответ: 7 
 
2. На Сказочном Острове прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно пятеро. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
Ответ: 11 
 
3. Острове Невезения прошёл турнир по настольному теннису в один круг (т. е. каждый 
сыграл с каждым один раз). После каждой игры оба участника по отдельности подходили к 
Главному Судье и сообщали ему результат. При этом среди участников были люди только 
трёх видов: рыцари, всегда говорящие правду, лжецы, которые всегда лгут, и политики, 
которые всегда говорят то, что им выгодно — каждый политик после каждой игры 
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утверждал,  что он выиграл. 
После турнира оказалось, что Главный Судья инкогнито посетил несколько игр, в результате 
чего ему повезло, и он не только смог вычислить результаты всех матчей, но и узнать, что 
политиков было ровно шестеро. Какое наименьшее количество игр он мог посетить? 
(Ничьих в настольном теннисе не бывает. Главный Судья заранее не знал, кто из игроков к 
какому типу принадлежит, и не получал информацию никакими другими способами, кроме 
описанных в условии) 
 
Ответ: 16 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
 
Ответ: 24 
 
2. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
Ответ: 18 
 
3. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
 
Ответ: 20 
 
Задача 10. (4 балла) 
 
1. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи девяток. С числом 
разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него единицу, семёрку или 
четвёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие единицы, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
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Ответ: 88 
 
2. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи восьмёрок. С числом 
разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него единицу, семёрку или 
четвёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие единицы, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
 
Ответ: 66 
 
3. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи девяток. С числом 
разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него двойку, пятёрку или 
восьмёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие 2, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
 
Ответ: 77 
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XIII. Задания заключительного этапа олимпиады для 7 класса  
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
20 ìàðòà 2016 ã.

Ðåøåíèÿ
7 êëàññ

1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êëåò÷àòûé êâàäðàò 8× 8 ïî êëåòî÷êàì íà 7 ôèãóð ðàâíîãî ïåðèìåòðà?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå: Âîò îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ, ðàçóìååòñÿ, áûâàþò è äðóãèå.

2. (3 áàëëà) Ìàëü÷èê Âàñÿ ïîñìîòðåë íà ÷àñû è óâèäåë òàì êàêîå-òî âðåìÿ ñ êîëè÷åñòâîì ÷àñîâ, áîëüøèì
íóëÿ. Óâèäåííûå öèôðû îí ïðî÷èòàë êàê òð¼õ- èëè ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (íàïðèìåð 5:07 ïðåâðàòèëîñü áû ó
íåãî â 507). Çàòåì îí âû÷èñëèë êîëè÷åñòâî ìèíóò, ïðîøåäøåå ñ ïîëóíî÷è. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ïåðâîå
ïîëó÷åííîå èì ÷èñëî äåëèòñÿ íà âòîðîå?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü íà ÷àñàõ áûëî a ÷àñîâ è b ìèíóò. Òîãäà ÷èñëî, êîòîðîå óâèäåë Âàñÿ, ýòî 100a + b, à âû÷èñëåííîå èì
÷èñëî ìèíóò ýòî 60a + b. Åñëè 100a + b äåëèòñÿ íà 60a + b, òî è èõ ðàçíîñòü, 40a òîæå äåëèòñÿ íà 60a + b, íî
ýòîãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê ïðè a ̸= 0 0 < 40a < 60a+ b.

3. (3 áàëëà) Ó Àíè áûëî äâà òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ áûë ñîñòàâëåí â òî÷íîñòè èç òðåõ ïàëî÷åê
íàòóðàëüíîé äëèíû. Çàòåì èç âñåõ ýòèõ ïàëî÷åê ñëîæèëè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ðàâíîé 5. Êàêèå ïàðû òðåóãîëü-
íèêîâ ìîãëè áûòü ó Àíè? Ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ áûòü íå ìîãëî.

Îòâåò:

1) 5, 5, 5 è 1, 2, 2;
2) 5, 5, 3 è 3, 2, 2;
3) 5, 5, 2 è 3, 3, 2;
4) 5, 5, 1 è 4, 3, 2;
5) 5, 5, 1 è 1, 4, 4;

Ðåøåíèå:

Äàâàéòå ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: ïóñòü ó íàñ åñòü ÷åòûðå ïàëî÷êè äëèíû 5, èç êîòîðûõ ñäåëàí êâàäðàò
è íàì íàäî ñäåëàòü èç íèõ øåñòü ïàëî÷åê, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû òðåóãîëüíèêè. Äëÿ ýòîãî íàì íàäî ðàçäåëèòü
îäíó èç ïàëî÷åê íà 3 ÷àñòè èëè äâå ïàëî÷êè íà 2 ÷àñòè êàæäóþ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ïàëî÷åê ñîñòàâëÿåò 20, çíà÷èò, õîòÿ áû ó îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
ïåðèìåòð íå áîëüøå 10, ïîýòîìó ó íåãî íå ìîæåò áûòü ñòîðîíû 5, ò.å. âñå îòðåçêè äëèíû 5 íàõîäÿòñÿ â îäíîì
òðåóãîëüíèêå.

Òîãäà åñëè ìû ïîäåëèëè îäèí îòðåçîê äëèíû 5 íà ÷àñòè íàòóðàëüíîé äëèíû, ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòè ÷àñòè
îáðàçóþò îäèí òðåóãîëüíèê, à ïàëî÷êè äëèíû 5 � äðóãîé. Òàê ìû ïîëó÷àåì ïåðâûé îòâåò.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 5 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 4.
Òîãäà â îñòàâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå åñòü ïàëî÷êà äëèíû 1, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 4, ëèáî 2 è 3. Â ëþáîì
ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íå ïîëó÷àåòñÿ.

Ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 5 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 3. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå
åñòü ïàëî÷êà äëèíû 2, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 4, ëèáî 2 è 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íå ïîëó÷àåòñÿ,
âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îòâåò íîìåð 2.

Ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 5 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 2. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå
åñòü ïàëî÷êà äëèíû 3, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 4, ëèáî 2 è 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íå ïîëó÷àåòñÿ,
âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îòâåò íîìåð 3.

Íàêîíåö ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 5 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 1. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ
òðåóãîëüíèêå åñòü ïàëî÷êà äëèíû 4, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 4, ëèáî 2 è 3. Òàê ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäíèå 2
îòâåòà.

4. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà
ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé ïåðâûé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
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Âòîðîé ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé âòîðîé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé n-ûé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå?

Îòâåò: 2

Ðåøåíèå:

Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ÷åëîâåê òî÷íî åñòü îäèí ðûöàðü, òàê êàê èíà÷å ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâûé
îñòðîâèòÿíèí � ëæåö, ãîâîðÿùèé ïðàâäó, ÷òî íåâîçìîæíî. Êðîìå òîãî, ïåðâûé ÷åëîâåê îáÿçàòåëüíî ëæåö.

Êðîìå òîãî, ðûöàðü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå ãîâîðÿùèå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò, ðûöàðåé íå áîëüøå
ïîëîâèíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå îñòðîâèòÿíå óòâåðæäàþò, ÷òî ðûöàðåé íå ìåíüøå ïîëîâèíû. Çíà÷èò, èõ ðîâíî
ïîëîâèíà, ò.å. âñåãî â êîìíàòå äâà ÷åëîâåêà.

5. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ, Ñàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë öåëîå
êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ. Êàêîå
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 20

Ðåøåíèå:

Ïðèìåð: ðàçíûõ ïðèìåðîâ ìíîãî, íàïðèìåð 1 + 2 + 3 + 4 + 10 èëè 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20
Îöåíêà (äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÿáëîê íå ìåíüøå 20):
Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê è ýòî ÷èñëî õîòÿ áû 2. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ñîáðàíî íå ìåíåå

2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 20 ÿáëîê.
Åñëè æå ó Àíè 1 ÿáëîêî, à âñåãî èõ n, çíà÷èò 1

n � öåëîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ, ò.å. n äåëèòåëü 100, ïðè÷¼ì õîòÿ
áû 1+2+3+4+5=15. Ìèíèìàëüíîå ïîäõîäÿùåå ÷èñëî � 20.

6. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû (íåëüçÿ
ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî 222 . . . 2225?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 222 . . . 2225 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè öèôð ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 5, ýòî ñàìî ÷èñëî

222 . . . 2225. Ïîäåëèì åãî íà 5, ïîëó÷èòñÿ 44 . . . 445. Â ýòîì ÷èñëå îïÿòü-òàêè áåññìûñëåííî ïåðåñòàâëÿòü öèôðû
ïîýòîìó ðàçäåëèì åãî íà 5. Ïîëó÷èì ÷èñëî 888 . . . 889. Â ýòîì ÷èñëå êàê íå ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ
íà 5 íå ïîëó÷èòü.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 222 . . . 2225 èç åäèíèöû.

7. (3 áàëëà) Äàí ðàâíîcòîðîííèé òðåóãîëüíèê ABC. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îòìå÷åíû òî÷êè D è E ñîîò-
âåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà ëîìàíîé AEDC íå ìåíüøå, ÷åì 2AB.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè A′BC è A′BC ′ òàê, êàê íà ðèñóíêå. Íà îòðåçêå A′B âîçüì¼ì òî÷êó
D′ òàêóþ, ÷òî BD = BD′. Ðàññìîòðèâàÿ íåñêîëüêî ïàð ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî äëèíà
ëîìàíîé AEDC ðàâíà äëèíå ëîìàíîé AED′C ′, ÷òî, î÷åâèäíî, áîëüøå AC ′ = 2AC.

8. (4 áàëëà) Â òàáëèöå 8× 8 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 10 (åñòåñòâåííî, ÷èñëà ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, íå
îáÿçàòåëüíî âñå óêàçàííûå ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ). Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3× 2 èëè 2× 3 ñóììà
÷èñåë ðàâíà 10. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå.

Îòâåò: 105

Ðåøåíèå:

Ïîñìîòðèì íà ëåâóþ ÷àñòü ïðèâåä¼ííîãî íèæå ðèñóíêà. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèêè 3 × 2 è 2 × 3, ñîäåð-
æàùèå ëåâûé âåðõíèé êâàäðàò 2× 2. Îñòàâøèåñÿ ÷àñòè ýòèõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � ýòî ñàìûå ëåâûå âåðõíèå
ïðÿìîóãîëüíèêè 1 × 2 è 2 × 1, çàêðàøåííûå ñåðûì. Ïîñêîëüêó â îáîèõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ 3 × 2 è 2 × 3 ñóììà
÷èñåë ðàâíà 10, â ñóììà ÷èñåë â ýòèõ äâóõ ñåðûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ ðàâíû.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàâíû ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ñåðûõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ íà êàðòèíêå, à òàêæå
âî âñåõ áåëûõ êâàäðàòàõ 2 × 2. Ïóñòü â êàæäîì áåëîì êâàäðàòå â ñóììå ñòîèò ÷èñëî x, òîãäà â êàæäîì ñåðîì
ïðÿìîóãîëüíèêå ÷èñëî 10 − x, çíà÷èò, îáùàÿ ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå õîòÿ áû 9x + 12(10 − x) = 120 − 3x. Åñëè
x < 5, ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî áîëüøåå, ÷åì 105.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿ òàáëèöà, êðîìå ëåâîãî âåõíåãî êâàäðàòà 2 × 2 ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè 3 × 2
è 2× 3, â îáùåé ñëîæíîñòè, íà 10 øòóê. Çíà÷èò, îáùàÿ ñóììà ÷èñåë â òàáëèöå ðàâíà 100+ x, òî åñòü, ïðè x > 5
ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî áîëüøåå, ÷åì 105.

Çíà÷èò, ñóììà âñåõ ÷èñåë â òàáëèöå íå ìåíüøå 105.
Ïðèìåð ïðèâåä¼í â ïðàâîé ÷àñòè ðèñóíêà, êëåòêè, çàïîëíåííûå íóëÿìè, äëÿ óäîáñòâà îñòàâëåíû ïóñòûìè.
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7 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êëåò÷àòûé êâàäðàò 10× 10 ïî êëåòî÷êàì íà 7 ôèãóð ðàâíîãî ïåðèìåòðà?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå: Âîò îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ, ðàçóìååòñÿ, áûâàþò è äðóãèå.

2. (3 áàëëà) Ìàëü÷èê Âàñÿ ïîñìîòðåë íà ÷àñû è óâèäåë òàì êàêîå-òî âðåìÿ ñ êîëè÷åñòâîì ÷àñîâ, áîëüøèì
íóëÿ. Óâèäåííûå öèôðû îí ïðî÷èòàë êàê òð¼õ- èëè ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî (íàïðèìåð 5:07 ïðåâðàòèëîñü áû
ó íåãî â 507). Çàòåì îí âû÷èñëèë êîëè÷åñòâî ìèíóò, ïðîøåäøåå ñ ïîëóíî÷è. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî
óäâîåííîå âòîðîå ïîëó÷åííîå èì ÷èñëî äåëèòñÿ íà ïåðâîå?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü íà ÷àñàõ áûëî a ÷àñîâ è b ìèíóò. Òîãäà ÷èñëî, êîòîðîå óâèäåë Âàñÿ, ýòî 100a + b, à âû÷èñëåííîå èì
÷èñëî ìèíóò ýòî 60a+ b. Åñëè 120a+2b äåëèòñÿ íà 100a+ b, òî è èõ ðàçíîñòü, 20a+ b òîæå äåëèòñÿ íà 100a+ b,
íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê ïðè a ̸= 0 0 < 20a+ b < 120a+ b.

3. (3 áàëëà) Ó Àíè áûëî äâà òðåóãîëüíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ áûë ñîñòàâëåí â òî÷íîñòè èç òðåõ ïàëî÷åê
íàòóðàëüíîé äëèíû. Çàòåì èç âñåõ ýòèõ ïàëî÷åê ñëîæèëè êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ðàâíîé 4. Êàêèå ïàðû òðåóãîëü-
íèêîâ ìîãëè áûòü ó Àíè? Ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ áûòü íå ìîãëî.

Îòâåò:

1) 4, 4, 3 è 1, 2, 2;
2) 4, 4, 2 è 2, 2, 2;
3) 4, 4, 1 è 3, 2, 2;
4) 4, 4, 1 è 3, 3, 1;

Ðåøåíèå:

Äàâàéòå ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: ïóñòü ó íàñ åñòü ÷åòûðå ïàëî÷êè äëèíû 4, èç êîòîðûõ ñäåëàí êâàäðàò
è íàì íàäî ñäåëàòü èç íèõ øåñòü ïàëî÷åê, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû òðåóãîëüíèêè. Äëÿ ýòîãî íàì íàäî ðàçäåëèòü
îäíó èç ïàëî÷åê íà 3 ÷àñòè èëè äâå ïàëî÷êè íà 2 ÷àñòè êàæäóþ.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà âñåõ ïàëî÷åê ñîñòàâëÿåò 16, çíà÷èò, õîòÿ áû ó îäíîãî èç òðåóãîëüíèêîâ
ïåðèìåòð íå áîëüøå 8, ïîýòîìó ó íåãî íå ìîæåò áûòü ñòîðîíû 4, ò.å. âñå îòðåçêè äëèíû 4 íàõîäÿòñÿ â îäíîì
òðåóãîëüíèêå.

Òîãäà åñëè ìû ïîäåëèëè îäèí îòðåçîê äëèíû 4 íà ÷àñòè íàòóðàëüíîé äëèíû, ýòî çíà÷èò, ÷òî ýòè ÷àñòè
îáðàçóþò îäèí òðåóãîëüíèê, à ïàëî÷êè äëèíû 4 � äðóãîé. Íî îòðåçîê äëèíû 4 íåëüçÿ ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ òðåóãîëüíèê.

Ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. Ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 4 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 3.
Òîãäà â îñòàâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå åñòü ïàëî÷êà äëèíû 1, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 3, ëèáî 2 è 2. Â ïåðâîì
ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íå ïîëó÷àåòñÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îòâåò íîìåð 1.

Ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 4 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 2. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ òðåóãîëüíèêå
òîæå åñòü ïàëî÷êà äëèíû 2, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 3, ëèáî 2 è 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íå
ïîëó÷àåòñÿ, âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì îòâåò íîìåð 2.

Íàêîíåö ïóñòü â òðåóãîëüíèê ñ äâóìÿ ïàëî÷êàìè äëèíû 4 ïîïàëà ïàëî÷êà äëèíû 1. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ
òðåóãîëüíèêå åñòü ïàëî÷êà äëèíû 3, à îñòàâøèåñÿ äâå ýòî ëèáî 1 è 3, ëèáî 2 è 2. Òàê ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäíèå 2
îòâåòà.

4. (3 áàëëà) Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà
ëãóò. Îäíàæäû â êîìíàòå ñîáðàëîñü n îñòðîâèòÿí.

Ïåðâûé èç íèõ ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé âòîðîé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
Âòîðîé ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé òðåòèé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
è òàê äàëåå
×åëîâåê ñ íîìåðîì n ñêàçàë: �Â òî÷íîñòè êàæäûé (n+ 1)-ûé èç ïðèñóòñòâóþùèõ â ýòîé êîìíàòå � ëæåö.�
Ñêîëüêî ÷åëîâåê ìîãëî áûòü â êîìíàòå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íå âñå îíè ëæåöû?
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Îòâåò: 2

Ðåøåíèå:

Ïî óñëîâèþ ñðåäè ýòèõ ÷åëîâåê òî÷íî åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþäåé õîòÿ áû äâîå, èíà÷å
ïåðâûé ÷åëîâåê ðûöàðü, ãîâîðÿùèé íåïðàâäó.

Êðîìå òîãî, ðûöàðü ðîâíî îäèí, òàê êàê âñå ãîâîðÿùèå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó. Çíà÷èò, ðûöàðåé íå áîëüøå
ïîëîâèíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå îñòðîâèòÿíå, âêëþ÷àÿ ðûöàðÿ, êîòîðûé ãîâîðèò ïðàâäó, óòâåðæäàþò, ÷òî
ðûöàðåé íå ìåíüøå ïîëîâèíû. Çíà÷èò, èõ ðîâíî ïîëîâèíà, ò.å. âñåãî â êîìíàòå äâà ÷åëîâåêà.

5. (3 áàëëà) Àíÿ, Âàíÿ, Äàíÿ, Ìàíÿ, Ñàíÿ è Òàíÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èõ íèõ ñîáðàë
öåëîå êîëè÷åñòâî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ñîáðàííûõ ÿáëîê, ïðè÷¼ì âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû è áîëüøå íóëÿ.
Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÿáëîê ìîãëî áûòü ñîáðàíî?

Îòâåò: 25

Ðåøåíèå:

Ïðèìåð: ðàçíûõ ïðèìåðîâ ìíîãî, íàïðèìåð 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 10.
Îöåíêà (äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÿáëîê íå ìåíüøå 25):
Ïóñòü Àíÿ ñîáðàëà ìåíüøå âñåõ ÿáëîê è ýòî ÷èñëî õîòÿ áû 2. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñåãî ñîáðàíî íå ìåíåå

2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 27 ÿáëîê.
Åñëè æå ó Àíè 1 ÿáëîêî, à âñåãî èõ n, çíà÷èò 1

n � öåëîå ÷èñëî ïðîöåíòîâ, ò.å. n äåëèòåëü 100, ïðè÷¼ì õîòÿ
áû 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 2. Ìèíèìàëüíîå ïîäõîäÿùåå ÷èñëî � 25.

6. (3 áàëëà) ×èñëî, çàïèñàííîå íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ óìíîæàòü íà 5 èëè ïåðåñòàâëÿòü â í¼ì öèôðû (íåëüçÿ
ñòàâèòü íîëü íà ïåðâîå ìåñòî). Ìîæíî ëè èç ÷èñëà 1 òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èòü ñòîçíà÷íîå ÷èñëî 777 . . . 7775?

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ïðîöåññ: áóäåì ïûòàòüñÿ èç ÷èñëà 777 . . . 7775 ïîëó÷èòü 1 óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè.
Çàìåòèì, ÷òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè öèôð ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 5, ýòî ñàìî ÷èñëî

777 . . . 7775. Ïîäåëèì åãî íà 5, ïîëó÷èòñÿ 1555 . . . 555. Ïåðåñòàâèâ â í¼ì êàê-íèáóäü öèôðû è çàòåì ðàçäåëèâ íà
5. Ïîëó÷èì ÷èñëî 111 . . . 1103111 . . . 1111 (âîçìîæíî, òðîéêà ñòîèò â íà÷àëå, òîãäà 0 ïåðåä íåé íå ïèøåòñÿ.). Â
ýòîì ÷èñëå êàê íå ïåðåñòàâëÿé öèôðû, ÷èñëà äåëÿùåãîñÿ íà 5 íå ïîëó÷èòü.

Çíà÷èò è óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè íå ïîëó÷èòü 777 . . . 77775 èç åäèíèöû.
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7. (3 áàëëà) Äàí êâàäðàò ABCD. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îòìå÷åíû òî÷êè F è E ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà DEF íå ìåíüøå, ÷åì 2AC.

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì êâàäðàòû A′BCD′ è A′BC ′D′ òàê, êàê íà ðèñóíêå. Íà îòðåçêå A′B âîçüì¼ì òî÷êó F ′ òàêóþ, ÷òî
BF = BF ′. Ðàññìîòðèâàÿ íåñêîëüêî ïàð ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà
DEF ðàâåí äëèíå ëîìàíîé DEF ′D′, ÷òî, î÷åâèäíî, áîëüøå DD′ = 2BD = 2AC.

8. (4 áàëëà) Â òàáëèöå 11× 11 ðàññòàâëåíû öåëûå ÷èñëà îò 0 äî 10 (åñòåñòâåííî, ÷èñëà ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ,
íå îáÿçàòåëüíî âñå óêàçàííûå ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ). Èçâåñòíî, ÷òî â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3×2 èëè 2×3 ñóììà
÷èñåë ðàâíà 10. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå.

Îòâåò: 200

Ðåøåíèå:

Íà ïðàâîé ÷àñòè ïðèâåä¼ííîãî íèæå ðèñóíêà ïðèâîäèòñÿ ðàçðåçàíèå òàáëèöû íà 20 ïðÿìîóãîëüíèêîâ è îäíó
êëåòêó. Çíà÷èò, ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå íå ìåíüøå ñóììû ÷èñåë â ýòèõ 20 ïðÿìîóãîëüíèêàõ, òî åñòü 200.

Ïðèìåð ïðèâåä¼í â ëåâîé ÷àñòè ðèñóíêà, êëåòêè, çàïîëíåííûå íóëÿìè, äëÿ óäîáñòâà îñòàâëåíû ïóñòûìè.

94



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

XIV. Задания 1 тура отборочного этапа олимпиады для 7 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 
1. На столе лежат палочки натуральной длины от 1 до 30. Какое наибольшее количество 
треугольников можно из них составить одновременно, если каждую палочку можно 
использовать не более, чем один раз. 
 
Ответ: 9 
 
2. На столе лежат палочки натуральной длины от 1 до 33. Какое наибольшее количество 
треугольников можно из них составить одновременно, если каждую палочку можно 
использовать не более, чем один раз. 
 
Ответ: 10 
 
3. На столе лежат палочки натуральной длины от 1 до 27. Какое наибольшее количество 
треугольников можно из них составить одновременно, если каждую палочку можно 
использовать  не более, чем один раз. 
 
Ответ: 8 
 
Примеры записи ответов: 
11 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. Лисица строит «пирамидки» из 5 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков не больше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 7 
 
2. Лисица строит «пирамидки» из 6 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков не больше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 
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Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 11 
 
3. Лисица строит «пирамидки» из 7 кубиков следующим образом: 
каждая «пирамидка» состоит из одного или нескольких уровней; 
на каждом уровне количество кубиков строго меньше, чем на предыдущем; 
каждый новый уровень состоит из одного или нескольких подряд идущих кубиков, начиная с 
левого края. 
Пример «пирамидки» из десяти кубиков вы можете увидеть на картинке: 

 
Какое количество различных пирамидок может получится у Лисицы? 
 
Ответ: 5 
 
 
Примеры записи ответов: 
12 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. В треугольнике ABC проведена биссектриса BD. Угол BDA составляет 70 градусов. 
Оказалось, что BD=CD. Найдите градусную меру угла А. 
Считать известным, что сумма углов треугольника 180 градусов. 
 
Ответ: 75 
 
2. В треугольнике ABC проведена биссектриса СD. Угол СDВ составляет 80 градусов. 
Оказалось, что CD=AD. Найдите градусную меру угла B. 
Считать известным, что сумма углов треугольника 180 градусов. 
 
Ответ: 60 
 
3. В треугольнике ABC проведена биссектриса AD. Угол ADC составляет 66 градусов. -
Оказалось, что AD=BD. Найдите градусную меру угла C. 
Считать известным, что сумма углов треугольника 180 градусов. 
 
Ответ: 81 
 
Примеры записи ответов: 
100 
90 
 
Задача 4. (2 балла) 
 
1. Клетчатый прямоугольник 5х7 разбит на квадратики 2х2 и полоски из трёх клеток. Какое 
наибольшее количество полосок может участвовать в этом разбиении? 
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Ответ:  9 
 
2. Клетчатый прямоугольник 4х8 разбит на квадратики 2х2 и полоски из трёх клеток. Какое 
наибольшее количество полосок может участвовать в этом разбиении? 
 
Ответ:  8 
 
3. Клетчатый прямоугольник 4х11 разбит на квадратики 2х2 и полоски из трёх клеток. Какое 
наибольшее количество полосок может участвовать в этом разбиении? 
 
Ответ:  12 
 
Примеры записи ответов: 
100 
90 
 
Задача 5. (2 балла) 
 
1. В сентябре Васе повысили зарплату на х процентов, а в октябре понизили зарплату на те 
же х процентов. После этого Вася с удивлением обнаружил, что его зарплата после этих 
изменений уменьшилась по сравнению с первоначальной на 9%. Найдите х. 
 
Ответ: 30 
 
2. В сентябре Васе повысили зарплату на х процентов, а в октябре понизили зарплату на те 
же х процентов. После этого Вася с удивлением обнаружил, что его зарплата после этих 
изменений уменьшилась по сравнению с первоначальной на 16%. Найдите х. 
 
Ответ: 40 
 
3. В сентябре Васе повысили зарплату на х процентов, а в октябре понизили зарплату на те 
же х процентов. После этого Вася с удивлением обнаружил, что его зарплата после этих 
изменений уменьшилась по сравнению с первоначальной на 36%. Найдите х. 
 
Ответ: 60 
 
Примеры записи ответов: 
23 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 2761535. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5; 7 | 7; 5 | 5, 7 | 7, 5 
 
2. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 1183515. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
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Ответ: 5; 3 | 3; 5 | 5, 3 | 3, 5 
 
3. На доске была написана некоторая цифра a, большая 1. Имеющееся число разрешается 
умножать на 5 или прибавлять к нему исходное однозначное число а. После нескольких 
таких операций получилось число 9859510. Найдите а. Если возможных вариантов 
несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 5; 2 | 2; 5 | 5, 2 | 2, 5 
 
Примеры записи ответов: 
5 
5; 9 
 
Задача 8. (4 балла) 
 
1. В магазине продают мешки по 3 кг яблок (один мешок стоит 20 руб), мешки по 4 кг груш 
(один мешок стоит 30 руб) и мешки по 5 кг слив (один мешок стоит 40 руб). У Ани есть 130 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 19 
 
2. В магазине продают мешки по 4 кг яблок (один мешок стоит 15 руб), мешки по 5 кг груш 
(один мешок стоит 20 руб) и мешки по 6 кг слив (один мешок стоит 25 руб). У Ани есть 115 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 30 
 
3. В магазине продают мешки по 3 кг яблок (один мешок стоит 20 руб), мешки по 4 кг груш 
(один мешок стоит 35 руб) и мешки по 5 кг слив (один мешок стоит 50 руб). У Ани есть 155 
рублей, какое максимальное количество кг фруктов она сможет купить? 
 
Ответ: 22 
 
Примеры записи ответов: 
11 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. На доске было написано двузначное число. Аня увеличила его первую цифру в 4 раза, а 
вторую уменьшила в два раза. При этом всё число увеличилось в три раза. Найдите исходное 
число. Если возможных вариантов несколько, укажите их любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 14, 28 | 14; 28 | 28; 14 | 28, 14 
 
2. На доске было написано двузначное число, не делящееся на 10. Ваня увеличил его первую 
цифру в некоторое целое количество раз, а вторую уменьшил в то же самое количество раз. 
При этом всё число увеличилось в два раза. Найдите исходное число. Если возможных 
вариантов несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 16 
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3. На доске было написано двузначное число, не делящееся на 10. Алёша увеличил его 
первую цифру в пять раз, а вторую уменьшил в некоторое целое количество раз. Получилось 
новое двузначное число, делящееся на старое. Найдите исходное число. Если возможных 
вариантов несколько, укажите их любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 17; 18 | 17, 18 | 18, 17 | 18; 17 
 
Примеры записи ответов: 
11 
22; 33 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. На плоскости был нарисован прямоугольник с целочисленными сторонами. После того, 
как каждую из его сторон увеличили на 2, его площадь стала больше в два раза. Каким был 
периметр исходного прямоугольника? Если возможных вариантов несколько, укажите их 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 20, 26 | 26, 20 | 20; 26 | 26; 20 
 
2. На плоскости был нарисован прямоугольник с целочисленными сторонами. После того, 
как каждую из его сторон увеличили на 2, его площадь стала больше в три раза. Каким был 
периметр исходного прямоугольника? Если возможных вариантов несколько, укажите их 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12 
 
3. На плоскости был нарисован прямоугольник с целочисленными сторонами. После того, 
как каждую из его сторон увеличили на 1, его площадь стала больше в три раза. Каким был 
периметр исходного прямоугольника? Если возможных вариантов несколько, укажите их 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 6 
 
Примеры записи ответов: 
11 
22; 33 
 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 239 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 120, 159 | 120; 159 | 159; 120 | 159, 120 
 
2. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 245 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
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любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 123, 163 | 123; 163 | 163; 123 | 163, 123 
 
3. За круглым столом сидят рыцари, которые всё время говорят правду, и лжецы, которые всё 
время лгут, всего 289 человек. Каждый из них сказал: «Оба мои соседа лжецы». Какое 
наименьшее и наибольшее количество лжецов могло быть за столом? Ответы укажите в 
любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 145, 192 | 145; 192| 192; 145 | 192, 145 
 
Примеры записи ответов: 
100; 200 
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XV. Задания 2 тура отборочного этапа олимпиады для 7 класса  
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Задача 1. (1 балл) 
 
1. На какое наименьшее количество квадратов можно разрезать прямоугольник 6х10? 
 
Ответ: 4 
 

2. На какое наименьшее количество квадратов можно разрезать прямоугольник 8х10? 
 
Ответ: 5 
 

3. На какое наименьшее количество квадратов можно разрезать прямоугольник 7х9? 
 
Ответ: 6 
 

Задача 2. (2 балла) 
 
1. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 2 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 5 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года?  
  
Ответ: 35. 
 
2. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 2 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 10 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года? 
 
Ответ: 30. 
 
3. У мальчика Коли есть 100 рублей. Если бы цены после Нового года поднялись на y 
процентов, то он смог бы купить себе 5 шоколадки, а если бы цены опустились на y 
процентов, то — 10 шоколадок. Сколько стоила одна шоколадка до Нового года? 
 
Ответ: 15. 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. Сколько существует трёхзначных чисел, состоящих из различных цифр таких, что первая 
цифра делится на вторую, а вторая на третью? 
 
Ответ: 7 
 
2. Сколько существует четырёхзначных чисел, состоящих из различных цифр таких, что 
каждая следующая цифра делится на предыдущую? 
 
Ответ: 8 
 
3. Сколько существует двузначных чисел, состоящих из различных цифр таких, что первая 
цифра делится на вторую? 
 
Ответ: 14 
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Задача 4. (3 балла) 
 
1. Четырёхзначное число АБВГ, состоящее из различных цифр, делится как на двузначное 
число ВГ, так и на двузначное числе АБ. Найдите наибольшее возможное значение АБВГ. 
 
Ответ: 4896 
 
2. Нечётное четырёхзначное число АБВГ, состоящее из различных цифр, делится как на 
двузначное число ВГ, так и на двузначное числе АБ. Найдите наименьшее возможное 
значение АБВГ. 
 
Ответ: 1365 
 
3. Четрырёхзначное число АБВГ, состоящее из различных цифр, делится как на двузначное 
число ВГ, так и на двузначное числе АБ. Найдите наименьшее возможное значение АБВГ. 
 
Ответ: 1248 
 
Примеры записи ответов: 
1234 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 130 градусов. Найдите 
наименьшее и наибольшее возможные значения угла  ВСD в градусах. 

Считать известным, что сумма углов треугольника равна 180 градусам. 

 
Ответ: 5, 55 || 5; 55 || 55, 5 || 55; 5 

2. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 140 градусов. Найдите 
наименьшее и наибольшее возможные значения угла  ВСD в градусах. 
Считать известным, что сумма углов треугольника равна 180 градусам. 
 
Ответ: 10, 50 || 10; 50 || 50, 10 || 50; 10 
 
3. Дан равносторонний треугольник АВС. Внутри него взята точка D так, что она разбивает 
треугольник АВС на три треугольника АВD, ВСD, АСD так, что один из них прямоугольный, а 
еще один — равнобедренный треугольник с углом при вершине 172 градуса. Найдите 
наименьшее и наибольшее возможные значения угла  ВСD в градусах. 
Считать известным, что сумма углов треугольника равна 180 градусам. 
 
Ответ: 4, 56 || 4; 56 || 56, 4 || 56; 4 
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Задача 6. (3 балла) 
 
1. Найдите все натуральные числа a, b, c удовлетворяющие уравнениям abc = 60, 
(a+1)(b+1)(c+1)=120. В ответе укажите все возможные значения числа а в порядке 
возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 3; 4; 5 || 3, 4, 5 
 
2. Найдите все натуральные числа a, b, c удовлетворяющие уравнениям abc = 100, 
(a+1)(b+1)(c+1)=198. В ответе укажите все возможные значения числа а в порядке 
возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 2; 5; 10 || 2, 5, 10 
 
3. Найдите все натуральные числа a, b, c удовлетворяющие уравнениям abc = 80, 
(a+1)(b+1)(c+1)=162. В ответе укажите все возможные значения числа а в порядке 
возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 2; 5; 8 || 2, 5, 8 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что AB=3, BD=8, AC=4, CD=4. Известно, что хотя 
бы одна из двух неизвестных сторон четырехугольника ABCD так же целая. Найдите, чему 
она может быть равна. В ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания 
через точку с запятой. 

Ответ: 5, 6, 7 || 5; 6; 7 
 
2. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что BC=4, BD=9, AC=5, AD=3. Известно, что хотя 
бы одна из двух неизвестных сторон четырехугольника ABCD так же целая. Найдите, чему 
она может быть равна.  В ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 6, 7, 8 || 6; 7; 8 
 
3. Дан четырехугольник ABCD. Известно, что AB=2, BC=4, AD=6, CD=3. Известно, что хотя 
бы одна из двух диагоналей имеет целую длину. Найдите, чему она может быть равна В 
ответе укажите все подходящие значения в порядке возрастания через точку с запятой. 
 
Ответ: 4, 5, 6 || 4; 5; 6 
 

Задача 8. (4 балла) 

 
1. В стране Альфа 89 городов. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. 
Так же известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда 
есть дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в 
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стране? 
 
Ответ: 93 
 
2. В стране Бета 86 городов. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. Так 
же известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда есть 
дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в стране? 
 
Ответ: 90 
 
3. В стране Гамма 83 города. Известно, что из каждого города выходит хотя бы 2 дороги. Так 
же известно, что если есть дорога из города А в город В и из города В в город С, то тогда есть 
дорога и из города А в город С. Какое минимальное количество дорог может быть в стране? 
 
Ответ: 87 
 
Примеры записи ответов: 
17 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 

 
 
Ответ: 8 
 
2. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
Ответ: 18 
 
3. Сколько существует способов разбить данную фигуру на прямоугольники 1х2? 
 

 
Ответ: 11 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи девяток. С числом 
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разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него единицу, семёрку или 
четвёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие единицы, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
 
Ответ: 88 
 
2. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи восьмёрок. С числом 
разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него единицу, семёрку или 
четвёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие единицы, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
 
Ответ: 66 
 
3. Изначально на доске было записано число, состоящее из тысячи девяток. С числом 
разрешается производить следующие операции: вычёркивать из него двойку, пятёрку или 
восьмёрку, либо уменьшить любые три цифры, большие 2, на один. 
После некоторого количества таких операций у Васи появилось число, к которому ни одна из 
них не применима. Какое наибольшее число могло остаться у Васи? 
 
Ответ: 77 
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