
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

7 êëàññ
1 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (1 áàëë) Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå òàêèõ ðàçëè÷íûõ äåëÿùèõñÿ íà 3 ÷èñëà,
÷òî ñóììà ëþáûõ òð¼õ èç íèõ äåëèòñÿ íà ÷åòâ¼ðòîå?

Îòâåò: Äà, ñóùåñòâóþò.

Ðåøåíèå:

Íàïðèìåð, ÷èñëà 3, 6, 9 è 18.
Äëÿ ïðîâåðêè íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ 36,

äåëèòñÿ íà êàæäîå èç íèõ.

2. (2 áàëëà) Àíÿ ãîòîâèëà áëèí÷èêè, ðàññ÷èòûâàÿ, ÷òîáû òð¼ì ÷ëåíàì åå ñå-
ìüè äîñòàëîñü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî áëèíîâ. Íî ÷òî-òî ïîøëî íå òàê: êàæäûé
òðåòèé áëèí Àíÿ íå ñìîãëà ïåðåâåðíóòü; 40% îò áëèíîâ, êîòîðûå Àíÿ ñìîãëà
ïåðåâåðíóòü, ïðèãîðåëè; à 1

5 îò ñúåäîáíûõ áëèíîâ Àíÿ óðîíèëà íà ïîë. Ñêîëü-
êî ïðîöåíòîâ îò çàäóìàííîãî êîëè÷åñòâà áëèíîâ Àíÿ ñìîãëà ïðåäëîæèòü ñâîåé
ñåìüå?

Îòâåò: 32%.

Ðåøåíèå:

Âñåãî Àíå óäàëîñü ñîõðàíèòü
2

3
· 0, 6 · 0, 8 = 0, 32 îò êîëè÷åñòâà áëèíîâ.

3. (3 áàëëà) Ïî êðóãó ñòîÿò 20 áëþäå÷åê, íà íèõ ðàçëîæåíû 40 ïèðîæêîâ.
Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 2 ïèðîæêà, ëåæàùèå íà îäíîì áëþäå÷êå, è ïå-
ðåëîæèòü èõ íà 2 ñîñåäíèõ áëþäå÷êà. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè
ïèðîæêîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ áëþäå÷êàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ïè-
ðîæêîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå:

Ðàñêðàñèì áëþäå÷êè â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷¼ðíîå ñîñåä-
ñòâîâàëî ñ äâóìÿ áåëûìè è íàîáîðîò.

Ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè, îïèñàííîé â óñëîâèè, ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ïèðîæ-
êîâ íà ÷¼ðíûõ áëþäå÷êàõ íå ìåíÿåòñÿ. Â òðåáóåìîé êîíå÷íîé ðàññòàíîâêå ýòî
êîëè÷åñòâî ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè ìû âûáåðåì íà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó, â êîòîðîé
îíî áóäåò íå÷¼òíî, å¼ íåâîçìîæíî áóäåò ïðèâåñòè ê íóæíîìó âèäó.

4. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè K, L è M ðàñïîëîæèëè íà ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òî òðåóãîëüíèêè ABK, LBC è AMC îêàçàëèñü ðàâíû ABC. Êàêîé
çíàê íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîñòàâèòü ìåæäó ïîëóïåðèìåòðîì òðåóãîëüíèêà KLM
è ïåðèìåòðîì òðåóãîëüíèêà ABC?

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ óêàçàíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: íàïðèìåð, íåëüçÿ
óòðâåæäàòü, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêîâABK è LBC òî÷êàA ñîîòâåòñòâóåò
òî÷êå L.

Îòâåò: Ïåðèìåòð ABC íå ìåíüøå ïîëóïåðèìåòðà KLM .

Ðåøåíèå:

AK +AM ⩾ KM ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà â òðåóãîëüíèêå AKM (ðàâåí-
ñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ýòîò òðåóãîëüíèê âûðîæäåííûé, ò.å. òî÷êà A ëåæèò
íà îòðåçêå KM . Àíàëîãè÷íî BL+BK ⩾ KL è CL+ CM ⩾ LM .



Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî AK + AM + BK + BL + CL + CM ⩾ KM +
KL+ LM .

Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ABK è ABC è òîãî, ÷òî ñòîðîíà AB � îáùàÿ,
ïîëó÷àåì AK + BK = AC + BC, àíàëîãè÷íî BL + CL = AB + AC è AM +
CM = AB + AC. Çíà÷èò, äîêàçàíííîå âûøå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
2AB + 2BC +AC ⩾ KM +KL+KM . Ðàçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà 2, ïîëó÷èì,
÷òî ïåðèìåòð ABC íå ìåíüøå ïîëóïåðèìåòðà KLM .

5. (3 áàëëà) Â êîìíàòå ñîáðàëèñü ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó,
è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (è òå, è äðóãèå òî÷íî åñòü). Èì çàäàëè âîïðîñ:
¾Cêîëüêî ëæåöîâ íàõîäèòñÿ â êîìíàòå?¿. Íà ýòîò âîïðîñ áûëè ïîëó÷åíû âñå âîç-
ìîæíûå îòâåòû îò 1 äî 100 (íåêîòîðûå, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç). Ñêîëüêî íà
ñàìîì äåëå ìîãëî áûòü ëæåöîâ?

Îòâåò: 99 èëè 100.

Ðåøåíèå:

Ïîñêîëüêó âñåãî ïîëó÷åíî 100 ðàçíûõ îòâåòîâ è îäèí èç íèõ òî÷íî ïðàâèëüíûé,
îñòàëüíûå 99 îòâåòîâ íåâåðíûå. Çíà÷èò, â êîìíàòå ìèíèìóì 99 ëæåöîâ. Áîëüøå
ñòà èõ òîæå áûòü íå ìîæåò, òàê êàê âåðíûé îòâåò íå ïðåâîñõîäèò 100.

Äàâàéòå òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî îáà îòâåòà âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, 99 ëæåöîâ
áûâàåò, êîãäà êîìíàòå 100 ÷åëîâåê è âñå äàþò ðàçíûå îòâåòû, à 100 ëæåöîâ � êîãäà
101 ÷åëîâåê, è êàêîé-òî íåïðàâèëüíûé îòâåò äàþò äâîå.

6. (3 áàëëà) Ó Âàñè åñòü ÷åðò¼æíûé èíñòðóìåíò � òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 40◦,
70◦ è 70◦. Êàê åìó ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîèòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê?

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì äâà òðåóãîëüíèêà ABC è ABD ñ îáùåé ñòîðîíîé AB è óãëàìè â
òî÷êå A ïî 70◦. Çàòåì ïîñòðîèì òðåóãîëüíèêè ACK è ADL ñ óãëàìè â òî÷êå
A ïî 40◦, îòëîæåííûìè âíóòðü ïîñòðîåííûõ ðàíåå óãëîâ 80◦, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî
AK = AL à CK = DL.

Òîãäà òðåóãîëüíèê AKL áóäåò ðàâíîáåäðåííûì ñ ∠A = 2 · (70◦ − 40◦) = 60◦,
ò.å. ðàâíîñòîðîííèì.

7. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç
ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå åñòü öèôðà, íå ðàâíàÿ 9, èìåþùàÿ äâå ñîñåäíèå
öèôðû, áîëüøèå 0, ìîæíî óâåëè÷èòü ýòó öèôðó íà 1, à ñîñåäíèå óìåíüøèòü íà 1.

2) Âû÷åñòü èç ëþáîé íåíóëåâîé öèôðû, êðîìå ïîñëåäíåé, 1, à ê ñëåäóþùåé
ïðèáàâèòü 3.

3) Óìåíüøèòü ëþáóþ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ öèôðó íà 7.
Åñëè â ðåçóëüòàòå êàêîé-òî èç ýòèõ îïåðàöèé â ÷èñëå íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ

ïåðâûõ ìåñòàõ îêàçûâàþòñÿ íóëè, îíè àâòîìàòè÷åñêè îòáðàñûâàþòñÿ.
Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç ñòà âîñüì¼ðîê. Â êîíöå îñòàëîñü

îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 3

Ðåøåíèå:

Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âû÷èòàíèþ ÷èñëà âèäà 910 · 0, âòîðàÿ è òðåòüÿ
� âû÷èòàíèþ 70 · 0. Îáå ýòè îïåðàöèè íå ìåíÿþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ èñõîäíîãî
÷èñëà íà 7, òàê êàê 91 äåëèòñÿ íà 7.

1001 = cdot91, à 888888 = 888 · 1001. Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà îò
äåëåíèÿ èñõîäíîãî ÷èñëà íà 7, êîëè÷åñòâî âîñüì¼ðîê, êðàòíîå 6, ìîæíî îòáðîñèòü.
Îñòà¼òñÿ ÷èñëî 8888 = 8008 + 875 + 5 = 8 · 1001 + 7 · 125 + 5 äà¼ò îñòàòîê 5.



8. (5 áàëëîâ) Èç êëåò÷àòîãî ïîëÿ 12 × 12 âûðåçàëè êâàäðàò 4 × 4, ëåæàùèé
íà ïåðåñå÷åíèè ãîðèçîíòàëåé ñ òðåòüåé ïî øåñòóþ è òàêèõ æå âåðòèêàëåé. Êàêîå
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà ýòîì
ïîëå, åñëè ëàäüè íå áüþò ÷åðåç âûðåçàííûå êëåòêè?

Îòâåò: 14

Ðåøåíèå:

Äîñòóïíàÿ ÷àñòü äîñêè ðàçðåçàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé
èç êîòîðûõ ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå óêàçàííîãî êîëè÷åñòâà ëàäåé (ñì. ëåâûé ðè-
ñóíîê), òàê êàê â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå íå ìîæåò ñòîÿòü áîëüøåé ëàäåé, ÷åì
äëèíà åãî ìåíüøåé ñòîðîíû. Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî ëàäåé íå ïðåâîñõîäèò 14.

Ïðèìåð äëÿ 14 ëàäåé èçîáðàæ¼í íà ïðàâîì ðèñóíêå.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

7 êëàññ
2 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (1 áàëë) Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå òàêèõ ðàçëè÷íûõ ÷¼òíûõ ÷èñëà, ÷òî ñóììà
ëþáûõ òð¼õ èç íèõ äåëèòñÿ íà ÷åòâ¼ðòîå?

Îòâåò: Äà, ñóùåñòâóþò.

Ðåøåíèå:

Íàïðèìåð, ÷èñëà 2, 4, 6 è 12.
Äëÿ ïðîâåðêè íàì äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñóììà ýòèõ ÷èñåë, ðàâíàÿ 24,

äåëèòñÿ íà êàæäîå èç íèõ.

2. (2 áàëëà) Àíÿ ãîòîâèëà áëèí÷èêè, ðàññ÷èòûâàÿ, ÷òîáû ïÿòè ÷ëåíàì åå ñå-
ìüè äîñòàëîñü îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî áëèíîâ. Íî ÷òî-òî ïîøëî íå òàê: êàæäûé
ïÿòûé áëèí Àíÿ íå ñìîãëà ïåðåâåðíóòü; 49% îò áëèíîâ, êîòîðûå Àíÿ ñìîãëà ïå-
ðåâåðíóòü, ïðèãîðåëè; à 1

6 îò ñúåäîáíûõ áëèíîâ Àíÿ óðîíèëà íà ïîë. Ñêîëüêî
ïðîöåíòîâ îò çàäóìàííîãî êîëè÷åñòâà áëèíîâ Àíÿ ñìîãëà ïðåäëîæèòü ñâîåé ñå-
ìüå?

Îòâåò: 34%.

Ðåøåíèå:

Âñåãî Àíå óäàëîñü ñîõðàíèòü 0, 8 · 0, 51 · 5
6
= 0, 34 îò êîëè÷åñòâà áëèíîâ.

3. (3 áàëëà) Ïî êðóãó ñòîÿò 30 òàðåëî÷åê, íà íèõ ðàçëîæåíû 60 áóëî÷åê. Çà
îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 2 áóëî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé òàðåëî÷êå, è ïåðåëî-
æèòü èõ íà 2 ñîñåäíèõ òàðåëî÷êè. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè áóëî-
÷åê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ òàðåëî÷êàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó áóëî÷åê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå:

Ðàñêðàñèì òàðåëî÷êè â ÷¼ðíûé è áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ ñî-
ñåäñòâîâàëî ñ äâóìÿ áåëûìè è íàîáîðîò.

Ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè, îïèñàííîé â óñëîâèè, ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà áóëî÷åê
íà ÷¼ðíûõ òàðåëî÷êàõ íå ìåíÿåòñÿ. Â òðåáóåìîé êîíå÷íîé ðàññòàíîâêå ýòî êî-
ëè÷åñòâî ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè ìû âûáåðåì íà÷àëüíóþ ðàññòàíîâêó, â êîòîðîé îíî
áóäåò íå÷¼òíî, å¼ íåâîçìîæíî áóäåò ïðèâåñòè ê íóæíîìó âèäó.

4. (3 áàëëà) Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Òî÷êè K, L è M ðàñïîëîæèëè íà ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òî òðåóãîëüíèêè KAM , CLM è KLB îêàçàëèñü ðàâíû òðåóãîëüíèêó
KLM . Êàêîé çíàê íåðàâåíñòâà ñëåäóåò ïîñòàâèòü ìåæäó ïåðèìåòðîì òðåóãîëü-
íèêà KLM è ïîëóïåðèìåòðîì òðåóãîëüíèêà ABC?

Âåðøèíû òðåóãîëüíèêîâ óêàçàíû â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå: íàïðèìåð, íåëüçÿ
óòðâåæäàòü, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêîâ KAM è CLM òî÷êà K ñîîòâåò-
ñòâóåò òî÷êå C.

Îòâåò: Ïåðèìåòð KLM íå ìåíüøå ïîëóïåðèìåòðà ABC.

Ðåøåíèå:

AK+KB ⩾ AB ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà â òðåóãîëüíèêå ABK (ðàâåíñòâî
äîñòèãàåòñÿ òîãäà, êîãäà ýòîò òðåóãîëüíèê âûðîæäåííûé, ò.å. òî÷êà K ëåæèò íà
îòðåçêå AB. Àíàëîãè÷íî BL+ CL ⩾ BC è AM + CM ⩾ AC.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òîAK+KB+BL+CL+AM+CM ⩾ AB+BC+AC.



Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ KAM è KLM è òîãî, ÷òî ñòîðîíà KM � îáùàÿ,
ïîëó÷àåì AK + AM = KL + LM , àíàëîãè÷íî CL + CM = KL + LM è KB +
BL = KM + LM . Çíà÷èò, äîêàçàíííîå âûøå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
2KL+2KM +2LM ⩾ AB +BC +AC. Ðàçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà 2, ïîëó÷èì,
÷òî ïåðèìåòð KLM íå ìåíüøå ïîëóïåðèìåòðà ABC.

5. (3 áàëëà) Â êîìíàòå ñîáðàëèñü ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó,
è ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (è òå, è äðóãèå òî÷íî åñòü). Èì çàäàëè âîïðîñ:
¾Cêîëüêî ëæåöîâ íàõîäèòñÿ â êîìíàòå?¿. Íà ýòîò âîïðîñ áûëè ïîëó÷åíû âñå âîç-
ìîæíûå îòâåòû îò 1 äî 200 (íåêîòîðûå, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç). Ñêîëüêî íà
ñàìîì äåëå ìîãëî áûòü ëæåöîâ?

Îòâåò: 199 èëè 200.

Ðåøåíèå:

Ïîñêîëüêó âñåãî ïîëó÷åíî 200 ðàçíûõ îòâåòîâ è îäèí èç íèõ òî÷íî ïðàâèëüíûé,
îñòàëüíûå 199 îòâåòîâ íåâåðíûå. Çíà÷èò, â êîìíàòå ìèíèìóì 199 ëæåöîâ. Áîëüøå
äâóõñîò èõ òîæå áûòü íå ìîæåò, òàê êàê âåðíûé îòâåò íå ïðåâîñõîäèò 200.

Äàâàéòå òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî îáà îòâåòà âîçìîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, 199 ëæå-
öîâ áûâàåò, êîãäà êîìíàòå 200 ÷åëîâåê è âñå äàþò ðàçíûå îòâåòû, à 200 ëæåöîâ
� êîãäà 201 ÷åëîâåê, è êàêîé-òî íåïðàâèëüíûé îòâåò äàþò äâîå.

6. (3 áàëëà) Ó Âàñè åñòü ÷åðò¼æíûé èíñòðóìåíò � òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 80◦,
50◦ è 50◦. Êàê åìó ñ åãî ïîìîùüþ ïîñòðîèòü ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê?

Ðåøåíèå:

Ïîñòðîèì äâà òðåóãîëüíèêà ABC è ABD ñ îáùåé ñòîðîíîé AB è óãëàìè â
òî÷êå A ïî 80◦. Çàòåì ïîñòðîèì òðåóãîëüíèêè ACK è ADL ñ óãëàìè â òî÷êå
A ïî 50◦, îòëîæåííûìè âíóòðü ïîñòðîåííûõ ðàíåå óãëîâ 80◦, ïðè÷¼ì òàê, ÷òî
AK = AL à CK = DL.

Òîãäà òðåóãîëüíèê AKL áóäåò ðàâíîáåäðåííûì ñ ∠A = 2 · (80◦ − 50◦) = 60◦,
ò.å. ðàâíîñòîðîííèì.

7. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ âûïîëíÿòü îäíó èç
ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

1) Åñëè â èñõîäíîì ÷èñëå åñòü öèôðà, íå ðàâíàÿ 9, èìåþùàÿ äâå ñîñåäíèå
öèôðû, áîëüøèå 0, ìîæíî óâåëè÷èòü ýòó öèôðó íà 1, à ñîñåäíèå óìåíüøèòü íà 1.

2) Âû÷åñòü èç ëþáîé íåíóëåâîé öèôðû, êðîìå ïîñëåäíåé, 1, à ê ñëåäóþùåé
ïðèáàâèòü 3.

3) Óìåíüøèòü ëþáóþ äîñòàòî÷íî áîëüøóþ öèôðó íà 7.
Åñëè â ðåçóëüòàòå êàêîé-òî èç ýòèõ îïåðàöèé â ÷èñëå íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ

ïåðâûõ ìåñòàõ îêàçûâàþòñÿ íóëè, îíè àâòîìàòè÷åñêè îòáðàñûâàþòñÿ.
Èçíà÷àëüíî íà äîñêå áûëî çàïèñàíî ÷èñëî èç ñòà äåâÿòîê. Â êîíöå îñòàëîñü

îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?

Îòâåò: 3

Ðåøåíèå:

Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò âû÷èòàíèþ ÷èñëà âèäà 910 · 0, âòîðàÿ è òðåòüÿ
� âû÷èòàíèþ 70 · 0. Îáå ýòè îïåðàöèè íå ìåíÿþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ èñõîäíîãî
÷èñëà íà 7, òàê êàê 91 äåëèòñÿ íà 7.

1001 = cdot91, à 999999 = 999 · 1001. Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà îò
äåëåíèÿ èñõîäíîãî ÷èñëà íà 7, êîëè÷åñòâî äåâÿòîê, êðàòíîå 6, ìîæíî îòáðîñèòü.
Îñòà¼òñÿ ÷èñëî 9999 = 9009 + 987 + 3 = 9 · 1001 + 7 · 141 + 3 äà¼ò îñòàòîê 3.

8. (5 áàëëîâ) Èç êëåò÷àòîãî ïîëÿ 12×12 âûðåçàëè êâàäðàò 4×4, ëåæàùèé íà
ïåðåñå÷åíèè ãîðèçîíòàëåé ñ ÷åòâ¼ðòîé ïî ñåäüìóþ è òàêèõ æå âåðòèêàëåé. Êàêîå



íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íå áüþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà ýòîì
ïîëå, åñëè ëàäüè íå áüþò ÷åðåç âûðåçàííûå êëåòêè?

Îòâåò: 15

Ðåøåíèå:

Äîñòóïíàÿ ÷àñòü äîñêè ðàçðåçàåòñÿ íà ñëåäóþùèå ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé
èç êîòîðûõ ìîæåò ñòîÿòü íå áîëüøå óêàçàííîãî êîëè÷åñòâà ëàäåé (ñì. ëåâûé ðè-
ñóíîê), òàê êàê â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå íå ìîæåò ñòîÿòü áîëüøåé ëàäåé, ÷åì
äëèíà åãî ìåíüøåé ñòîðîíû. Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî ëàäåé íå ïðåâîñõîäèò 15.

Ïðèìåð äëÿ 15 ëàäåé èçîáðàæ¼í íà ïðàâîì ðèñóíêå.



7 класс, I отборочный тур. 
 
Задача 1. (1 балл) 
 
1. Через точку проведены 100 различных прямых. Известно, что все углы между ними имеют 
целые значения в градусах. Какое наибольшее значение (в градусах) может принимать угол 
между двумя соседними прямыми (т. е. угол, внутри которого нет больше ни одной прямой)? 
 
Ответ: 81 
 
2. Через точку проведены 120 различных прямых. Известно, что все углы между ними имеют 
целые значения в градусах. Какое наибольшее значение (в градусах) может принимать угол 
между двумя соседними прямыми (т. е. угол, внутри которого нет больше ни одной прямой)? 
 
Ответ: 61 
 
3. Через точку проведены 90 различных прямых. Известно, что все углы между ними имеют 
целые значения в градусах. Какое наибольшее значение (в градусах) может принимать угол 
между двумя соседними прямыми (т. е. угол, внутри которого нет больше ни одной прямой)? 
 
Ответ: 91 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. У Наташи есть пять отрезков различной длины. Четыре из них имеют длины 5, 6, 8 и 9. Из 
любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может принимать 
длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 7; 10 || 7, 10 || 10; 7 || 10, 7 
 
2. У Антона есть четыре отрезка различной длины. Три из них имеют длины 4, 5 и 7. Из 
любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может принимать 
длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 6; 8 || 6, 8 || 8; 6 || 8, 6 
 
3. У Алисы есть шесть отрезков различной длины. Пять из них имеют длины 6, 7, 8, 9 и 11. 
Из любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может 
принимать длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12; 10 || 12, 10 || 10; 12 || 10, 12 
 
Примеры записи ответов: 
5 
5; 9 
 



Задача 3. (2 балла) 
 
1. Два гонщика со скоростями 100 м/с и 40 м/с стартовали одновременно в одном 
направлении из одного места круглой трассы длины 800 м. Сколько раз гонщики встретились 
после старта, если оба ехали в течение 200 секунд? 
 
Ответ: 15 
 
2. Два гонщика со скоростями 100 м/с и 60 м/с стартовали одновременно в одном 
направлении из одного места круглой трассы длины 700 м. Сколько раз гонщики встретились 
после старта, если оба ехали в течение 280 секунд? 
 
Ответ: 16 
 
3. Два гонщика со скоростями 100 м/с и 70 м/с стартовали одновременно в одном 
направлении из одного места круглой трассы длины 800 м. Сколько раз гонщики встретились 
после старта, если оба ехали в течение 320 секунд? 
 
Ответ: 12 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 4 (2 балла). 
 
1. При каких натуральных n число 7n - 2 делится на число 3n + 1? Если правильных ответов 
несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4 
 
2. При каких натуральных n число 11n + 4 делится на число 5n + 3? Если правильных ответов 
несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 2 
 
3. При каких натуральных n число 5n + 3 делится на число 2n + 5? Если правильных ответов 
несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 7 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
10 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 12 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 22 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 22, 32 || 32, 22 || 22; 32 || 32; 22 



 
2. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
10 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 15 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 25 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 25, 35 || 35, 25 || 25; 35 || 35; 25 
 
3. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
15 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 12 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 27 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 27, 42 || 42, 27 || 27; 42 || 42; 27 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 60 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Вова выписал на доску сумму цифр каждого из чисел от 1 до 600 включительно. Чему 
равна сумма чисел на доске? 
 
Ответ:  6906 
 
2. Дима выписал на доску сумму цифр каждого из чисел от 1 до 700 включительно. Чему 
равна сумма чисел на доске? 
 
Ответ:  8407 
 
3. Митя выписал на доску сумму цифр каждого из чисел от 1 до 800 включительно. Чему 
равна сумма чисел на доске? 
 
Ответ:  10008 
 
Примеры записи ответов: 
12345 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 2V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 15% и 21% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 
большую кружку, добавив туда еще 4 ложки молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 25%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 
 
Ответ: 0,06 || 0.06 || 6% || 6/100 || 3/50 
 
2. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 2V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 16% и 14% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 



большую кружку, добавив туда еще 5 ложек молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 20%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 
 
Ответ: 0,04 || 0.04 || 4% || 1/25 || 4/100 
 
3. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 5V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 5% и 2% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 
большую кружку, добавив туда еще 10 ложек молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 10%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 
 
Ответ: 0,05 || 0.05 || 5% || 1/20 || 5/100 
 
Примеры записи ответов: 
0,01 
1% 
1/100 
 
Задача 8. (3 балла) 
 
1. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 

 
 
Ответ: 10 
 
2. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 

 
 
Ответ: 6 
 
3. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 
 

 



 
Ответ: 4 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 9. (5 баллов) 
 
1. У Ани есть 4 золотых слитка различных целочисленных весов. Помогите Ане узнать, 
сколько весит самый тяжёлый слиток, если она помнит несколько попарных сумм весов 
слитков:  8, 9, 11, 12 и 14. 
Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 9 
 
2. У Ани есть 4 золотых слитка различных целочисленных весов. Помогите Ане узнать, 
сколько весит самый тяжёлый слиток, если она помнит несколько попарных сумм весов 
слитков:  7, 9, 10, 11, 14. 
Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 8 
 
3. У Ани есть 4 золотых слитка различных целочисленных весов Помогите Ане узнать, 
сколько весит самый тяжёлый слиток, если она помнит несколько попарных сумм весов 
слитков:  10, 13, 14, 15 и 16. Если возможных ответов несколько, запишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 10  
 
 
Примеры записи ответов: 
5 
5; 9 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+11 этажей» и «-7 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 
Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 25 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 108 
 
2. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+11 этажей» и «-5 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 
Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 27 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 106 
 



3. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+13 этажей» и «-7 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 
Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 24 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 107 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
 



II îòáîðî÷íûé òóð.
7 êëàññ.

Çàäà÷à 1. (1 áàëë)
1. Ó ìàðñèàíñêèõ ïàóêîâ 100 ëàïîê. Íà Âñåìèðíîì Ñúåçäå Ïàóêîâ íåêîòîðûå ïàóêè ïîçäîðîâàëèñü ìåæäó ñîáîé

(ïîæàëè äðóã äðóãó ëàïêè). Îêàçàëîñü, ÷òî ïàóêè, êîòîðûå õîòÿ áû ðàç ïîçäîðîâàëèñü, èñïîëüçîâàëè âñå ñâîè ëàïêè è
íå çäîðîâàëèñü îäíîé ëàïêîé áîëüøå, ÷åì ñ îäíèì ïàóêîì. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàóêîâ ìîãëî ïðèéòè?

Îòâåò: 101
2. Ó ìàðñèàíñêèõ ïàóêîâ 200 ëàïîê. Íà Âñåìèðíîì Ñúåçäå Ïàóêîâ íåêîòîðûå ïàóêè ïîçäîðîâàëèñü ìåæäó ñîáîé

(ïîæàëè äðóã äðóãó ëàïêè). Îêàçàëîñü, ÷òî ïàóêè, êîòîðûå õîòÿ áû ðàç ïîçäîðîâàëèñü, èñïîëüçîâàëè âñå ñâîè ëàïêè è
íå çäîðîâàëèñü îäíîé ëàïêîé áîëüøå, ÷åì ñ îäíèì ïàóêîì. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàóêîâ ìîãëî ïðèéòè?

Îòâåò: 201
3. Ó ìàðñèàíñêèõ ïàóêîâ 300 ëàïîê. Íà Âñåìèðíîì Ñúåçäå Ïàóêîâ íåêîòîðûå ïàóêè ïîçäîðîâàëèñü ìåæäó ñîáîé

(ïîæàëè äðóã äðóãó ëàïêè). Îêàçàëîñü, ÷òî ïàóêè, êîòîðûå õîòÿ áû ðàç ïîçäîðîâàëèñü, èñïîëüçîâàëè âñå ñâîè ëàïêè è
íå çäîðîâàëèñü îäíîé ëàïêîé áîëüøå, ÷åì ñ îäíèì ïàóêîì. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïàóêîâ ìîãëî ïðèéòè?

Îòâåò: 301

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 6, ëèáî 7 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 2, ëèáî 3 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 12 ìóõ?

Îòâåò: 8
2. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (êîãî-òî èç íèõ ìîæåò íå áûòü).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 5, ëèáî 6 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 2, ëèáî 3 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 11 ìóõ?

Îòâåò: 9
3. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 5, ëèáî 6 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 3, ëèáî 4 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 13 ìóõ?

Îòâåò: 8

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
1. Ïåòÿ äâà äíÿ ïîäðÿä õîäèë â ìàãàçèí è îáà ðàçà êóïèë áóëî÷åê ðîâíî íà 100 ðóáëåé. Ïðè ýòîì âî âòîðîé äåíü

áóëî÷êà ñòîèëà íà ðóáëü äîðîæå, ÷åì â ïåðâûé. Áóëî÷êè âñåãäà ñòîÿò öåëîå êîëè÷åñòâî ðóáëåé.
Ñêîëüêî áóëî÷åê Ïåòÿ êóïèë çà äâà äíÿ? Åñëè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå

÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ: 10
10; 20
Îòâåò: 150; 45 || 150; 45; || 150, 45 || 45; 150 || 45, 150 || 45; 150;
2. Ïåòÿ äâà äíÿ ïîäðÿä õîäèë â ìàãàçèí è îáà ðàçà êóïèë áóëî÷åê ðîâíî íà 84 ðóáëÿ. Ïðè ýòîì âî âòîðîé äåíü áóëî÷êà

ñòîèëà íà ðóáëü äîðîæå, ÷åì â ïåðâûé, à â ïåðâûé äîðîæå äâóõ ðóáëåé. Áóëî÷êè âñåãäà ñòîÿò öåëîå êîëè÷åñòâî ðóáëåé.
Ñêîëüêî áóëî÷åê Ïåòÿ êóïèë çà äâà äíÿ? Åñëè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå

÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
10
10; 20
Îòâåò: 26; 49 || 26; 49; || 26, 49 || 49; 26 || 49, 26 || 49; 26;
3. Ïåòÿ äâà äíÿ ïîäðÿä õîäèë â ìàãàçèí è îáà ðàçà êóïèë áóëî÷åê ðîâíî íà 56 ðóáëåé. Ïðè ýòîì âî âòîðîé äåíü áóëî÷êà

ñòîèëà íà ðóáëü äîðîæå, ÷åì â ïåðâûé. Áóëî÷êè âñåãäà ñòîÿò öåëîå êîëè÷åñòâî ðóáëåé.
Ñêîëüêî áóëî÷åê Ïåòÿ êóïèë çà äâà äíÿ? Åñëè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå

÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
10
10; 20
Îòâåò: 84; 15 || 84; 15; || 84, 15 || 15; 84 || 15, 84 || 15; 84;

Çàäà÷à 4. (2 áàëëà)
1. Íà î÷åíü äëèííîé äîðîãå óñòðîèëè çàáåã. 20 áåãóíîâ ñòàðòîâàëè â ðàçíîå âðåìÿ, êàæäûé áåæàë ñ ïîñòîÿííîé

ñêîðîñòüþ. Çàáåã ïðîäîëæàëñÿ, ïîêà êàæäûé áåãóí íå îáîãíàë âñåõ áîëåå ìåäëåííûõ. Ñêîðîñè áåãóíîâ, ñòàðòîâàâøèõ
ïåðâûì è ïîñëåäíèì, ñîâïàäàëè, ñêîðîñòè îñòàëüíûõ îòëè÷àëèñü îò èõ ñêîðîñòåé è áûëè ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Êàêèì ìîãëî áûòü ÷èñëî îáãîíîâ, åñëè â êàæäîì ó÷àñòâîâàëî ðîâíî äâà ÷åëîâåêà? Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå âîçìîæíûå ÷èñëà â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
10; 20
Îòâåò: 18; 171 || 171; 18 || 18, 171 || 171, 18 || 18; 171; || 171; 18
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ: 10; 20
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2. Íà î÷åíü äëèííîé äîðîãå óñòðîèëè çàáåã. 22 áåãóíà ñòàðòîâàëè â ðàçíîå âðåìÿ, êàæäûé áåæàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ. Çàáåã ïðîäîëæàëñÿ, ïîêà êàæäûé áåãóí íå îáîãíàë âñåõ áîëåå ìåäëåííûõ. Ñêîðîñè áåãóíîâ, ñòàðòîâàâøèõ ïåðâûì
è ïîñëåäíèì, ñîâïàäàëè, ñêîðîñòè îñòàëüíûõ îòëè÷àëèñü îò èõ ñêîðîñòåé è áûëè ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Êàêèì ìîãëî áûòü ÷èñëî îáãîíîâ, åñëè â êàæäîì ó÷àñòâîâàëî ðîâíî äâà ÷åëîâåêà? Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå âîçìîæíûå ÷èñëà â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
10; 20
Îòâåò: 20; 210 || 210; 20 || 20, 210 || 210, 20 || 20; 210; || 210; 20
3. Íà î÷åíü äëèííîé äîðîãå óñòðîèëè çàáåã. 21 áåãóí ñòàðòîâàë â ðàçíîå âðåìÿ, êàæäûé áåæàë ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Çàáåã ïðîäîëæàëñÿ, ïîêà êàæäûé áåãóí íå îáîãíàë âñåõ áîëåå ìåäëåííûõ. Ñêîðîñè áåãóíîâ, ñòàðòîâàâøèõ ïåðâûì è
ïîñëåäíèì, ñîâïàäàëè, ñêîðîñòè îñòàëüíûõ îòëè÷àëèñü îò èõ ñêîðîñòåé è áûëè ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Êàêèì ìîãëî áûòü ÷èñëî îáãîíîâ, åñëè â êàæäîì ó÷àñòâîâàëî ðîâíî äâà ÷åëîâåêà? Â îòâåòå óêàæèòå íàèáîëüøåå è
íàèìåíüøåå âîçìîæíûå ÷èñëà â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
10; 20
Îòâåò: 19; 190 || 190; 19 || 19, 190 || 190, 19 || 19; 190; || 190; 19

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Ó Âàñè åñòü ïî 10 ïàëî÷åê äëèíû 1, 2 è 3 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ

ìîæåò ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 2160
2. Ó Âàñè åñòü ïî 11 ïàëî÷åê äëèíû 2, 3 è 4 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ

ìîæåò ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 3520
3. Ó Âàñè åñòü ïî 9 ïàëî÷åê äëèíû 2, 3 è 5 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ ìîæåò

ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 1872

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. BO = 8, AB = 5. Íàéäèòå AC.
Îòâåò: 13
2. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. DO = 9, AD = 7. Íàéäèòå AC.
Îòâåò: 16
3. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. CO = 9, CD = 5. Íàéäèòå BD.
Îòâåò: 14

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Íà êîíôåðåíöèè ñîáðàëèñü ïðåäñòàâèòåëè ðûöàðåé, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöîâ, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (è

òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Âñå ïðèñóòñòâóþùèå îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Êàêîâ ïðîöåíò ðûöàðåé ñðåäè ó÷àñòíèêîâ êîíôå-
ðåíöèè?¿. Íà íåãî áûëè ïîëó÷åíû îòâåòû 6%, 12%, 18%, . . . , 96% (êàæäûé, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç). Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà êîíôåðåíöèè?

Îòâåò: 3
2. Íà êîíôåðåíöèè ñîáðàëèñü ïðåäñòàâèòåëè ðûöàðåé, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöîâ, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (è

òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Âñå ïðèñóòñòâóþùèå îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Êàêîâ ïðîöåíò ðûöàðåé ñðåäè ó÷àñòíèêîâ êîíôå-
ðåíöèè?¿. Íà íåãî áûëè ïîëó÷åíû îòâåòû 8%, 16%, 24%, . . . , 96% (êàæäûé, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç). Êàêîå íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà êîíôåðåíöèè?

Îòâåò: 2
3. Íà êîíôåðåíöèè ñîáðàëèñü ïðåäñòàâèòåëè ðûöàðåé, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöîâ, êîòîðûå âñåãäà ëãóò

(è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Âñå ïðèñóòñòâóþùèå îòâåòèëè íà âîïðîñ: ¾Êàêîâ ïðîöåíò ðûöàðåé ñðåäè ó÷àñòíèêîâ
êîíôåðåíöèè?¿. Íà íåãî áûëè ïîëó÷åíû îòâåòû 14%, 28%, 42%, . . . , 98% (êàæäûé, âîçìîæíî, íåñêîëüêî ðàç). Êàêîå
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîãëî áûòü íà êîíôåðåíöèè?

Îòâåò: 7

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè

èç íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 1326
2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè èç

íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 12648
3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè èç

íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 742

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 10 × 10 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå

íàïèñàëè êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?
Îòâåò: 180
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2. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 11 × 11 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå
íàïèñàëè êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?

Îòâåò: 220
3. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 9×9 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå íàïèñàëè

êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?
Îòâåò: 144

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2 è 4. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 6; 7; 9 || 6; 9; 7 || 7; 9; 6 || 7; 6; 9 || 9; 6; 7 || 9; 7; 6
2. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 2, 3 è 4. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 7; 8; 9 || 7; 9; 8 || 7; 9; 8 || 7; 8; 9 || 9; 7; 8 || 9; 7; 3
3. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 2, 3 è 6. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 8; 7; 1 || 8; 1; 7 || 7; 1; 8 || 7; 8; 1 || 1; 8; 7 || 1; 7; 8

3



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

8 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè,
ó êîòîðîãî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷èñëåííî ðàâíà îáú¼ìó?

Îòâåò: Äà, ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå: Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, êóá 6 × 6 × 6. È ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè, è îáú¼ì ÷èñëåííî
ðàâíû 216.

2. (3 áàëëà) Íà áîëüøåì îñíîâàíèè AD ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD îòìå÷åíà òî÷êà
X òàê, ÷òî AB = AX. Íà ëó÷å AB âûáðàíà òî÷êà E òàêàÿ, ÷òî DE ‖ BX. Äîêàæèòå, ÷òî
AD + CE > BE + ED.

Ðåøåíèå: AB = AX, DE ‖ BX, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ôàëåñà, AD = AE. Ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà CE + CD > DE, íî CD = AB, òàê êàê òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ. Èñõîäÿ èç
âñåãî âûøåïåðå÷èñëåííîãî, AD + CE = AE + CE = AB +BE + CE > BE + ED.

3. (3 áàëëà) Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâåí 20. Áèññåêòðèñà óãëà B ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå AD è CD â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå CL, åñëè èçâåñòíî, ÷òî DK = 4.

Îòâåò: 3 èëè 7

Ðåøåíèå: ∠ABK = ∠BLC, êàê íàêðåñò ëåæàùèå. Àíàëîãè÷íî ∠CBL = ∠BKA. Ïîñêîëüêó
òî÷êè B, K è L ëåæàò íà áèññåêòðèñå, âñå ýòè ÷åòûðå óãëà ðàâíû.

∠BKA = ∠DKL: â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç òî÷åê K è L ëåæèò íà ñòîðîíå ïàðàë-
ëåëîãðàììà, à êàêàÿ � ñíàðóæè, ýòî ëèáî îäèí è òîò æå óãîë, ëèáî äâà âåðòèêàëüíûõ óãëà.
Àíàëîãè÷íî ∠DLK = ∠BLC, îòêóäà òðåóãîëüíèê DLK ðàâíîáåäðåííûé, DK = DL = 4.

Òàêæå ðàâíîáåäðåííûìè îêàçûâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè BCL è BAK: L = BC è AB = AK.
Çíà÷èò, áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà îòëè÷àþòñÿ íà äëèíó DK = DL = 4.
Òàê êàê ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 20, ýòè ñòîðîíû 7 è 3.

L = BC, çíà÷èò, L = 7 èëè L = 3, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè BC áîëüøåé èëè
ìåíüøåé ñòîðîíîé ïàðàëëåëîãðàììà, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èç òî÷åê K è
L ëåæèò íà ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà, à êàêàÿ ñíàðóæè.

4. (3 áàëëà) Èç ìíîæåñòâà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôð 0, 1, 2,
3, 4, 5, âûïèñàëè íà áóìàãó íåñêîëüêî ÷èñåë òàêèì îáðàçîì, ÷òî íèêàêèå äâà ÷èñëà íå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ öèôð. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë ìîãëî áûòü íàïèñàíî?

Îòâåò: 40

Ðåøåíèå:

Íà òî, ìîæåò áûòü íàïèñàíî ÷èñëî èëè íåò, âëèÿþò òîëüêî ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç òîãî æå
íàáîðà öèôð.

Äîïóñòèì, íàïèñàíî êàêîå-òî ÷èñëî ÀÁÂ, ñîñòîÿùåå èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ÷èñëà ÁÀÂ è ÀÂÁ óæå íå ìîãóò áûòü íàïèñàíû. Ñðåäè ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç ýòèõ æå öèôð
îñòàëèñü ÁÂÀ, ÂÀÁ è ÂÁÀ. Ïåðâûå äâà ìîãóò áûòü çàïèñàíû âìåñòå, à òðåòüå íå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî âìåñòå íè ñ îäíèì èç îñòàëüíûõ. Çíà÷èò, ñðåäè øåñòè ÷èñåë ñîñòîÿùèõ èç öèôð À, Á
è Â ìîãóò áûòü çàïèñàíû ìàêñèìóì 3. Ñóùåñòâóåò 4 ñïîñîáà âûáðàòü öèôðû À, Á, Â ñðåäè 6,
7, 8 è 9. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ ìàêñèìóì 12 ÷èñåë.

Ñðåäè ÷èñåë AAÁ, AÁÀ, ÁÀÀ ìîãóò áûòü çàïèñàíû ìàêñèìóì 2: ÀÀÁ è ÁÀÀ. Öèôðà À
âûáèðàåòñÿ 4 ñïîñîáàìè, öèôðà Á òðåìÿ, çíà÷èò, ïîëó÷àåòñÿ 24 ÷èñëà.

È, íàêîíåö, âñå 4 ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç òð¼õ îäèíàêîâûõ öèôð êàæäîå, ìîãóò áûòü âûïèñàíû.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 40 ÷èñåë.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå a+ b+ÍÎÄ(a, b) +ÍÎÊ(a, b) = 143.

Îòâåò: Ðåøåíèé íåò

Ðåøåíèå:



Îáîçíà÷èì d = ÍÎÄ(a, b). Òîãäà äëÿ êàêèõ-òî k è l âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a = kd, b =
ld, ÍÎÊ(a, b) = kld. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä kd + ld + d + kld = 143 èëè
(k + 1)(l + 1)d = 11 · 13. Ïîñêîëüêó k + 1 è l + 1 áîëüøå 1, êàêîå-òî èç íèõ ðàâíî 11, à êàêîå-òî
ðàâíî 13. Ñëåäîâàòåëüíî d = 1, a = k, b = l, òî åñòü âñåãî äâà âîçìîæíûõ îòâåòà: a = 10, b = 12
èëè íàîáîðîò.

Îäíàêî, ýòè ÷èñëà íå âçàèìíî ïðîñòûå (d 6= 1), ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå îíè íå ïîäõîäÿò.

6. (3 áàëëà) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 3 × 3 ñòîÿò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è
ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ ñîñåäåé ðîâíî òðè ëæåöà¿.
Ñêîëüêî ëæåöîâ íà äîñêå?

Ñîñåäÿìè ñ÷èòàþòñÿ ëþäè, íàõîäÿùèåñÿ íà êëåòêàõ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå: Íà óãëîâûõ êëåòêàõ, î÷åâèäíî, ñòîÿò ëæåöû: ó íèõ ïðîñòî íåò òð¼õ ñîñåäåé.
Åñëè â öåíòðå ñòîèò ðûöàðü, òîãäà âñå ëþäè íà áîêîâûõ êëåòêàõ òàêæå îêàçûâàþòñÿ ëæå-

öàìè. Íî â ýòîì ñëó÷àå ó ðûöàðÿ 4 ñîñåäà ëæåöà, à íå òðè. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå â öåíòðå ëæåö, òî ó ëþäåé íà áîêîâûõ êëåòêàõ îêàçûâàþòñÿ ïî òðè ñîñåäà ëæåöà,

òî åñü îíè ðûöàðè. Òåïåðü ïðîâåðÿåì, ÷òî ÷åëîâåê â öåíòðå äåéñòâèòåëüíî ëæåö: ó íåãî íåò
òð¼õ ñîñåäåé ëæåöîâ.

7. (4 áàëëà) Ïî êðóãó ñòîÿò 23 áëþäå÷êà, íà íèõ ðàçëîæåíû 46 ïèðîæêîâ. Çà îäèí õîä
ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 2 ïèðîæêà, ëåæàùèå íà îäíîì áëþäå÷êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 2 ñîñåäíèõ
áëþäå÷êà. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè ïèðîæêîâ ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ áëþäå÷êàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ïèðîæêîâ?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì áëþäå÷êè ïî ïîðÿäêó ÷èñëàìè îò 0 äî 22. Äëÿ êàæäîãî ïèðîæêà
âîçüì¼ì íîìåð áëþäå÷êà, íà êîòîðîì îí íàõîäèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ýòèõ 46 ÷èñåë íå áóäåò
ìåíÿòü ñâîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 23: îäèí èç ïèðîæêîâ âñåãäà ïåðåäâèãàåòñÿ íà òàðåëî÷êó
ñ íîìåðîì, áîëüøèì íà 1 èëè ñ íîìåðîì, ìåíüøèì íà 22, à âòîðîé � íàîáîðîò, ñ íîìåðîì,
ìåíüøèì íà 1 èëè ñ íîìåðîì, áîëüøèì íà 22.

Â êîíå÷íîé ïîçèöèè ñóììà ýòèõ ÷èñåë äà¼ò ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê, à â íà÷àëüíîé ïîçèöèè
ýòîò îñòàòîê ìîæåò áûòü ñäåëàí êàêèì óãîäíî: íàïðèìåð, ìû ìîæåì ïîëîæèòü âñå ïèðîæêè,
êðîìå îäíîãî, íà áëþäå÷êî ñ íîìåðîì 0, à ïîñëåäíèé ïîëîæèòü íà áëþäå÷êî ñ êàêèì óãîäíî
íîìåðîì.

Çíà÷èò, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñóììà ýòèõ ïÿòèäåñÿòè ÷èñåë äà-
âàëà íå òîò îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 23, êîòîðûé òðåáóåòñÿ â êîíå÷íîé ïîçèöèè. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé íåâîçìîæíî äîñòèãíóòü òðåáóåìîé êîíå÷íîé.

8. (4 áàëëà) Äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëî ÀÁÂÃ, ñîñòîÿùåãî èç ðàçëè÷íûõ
öèôð, ðàçáèëè íà òðè ÷àñòè òðåìÿ ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ñîñòàâèëè òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ
Àx2 + Áx + ÂÃ = 0, Àx2 + ÁÂx + Ã = 0 è ÀÁx2 + Âx + Ã = 0. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè èìåþò
êîðíè. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÀÁÂÃ.

ÀÁ, ÁÂ è ÂÃ çäåñü íå ïðîèçâåäåíèÿ öèôð, à äâóçíà÷íûå ÷èñëà. Íå òîëüêî â çàïèñè ÷èñëà
ÀÁÂÃ, íî è â çàïèñÿõ ýòèõ äâóõçíà÷íûõ ÷èñåë ïåðâûå öèôðû íå ìîãóò áûòü ðàâíû 0.

Îòâåò: 1920 èëè 2910.

Ðåøåíèå: Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Ã = 0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî Á2 > 4 ·À ·ÂÃ.
Ïîñêîëüêó Á2 6 81, ïîëó÷àåì, ÷òî ÂÃ 6 20, òî åñòü Ã = 0 èëè Â = 1 (òàê êàê íóëþ íèêàêàÿ
öèôðà, êðîìå Ã, íå ìîæåò áûòü ðàâíà).

Åñëè Â = 1, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 1 = Â2 > 4 ·ÀÁ ·Ã, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî êîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, òî åñòü êîãäà Ã = 0. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå êîðíåé ó âòîðîãî
è òðåòüåãî óðàâíåíèé.

Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ. ÂÃ = 10 · Â, îòêóäà 81 > Á2 > 40 · À · Â. Ïîñêîëüêó À è Â
ýòî ðàçëè÷íûå öèôðû, îäíà èç íèõ ðàâíà 1, à âòîðàÿ � 2. Òàêæå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Á2 > 80,
îòêóäà Á = 9.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

8 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Ñóùåñòâóåò ëè ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè,
ó êîòîðîãî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ÷èñëåííî ðàâíà ñóììå äëèí âñåõ äâåíàäöàòè ð¼áåð?

Îòâåò: Äà, ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå: Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, êóá 2×2×2. È ïëîùàäü, è ñóììà äëèí ð¼áåð ñîñòàâëÿþò 24.

2. (3 áàëëà) Íà áîëüøåì îñíîâàíèè AD ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD îòìå÷åíà òî÷êà
K òàê, ÷òî DK = CD. Íà ëó÷å DC âûáðàíà òî÷êà L òàêàÿ, ÷òî AL ‖ CK. Äîêàæèòå, ÷òî
AL+ CL 6 AD +BL.

Ðåøåíèå: DK = CD, AL ‖ CK, çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ôàëåñà, AD = DL. Ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà AB+BL > AL, íî CD = AB, òàê êàê òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ. Èñõîäÿ èç âñåãî
âûøåïåðå÷èñëåííîãî, AD +BL = DL+BL = CD + CL+BL = AB +BL+ CL > AL+ CL.

3. (3 áàëëà) Ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ABCD ðàâåí 32. Áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò
ïðÿìûå AD è AB â òî÷êàõ E è F ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå, ÷åì ðàâíî BF , åñëè èçâåñòíî, ÷òî
AE = 2.

Îòâåò: 7 èëè 9

Ðåøåíèå: ∠BCE = ∠CED, êàê íàêðåñò ëåæàùèå. Àíàëîãè÷íî ∠BFC = ∠FCD. Ïîñêîëüêó
òî÷êè C, E è F ëåæàò íà áèññåêòðèñå, âñå ýòè ÷åòûðå óãëà ðàâíû.

∠BFC = ∠AFE: â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç òî÷åê E è F ëåæèò íà ñòîðîíå ïàðàë-
ëåëîãðàììà, à êàêàÿ � ñíàðóæè, ýòî ëèáî îäèí è òîò æå óãîë, ëèáî äâà âåðòèêàëüíûõ óãëà.
Àíàëîãè÷íî ∠CED = ∠AEF , îòêóäà òðåóãîëüíèê AFE ðàâíîáåäðåííûé, AE = AF = 2.

Òàêæå ðàâíîáåäðåííûìè îêàçûâàþòñÿ òðåóãîëüíèêè FBC è CED: BF = BC è CD = ED.
Çíà÷èò, áîëüøàÿ è ìåíüøàÿ ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà îòëè÷àþòñÿ íà äëèíó AE = AF = 2.
Òàê êàê ïåðèìåòð ïàðàëëåëîãðàììà ðàâåí 32, ýòè ñòîðîíû 7 è 9.

BF = BC, çíà÷èò, BF = 7 èëè BF = 9, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè BC áîëüøåé
èëè ìåíüøåé ñòîðîíîé ïàðàëëåëîãðàììà, à ýòî â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò òîãî, êàêàÿ èç òî÷åê
E è F ëåæèò íà ñòîðîíå ïàðàëëåëîãðàììà, à êàêàÿ ñíàðóæè.

4. (3 áàëëà) Èç ìíîæåñòâà òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, íå ñîäåðæàùèõ â ñâîåé çàïèñè öèôð 0, 6,
7, 8, 9, âûïèñàëè íà áóìàãó íåñêîëüêî ÷èñåë òàêèì îáðàçîì, ÷òî íèêàêèå äâà ÷èñëà íå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ öèôð. Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë ìîãëî áûòü íàïèñàíî?

Îòâåò: 75

Ðåøåíèå:

Íà òî, ìîæåò áûòü íàïèñàíî ÷èñëî èëè íåò, âëèÿþò òîëüêî ÷èñëà, ñîñòîÿùèå èç òîãî æå
íàáîðà öèôð.

Äîïóñòèì, íàïèñàíî êàêîå-òî ÷èñëî ÀÁÂ, ñîñòîÿùåå èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ÷èñëà ÁÀÂ è ÀÂÁ óæå íå ìîãóò áûòü íàïèñàíû. Ñðåäè ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç ýòèõ æå öèôð
îñòàëèñü ÁÂÀ, ÂÀÁ è ÂÁÀ. Ïåðâûå äâà ìîãóò áûòü çàïèñàíû âìåñòå, à òðåòüå íå ìîæåò áûòü
çàïèñàíî âìåñòå íè ñ îäíèì èç îñòàëüíûõ. Çíà÷èò, ñðåäè øåñòè ÷èñåë ñîñòîÿùèõ èç öèôð À, Á
è Â ìîãóò áûòü çàïèñàíû ìàêñèìóì 3. Ñóùåñòâóåò 10 ñïîñîáîâ âûáðàòü öèôðû À, Á, Â ñðåäè
1, 2, 3, 4 è 5. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ ìàêñèìóì 30 ÷èñåë.

Ñðåäè ÷èñåë AAÁ, AÁÀ, ÁÀÀ ìîãóò áûòü çàïèñàíû ìàêñèìóì 2: ÀÀÁ è ÁÀÀ. Öèôðà À
âûáèðàåòñÿ ïÿòüþ ñïîñîáàìè, öèôðà Á ÷åòûðüìÿ, çíà÷èò, ïîëó÷àåòñÿ 40 ÷èñåë.

È, íàêîíåö, âñå 5 ÷èñåë, ñîñòîÿùèå èç òð¼õ îäèíàêîâûõ öèôð êàæäîå, ìîãóò áûòü âûïèñàíû.
Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 75 ÷èñåë.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå a+ b+ÍÎÄ(a, b) +ÍÎÊ(a, b) = 187.

Îòâåò: a = 10, b = 16 èëè íàîáîðîò.

Ðåøåíèå:



Îáîçíà÷èì d = ÍÎÄ(a, b). Òîãäà äëÿ êàêèõ-òî k è l âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà a = kd, b =
ld, ÍÎÊ(a, b) = kld. Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä kd + ld + d + kld = 187 èëè
(k + 1)(l + 1)d = 11 · 17. Ïîñêîëüêó k + 1 è l + 1 áîëüøå 1, êàêîå-òî èç íèõ ðàâíî 11, à êàêîå-òî
ðàâíî 17. Ñëåäîâàòåëüíî d = 1, a = k, b = l, òî åñòü âñåãî äâà âîçìîæíûõ îòâåòà: a = 10, b = 16
èëè íàîáîðîò.

Îäíàêî, ýòè ÷èñëà íå âçàèìíî ïðîñòûå (d 6= 1), ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå îíè íå ïîäõîäÿò.

6. (3 áàëëà) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 2 × 4 ñòîÿò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è
ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ ñîñåäåé ðîâíî òðè ëæåöà¿.
Ñêîëüêî ëæåöîâ íà äîñêå?

Ñîñåäÿìè ñ÷èòàþòñÿ ëþäè, íàõîäÿùèåñÿ íà êëåòêàõ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå: Íà óãëîâûõ êëåòêàõ, î÷åâèäíî, ñòîÿò ëæåöû: ó íèõ ïðîñòî íåò òð¼õ ñîñåäåé.
Ñèòóàöèÿ, êîãäà âñå ëþäè íà äîñêå � ëæåöû íåâîçìîæíà, òàê êàê ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ÷åòâåðî

èç ýòèõ ëæåöîâ ãîâîðÿò ïðàâäó.
Çíà÷èò, åñòü õîòÿ áû îäèí ðûöàðü. Òîãäà âñå åãî ñîñåäè ëæåöû, è ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ñèòóàöèÿ ( òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè):
Ë Ð Ë Ë
Ë Ë ? Ë
Íà êëåòêå, ïîìå÷åííîé âîïðîñèêîì, ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ðûöàðü, ïîñêîëüêó âñå åãî ñîñåäè

ëæåöû. Íå çàáóäåì ïðîâåðèòü, ÷òî ó åãî ëåâîãî è âåðõíåãî ñîñåäà ïðè ýòî òîëüêî äâà ñîñåäà
ëæåöà, òî åñòü îíè äåéñòâèòåëüíî ãîâîðÿò íåïðàâäó.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ 6 ëæåöîâ.

7. (4 áàëëà) Ïî êðóãó ñòîÿò 25 òàðåëî÷åê, íà íèõ ðàçëîæåíû 50 áóëî÷åê. Çà îäèí õîä
ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 2 áóëî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé òàðåëî÷êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 2 ñîñåäíèõ
òàðåëî÷êè. Ïðè ëþáîì ëè íà÷àëüíîì ðàñïîëîæåíèè áóëî÷åê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ òàðåëî÷êàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó áóëî÷åê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîì.

Ðåøåíèå: Çàíóìåðóåì òàðåëî÷êè ïî ïîðÿäêó ÷èñëàìè îò 0 äî 24. Äëÿ êàæäîé áóëî÷êè âîçü-
ì¼ì íîìåð òàðåëî÷êè, íà êîòîðîé îíà íàõîäèòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà ýòèõ ïÿòèäåñÿòè ÷èñåë íå
áóäåò ìåíÿòü ñâîé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 25: îäíà èç áóëî÷åê âñåãäà ïåðåäâèãàåòñÿ íà òàðåëî÷-
êó ñ íîìåðîì, áîëüøèì íà 1 èëè ñ íîìåðîì, ìåíüøèì íà 24, à âòîðàÿ � íàîáîðîò, ñ íîìåðîì,
ìåíüøèì íà 1 èëè ñ íîìåðîì, áîëüøèì íà 24.

Â êîíå÷íîé ïîçèöèè ñóììà ýòèõ ÷èñåë äà¼ò ôèêñèðîâàííûé îñòàòîê, à â íà÷àëüíîé ïîçèöèè
ýòîò îñòàòîê ìîæåò áûòü ñäåëàí êàêèì óãîäíî: íàïðèìåð, ìû ìîæåì ïîëîæèòü âñå áóëî÷êè,
êðîìå îäíîé, íà òàðåëî÷êó ñ íîìåðîì 0, à ïîñëåäíþþ ïîëîæèòü íà òàðåëî÷êó ñ êàêèì óãîäíî
íîìåðîì.

Çíà÷èò, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû â íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñóììà ýòèõ ïÿòèäåñÿòè ÷èñåë äà-
âàëà íå òîò îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 25, êîòîðûé òðåáóåòñÿ â êîíå÷íîé ïîçèöèè. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïîëó÷àåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ, èç êîòîðîé íåâîçìîæíî äîñòèãíóòü òðåáóåìîé êîíå÷íîé.

8. (4 áàëëà) Äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷åòûð¼õçíà÷íîãî ÷èñëî ÀÁÂÃ, íå ñîäåðæàùåãî äåâÿòîê,
ðàçáèëè íà òðè ÷àñòè òðåìÿ ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ñîñòàâèëè òðè êâàäðàòíûõ óðàâíåíèÿ Àx2+
Áx + ÂÃ = 0, Àx2 + ÁÂx + Ã = 0 è ÀÁx2 + Âx + Ã = 0. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå îíè èìåþò êîðíè.
Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÀÁÂÃ.

ÀÁ, ÁÂ è ÂÃ çäåñü íå ïðîèçâåäåíèÿ öèôð, à äâóçíà÷íûå ÷èñëà. Íå òîëüêî â çàïèñè ÷èñëà
ÀÁÂÃ, íî è â çàïèñÿõ ýòèõ äâóõçíà÷íûõ ÷èñåë ïåðâûå öèôðû íå ìîãóò áûòü ðàâíû 0.

Îòâåò: 1710 èëè 1810.

Ðåøåíèå: Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî Á2 > 4·À·ÂÃ. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ Á2 6 64,
ïîëó÷àåì, ÷òî ÂÃ 6 16, òî åñòü Â = 1 (òàê êàê íóëþ íèêàêàÿ öèôðà, êðîìå Ã, íå ìîæåò áûòü
ðàâíà).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì 1 = Â2 > 4 ·ÀÁ ·Ã, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî
êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0, òî åñòü êîãäà Ã = 0. Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå êîðíåé ó
âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé.



Âåðí¼ìñÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ: 64 > Á2 > 40 · À. Îòñþäà À = 1, à Á ýòî 7 èëè 8.



8 класс, I отборочный тур. 
 
Задача 1. (1 балл) 
 
1. У Наташи есть пять отрезков различной длины. Четыре из них имеют длины 5, 6, 8 и 9. Из 
любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может принимать 
длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 7; 10 || 7, 10 || 10; 7 || 10, 7 
 
2. У Антона есть четыре отрезка различной длины. Три из них имеют длины 4, 5 и 7. Из 
любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может принимать 
длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 6; 8 || 6, 8 || 8; 6 || 8, 6 
 
3. У Алисы есть шесть отрезков различной длины. Пять из них имеют длины 6, 7, 8, 9 и 11. 
Из любых трёх можно составить треугольник. Какие целочисленные значения может 
принимать длина пятого отрезка?  Если возможных ответов несколько, запишите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12; 10 || 12, 10 || 10; 12 || 10, 12 
 
Примеры записи ответов: 
5 
5; 9 
 
Задача 2. (2 балла) 
 
1. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
10 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 12 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 22 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 22, 32 || 32, 22 || 22; 32 || 32; 22 
 
2. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
10 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 15 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 25 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 25, 35 || 35, 25 || 25; 35 || 35; 25 
 
3. В комнате находятся рыцари, которые всегда говорят правду, и лжецы, которые всегда лгут.  
15 из них сказали: «В этой комнате рыцарей больше, чем лжецов». 12 сказали «В этой 
комнате лжецов больше, чем рыцарей». Оставшиеся 27 сказали: «В этой комнате лжецов и 
рыцарей поровну». Сколько лжецов могло быть в комнате?  Если возможных ответов 
несколько, запишите их в любом порядке через точку с запятой. 



 
Ответ: 27, 42 || 42, 27 || 27; 42 || 42; 27 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 60 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. В параллелограмме ABCD точка K лежит на стороне AD, а точка L — на стороне BC. 
Оказалось, что BK — биссектриса угла B, а  DL — биссектриса угла D. При этом 
четырёхугольник BLDK — ромб. AK = 5, BK = 6. Найдите периметр параллелограмма 
ABCD. 
 
Ответ: 32 
 
2. В параллелограмме ABCD точка K лежит на стороне AB, а точка L — на стороне CD. 
Оказалось, что CK — биссектриса угла C, а  AL — биссектриса угла A. При этом 
четырёхугольник ALCK — ромб. BK = 4, CK = 5. Найдите периметр параллелограмма ABCD. 
 
Ответ: 26 
 
3. В параллелограмме ABCD точка M лежит на стороне BC, а точка N — на стороне AD. 
Оказалось, что DM — биссектриса угла D, а  BN — биссектриса угла B. При этом 
четырёхугольник BMDN — ромб. CM = 7, DM = 9. Найдите периметр параллелограмма 
ABCD. 
 
Ответ: 46 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 4. (2 балла) 
 
1. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 2V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 15% и 21% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 
большую кружку, добавив туда еще 4 ложки молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 25%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 
 
Ответ: 0,06 || 0.06 || 6% || 6/100 || 3/50 
 
2. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 2V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 16% и 14% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 
большую кружку, добавив туда еще 5 ложек молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 20%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 
 
Ответ: 0,04 || 0.04 || 4% || 1/25 || 4/100 
 
3. У Ани было две чашки чая с молоком, объемом V и 5V, процентное содержание молока в 
которых равно соответственно 5% и 2% объёма. Аня перелила обе эти чашки в одну 
большую кружку, добавив туда еще 10 ложек молока, в итоге получился раствор с 
содержанием молока 10%. Какую часть объём ложки составляет от объёма V? 



 
Ответ: 0,05 || 0.05 || 5% || 1/20 || 5/100 
 
Примеры записи ответов: 
0,01 
1% 
1/100 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 

 
 
Ответ: 10 
 
2. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 

 
 
Ответ: 6 
 
3. Сколькими способами можно разбить данную фигуру на фигурки из четырёх клеток в виде 
буквы Г (фигурки можно поворачивать и переворачивать). 
 

 
 
Ответ: 4 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 6. (3 балла) 
 



1. Дан квадрат ABCD со стороной 3. Вершины A, B и C являются серединами отрезков KD, 
LD и BM соответственно. Найдите площадь треугольника KLM. 
 
Ответ: 27 
 
2. Дан квадрат ABCD со стороной 4. Вершины B, C и D являются серединами отрезков KA, 
LA и CM соответственно. Найдите площадь треугольника KLM. 
 
Ответ: 48 
 
3. Дан квадрат ABCD со стороной 5. Вершины D, A и B являются серединами отрезков KC, 
LC и AM соответственно. Найдите площадь треугольника KLM. 
 
Ответ: 75 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 7. (3 балла) 
 
1. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — натуральные 
числа от 1 до 9. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите точку с наибольшей 
суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
Ответ: (8; 73) || (8, 73) || 8; 73 || 8, 73 
 
2. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — натуральные 
числа от 1 до 8. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите точку с наибольшей 
суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
 
Ответ: (7; 57) || (7, 57) || 7; 57 || 7, 57 
 
3. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — натуральные 
числа от 1 до 7. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите точку с наибольшей 
суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
Ответ: (6; 43) || (6, 43) || 6; 43 || 6, 43 
 
Примеры записи ответов: 
(-4; 5) 
 
Задача 8. (4 балла). 
 
1. На доске были написаны числа от 1 до 8. За ход разрешается стереть любые два 
числа x и y и записать вместо них число 2x + 2y . После нескольких ходов на доске 
осталось одно число. Какое самое большое число могло получиться? 
 
Ответ: 2562 
 
2. На доске были написаны числа от 1 до 7. За ход разрешается стереть любые два 
числа x и y и записать вместо них число 2x + 2y . После нескольких ходов на доске 
осталось одно число. Какое самое большое число могло получиться? 
 



Ответ: 1090 
 
3. На доске были написаны числа от 1 до 6. За ход разрешается стереть любые два 
числа x и y и записать вместо них число 3x + 3y . После нескольких ходов на доске 
осталось одно число. Какое самое большое число могло получиться? 
 
Ответ: 3099 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 9. (4 балла) 
 
1. Дан правильный 10-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 диагонали, 
так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 10-угольника)? 
 
Ответ: 210 
 
2. Дан правильный 9-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 диагонали, 
так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 9-угольника)? 
 
Ответ: 84 
 
3. Дан правильный 11-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 диагонали, 
так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 11-угольника)? 
 
Ответ: 462 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 10. (4 баллов) 
 
1. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+11 этажей» и «-7 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 
Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 25 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 108 
 
2. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+11 этажей» и «-5 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 
Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 27 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 106 
 
3. Мальчик Женя живёт в доме, где всего 100 этажей. Между соседними этажами лифт едет 1 
секунду. К сожалению, в лифте работают только две кнопки «+13 этажей» и «-7 этажей». 
Кнопки нажимаются мгновенно. 



Какое наименьшее количество секунд займёт у Жени дорога домой с 1 этажа на 24 этаж? 
(Лифт может поехать только на существующий этаж) 
 
Ответ: 107 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
 



II îòáîðî÷íûé òóð.
8 êëàññ.

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 6, ëèáî 7 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 2, ëèáî 3 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 12 ìóõ?

Îòâåò: 8
2. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (êîãî-òî èç íèõ ìîæåò íå áûòü).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 5, ëèáî 6 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 2, ëèáî 3 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 11 ìóõ?

Îòâåò: 9
3. Ó Àíè â êîìíàòå æèâóò ëÿãóøêè è ïàóêè, êîòîðûõ íàäî êîðìèòü ñóøåíûìè ìóõàìè (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò).

Êàæäàÿ ëÿãóøêà ñúåäàåò ëèáî 5, ëèáî 6 ìóõ çà äåíü, à êàæäûé ïàóê � ëèáî 3, ëèáî 4 ìóõ çà äåíü. Àíÿ çíàåò, ÷òî åñëè
âñêðîåò 4 êîðîáêè ñ ìóõàìè, òî èõ òî÷íî íå õâàòèò, ÷òîáû âñå ïîåëè, à åñëè 5 êîðîáîê, òî èõ òî÷íî õâàòèò. Ñêîëüêî ó Àíè
æèâåò ëÿãóøåê, åñëè â êàæäîé êîðîáêå 13 ìóõ?

Îòâåò: 8

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ó Âàñè åñòü ïî 10 ïàëî÷åê äëèíû 1, 2 è 3 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ

ìîæåò ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 2160
2. Ó Âàñè åñòü ïî 11 ïàëî÷åê äëèíû 2, 3 è 4 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ

ìîæåò ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 3520
3. Ó Âàñè åñòü ïî 9 ïàëî÷åê äëèíû 2, 3 è 5 (âñå ïàëî÷êè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Âàñÿ ìîæåò

ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
Îòâåò: 1872

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
1. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. BO = 8, AB = 5. Íàéäèòå AC.
Îòâåò: 13
2. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. DO = 9, AD = 7. Íàéäèòå AC.
Îòâåò: 16
3. Äèàãîíàëè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (íå ÿâëÿþùåéñÿ ñåðåäèíîé íè îäíîé èç äèàãîíàëåé)

è äåëÿò ýòîò ÷åòûð¼õóãîëüíèê íà ÷åòûðå ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà. CO = 9, CD = 5. Íàéäèòå BD.
Îòâåò: 14

Çàäà÷à 4. (2 áàëëà)
1. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 737. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 11
2. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 637. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 13
3. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 539. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 11

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±10) è (±20, 0)?
Îòâåò: 421
2. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±20) è (±15, 0)?
Îòâåò: 611
3. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±15) è (±10, 0)?
Îòâåò: 311

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 10. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 3, OE = 8, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 6
2. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 20. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 4, OE = 9, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 3
3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 30. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 8, OE = 21, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 12
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Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 10. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 550
2. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 11. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 726
3. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 9. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 405

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè

èç íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 1326
2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè èç

íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 12648
3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî áåç íóëåé, ñîñòîÿùåå èç ðàçëè÷íûõ öèôð, òàêîå, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè èç

íåãî ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà ýòó öèôðó.
Îòâåò: 742

Çàäà÷à 9. (3 áàëëà)
1. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 10 × 10 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå

íàïèñàëè êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?
Îòâåò: 180
2. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 11 × 11 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå

íàïèñàëè êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?
Îòâåò: 220
3. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 9×9 çàêðàñèëè íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Çàòåì â êàæäîé íåçàêðàøåííîé êëåòêå íàïèñàëè

êîëè÷åñòâî ñîñåäíèõ ñ íåé çàêðàøåííûõ. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà âñåõ ÷èñåë?
Îòâåò: 144

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2 è 4. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 6; 7; 9 || 6; 9; 7 || 7; 9; 6 || 7; 6; 9 || 9; 6; 7 || 9; 7; 6
2. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 2, 3 è 4. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 7; 8; 9 || 7; 9; 8 || 7; 9; 8 || 7; 8; 9 || 9; 7; 8 || 9; 7; 3
3. Èçíà÷àëüíî íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 2, 3 è 6. Êàæäóþ ìèíóòó Àíòîí ñòèðàåò íàïèñàííûå íà äîñêå ÷èñëà è ïèøåò

âìåñòî íèõ èõ ïîïàðíûå ñóììû. ×åðåç ÷àñ íà äîñêå îêàçàëèñü íàïèñàíû òðè îãðîìíûõ ÷èñëà. Êàêîâû èõ ïîñëåäíèå
öèôðû? Ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòîâ:
1; 2; 3
Îòâåò: 8; 7; 1 || 8; 1; 7 || 7; 1; 8 || 7; 8; 1 || 1; 8; 7 || 1; 7; 8
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

11 ìàðòà 2018 ã.

9 êëàññ

1 âàðèàíò

Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) Ñðåäè øåñòè ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîýôôèöèåíòîâ, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ìîæåò íå èìåòü êîðíåé?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòèì, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû 1000, 1001, 1002. Êâàäðàò

ëþáîãî èç íèõ, î÷åâèäíî, ìåíüøå ó÷å÷òâåð¼ííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

äðóãèõ, ïîýòîìó âñå äèñêðèìèíàíòû áóäóò îòðèöàòåëüíû.

2. (3 áàëëà) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 10 × 10 ðàñïîëîæåíû 400 ôè-

øåê. Ñîñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ

ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðè-

çîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåò-

êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4 ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé

ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ êëåòêàõ îêà-

çàëîñü ïîðîâíó ôèøåê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå: Ðàñêðàñèì äîñêó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êîëè÷åñòâî ôè-

øåê íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ èçìåíÿåòñÿ êàæäûé ðàç íà 4, òî åñòü, â ÷àñò-

íîñòè, íå ìåíÿåò ñâîþ ÷¼òíîñòü. Â êîíöå êîëè÷åñòâî ôèøåê íà ÷¼ð-

íûõ êëåòêàõ äîëæíî áûòü ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè â íà÷àëå èõ êîëè÷åñòâî

íå÷¼òíî, òî íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ.

Òàêæå äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäõîäÿò áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå ðåøåíèÿì çàäà÷è íîìåð 5 äåñÿòîãî êëàññà.

3. (3 áàëëà) Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ñî ñòî-

ðîíîé 10 âïèñàíû â îäíó è òó æå îêðóæíîñòü òàê, ÷òî òî÷êà A1 ëåæèò

íà äóãåBC, à òî÷êàB1 ëåæèò íà äóãå AC. Íàéäèòå AA
2
1+BC2

1+CB2
1 .

Îòâåò: 200

Ðåøåíèå:



Çàìåòèì, ÷òî äóãè AB1, BA1 è CC1 ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ ãðàäóñ-

íóþ ìåðó çà 2α. Òîãäà äëèíû äóã AC1 = BB1 = CA1 = 120◦ − 2α.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ACA1 ïîëó÷àåì
AA1

sinACA1
=

AC

AA1C
, îòêóäà AA1 =

12 sin(60◦ + α)

sin 60◦
.

Àíàëîãè÷íî BB1 =
10 sin(60◦ − α)

sin 60◦
è CC1 =

12 sinα

sin 60◦
.

AA2
1+BB2

1+CC2
1 =

102

sin2 60◦
(
sin2(60◦ + α) + sin2(60◦ − α) + sin2 α)

)
=

=
200

3
·

(√
3

2
cosα +

1

2
sinα

)2

+

(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)2

+ sin2 α

 =

=
200

3
(3 cos2 α + 3 sin2 α) = 200.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïëî-

ùàäü íå ïðåâîñõîäèò êâàäðàòà ïåðèìåòðà, ðàçäåë¼ííîãî íà 23.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èìåþò äëèíû x è y. Òîãäà ïåðèìåòð

P = x + y +
√
x2 + y2. Ïî íåðàâåíñòâàì î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì x + y +√

x2 + y2 ⩾ 2
√
xy+

√
2
√
xy. Òàê êàê ïëîùàäü S = xy

2 , ìû ïëîëó÷àåì

P ⩾ (2 +
√
2)xy, îòêóäà P 2 ⩾ (6 + 4

√
2)xy = (12 + 8

√
2)S > 23S.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 + 3y2 = 2z â íàòóðàëüíûõ ÷èñ-

ëàõ.

Îòâåò: x = y = 2n, z = 2n + 2, ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî 2z ïðè íàòóðàëüíû âñåãäà ÷¼òíî, ïîýòîìó x è y îäíîé

÷¼òíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îáà ýòè ÷èñëà íå÷¼òíû. Â òàêîì

ñëó÷àå ñóììà èõ êâàäðàòîâ äà¼ò îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè íà 8. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî 2z = 4, òî åñòü x = y = 1, z = 2.

Åñëè æå x è y ÷¼òíû, òî x2 è y2 äåëÿòñÿ íà 4. Ñîêðàòèì êàæäîå

ñëàãàåìîå íà 4, ïîëó÷èì óðàâíåíèåì â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
(x
2

)2
+(y

2

)2
= 2z−2.

Ñîêðàùàÿ íà 4 ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèì ê ïåðâîé ñèòóàöèè,



êîãäà x è y íå÷¼òíû. Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x = y = 2n,

z = 2n + 2.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 3, 4 è 5, ïîïàðíî êà-

ñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êàõ A, B è C. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé

îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC äî åãî ñòîðîí.

Îòâåò:
5√
14

+
5√
21

+
5√
30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð �

òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2,

ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O3, ðàäèóñ ðà-

âåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæ-

íîñòåé èç òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå

O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Öåíòð îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îáîçíà÷èì çà O.

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ðàâíû 7, 8 è 9. Òî÷êè A, B è C

äåëÿò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 òàê æå, êàê äîëæíû äåëèòü

òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, çíà÷èò, ýòî îíè è åñòü. Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî âïèñàí-

íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàO1O2O3. Ïîñ÷èòàåì å¼ ðàäèóñ, ïîäåëèâ

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà O1O2O3, âû÷èñëåííóþ ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, íà

å¼ ïîëóïåðèìåòð: r =

√
12 · 3 · 4 · 5

12
=
√
5.

Òðåóãîëüíèêè O1BC è OBC ðàâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì BC,

òî÷êè O è O1 ëåæàò íå ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC. Òîãäà ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì OO1 =
√
BO2 +BO2

1 =
√
5 + 32 =

√
14.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó BC çà M1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

OBO1 ýòà òî÷êà � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà,

îòêóäà O1M1 =
BO2

1

OO1
=

9√
14
, ñîîòâåòñòâåííî, OM1 = OO1 −O1M1 =

=
√
14− 9√

14
=

5√
14
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì OO2 =
√
5 + 42 =

√
21, à OM2 =

5√
21
; OO3 =

√
5 + 52 =

√
30, à OM2 =

5√
30
.

7. (4 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè äàí íàáîð òî÷åê, èçâåñòíî ÷òî ëþáûå



òðè ìîæíî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü â êâàäðàò ñ âåðøè-

íàìè (0, 2), (2, 0), (0,−2) è (−2, 0). Òîãäà ìîæíî îäíèì ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü òóäà ñðàçó âñå.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñè àáñöèññ è îðäèíàò áó-

äóò ïîä óãëîì 45◦ ê òåêóùèì, à íà÷àëî êîîðäèíàò áóäåò â òîé æå

òî÷êå. Âåðøèíû êâàäðàòà â ýòîé ñèñòåìå áóäóò èìåòü êîîðäèíàòû

(±
√
2;±

√
2).

Ðàññìîòðèì ñàìóþ ëåâóþ òî÷êó (ò.å. òî÷êó ñ ñàìîé ìàëåíüêîé àáñ-

öèññîé) è ñàìóþ ïðàâóþ. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íèõ âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íå áîëüøå 2
√
2, èíà÷å äâå êðàéíèå

òî÷êè íåëüçÿ ïåðåìåñòèòü â óêàçàííûé êâàäðàò. Çàòåì ïðîâåä¼ì ãî-

ðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ÷åðåç ñàìóþ âåðõíþþ è ñàìóþ íèæíþþ òî÷êè.

Àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå2
√
2.

Ýòè ÷åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò êâàäðàò ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëü-

íûìè (íîâûì) îñÿì êîîðäèíàò, ðàçìåðû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ êâàäðàòà èç óñëîâèÿ. Çíà÷èò, ýòîò êâàäðàò.

âìåñòå ñî âñåìè ëåæàùèìè â í¼ì òî÷êàìè, ìîæíî ïåðåìåñòèòü â êâàä-

ðàò èç óñëîâèÿ.

8. (4 áàëëà) Íà 23 ôåâðàëÿ ìàëü÷èêó Æåíå ïîäàðèëè øîêîëàäêó

ðàçìåðîì 3 × 3, íà êàæäîì êóñî÷êå êîòîðîé íàðèñîâàíà êàðòèíêà,

êàæäàÿ êàðòèíêà âñòðå÷àåòñÿ âñåãî îäèí ðàç. Çà êàæäûé õîä Æåíÿ

ìîæåò îòêóñèòü îäèí êóñî÷åê, ó êîòîðîãî íå áîëåå òðåõ îáùèõ ñòî-

ðîí c äðóãèìè, åù¼ íå ñúåäåííûìè, êóñî÷êàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

Æåíÿ ìîæåò ñúåñòü ñâîþ øîêîëàäêó?

Îòâåò:
4

5
· 9! = 290304.

Ðåøåíèå:

Åñëè áû ó Æåíè íå áûëî áû îãðàíè÷åíèÿ, îí ìîã áû åñòü êóñî÷êè

â ëþáîì ïîðÿäêå è ó íåãî áûëî áû 9! = 362880 ñïîñîáîâ.

Íå ïîäõîäÿò òå ñïîñîáû, â êîòîðûõ öåíòðàëüíàÿ êëåòêà ñúåäåíà

ðàíüøå ëþáîé èç ñîñåäíèõ ñ íåé ÷åòûð¼õ. Ïîñêîëüêó èç ýòèõ ïÿòè

êëåòîê äëÿ êàæäîé ðàâíîå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ â êîòîðûõ îíà íà-

õîäèòñÿ ðàíüøå äðóãèõ, íàì íå ïîäõîäèò êàæäûé ïÿòûé âàðèàíò.

Îòñòà¼òñÿ
4

5
· 9! = 290304.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

11 ìàðòà 2018 ã.

9 êëàññ

2 âàðèàíò

Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) Ñðåäè øåñòè ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ, îò-

ëè÷àþùèõñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîýôôèöèåíòîâ, êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ìîæåò èìåòü ïî äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

Îòâåò: 6

Ðåøåíèå: Âîçüì¼ì, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòû, −5, 1, 2.

Åñëè ÷èñëî −5 ýòî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò èëè ñâîáîäíûé ÷ëåí,

óðàâíåíèå î÷åâèäíî èìååò äâà êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà −5 � âòîðîé êîýôôèöèåíò, ïîñ÷èòàåì äèñêðè-

ìèíàíò: 52 − 1 · 2 = 23 > 0.

2. (3 áàëëà)Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8×8 ðàñïîëîæåíû 256 ôèøåê. Ñî-

ñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó,

à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè.

Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåò-

êå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4 ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé

ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà âñåõ êëåòêàõ îêà-

çàëîñü ïîðîâíó ôèøåê?

Îòâåò: Íåò, íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå: Ðàñêðàñèì äîñêó â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Êîëè÷åñòâî ôè-

øåê íà ÷¼ðíûõ êëåòêàõ èçìåíÿåòñÿ êàæäûé ðàç íà 4, òî åñòü, â ÷àñò-

íîñòè, íå ìåíÿåò ñâîþ ÷¼òíîñòü. Â êîíöå êîëè÷åñòâî ôèøåê íà ÷¼ð-

íûõ êëåòêàõ äîëæíî áûòü ÷¼òíî, çíà÷èò, åñëè â íà÷àëå èõ êîëè÷åñòâî

íå÷¼òíî, òî íè÷åãî íå ïîëó÷èòñÿ.

Òàêæå äëÿ ýòîé çàäà÷è ïîäõîäÿò áîëåå ñëîæíûå ðåøåíèÿ, àíàëî-

ãè÷íûå ðåøåíèÿì çàäà÷è íîìåð 5 äåñÿòîãî êëàññà.

3. (3 áàëëà) Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ABC è A1B1C1 ñî ñòî-

ðîíîé 12 âïèñàíû â îêðóæíîñòü S òàê, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà äóãå

B1C1, à òî÷êà B ëåæèò íà äóãå A1B1. Íàéäèòå AA
2
1 +BB2

1 + CC2
1 .

Îòâåò: 288

Ðåøåíèå:



Çàìåòèì, ÷òî äóãè AB1, BA1 è CC1 ðàâíû. Îáîçíà÷èì èõ ãðàäóñ-

íóþ ìåðó çà 2α. Òîãäà äëèíû äóã AC1 = BB1 = CA1 = 120◦ − 2α.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå ACA1 ïîëó÷àåì
AA1

sinACA1
=

AC

AA1C
, îòêóäà AA1 =

12 sin(60◦ + α)

sin 60◦
.

Àíàëîãè÷íî BB1 =
12 sin(60◦ − α)

sin 60◦
è CC1 =

12 sinα

sin 60◦
.

AA2
1+BB2

1+CC2
1 =

122

sin2 60◦
(
sin2(60◦ + α) + sin2(60◦ − α) + sin2 α)

)
=

= 96 ·

(√
3

2
cosα +

1

2
sinα

)2

+

(√
3

2
cosα− 1

2
sinα

)2

+ sin2 α

 =

= 96(3 cos2 α + 3 sin2 α) = 288.

4. (3 áàëëà) Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïëî-

ùàäü íå ïðåâîñõîäèò êâàäðàòà ïîëóïåðèìåòðà, ðàçäåë¼ííîãî íà 5 c

ïîëîâèíîé.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà èìåþò äëèíû x è y. Òîãäà ïîëóïå-

ðèìåòð p =
x + y +

√
x2 + y2

2
. Ïî íåðàâåíñòâàì î ñðåäíèõ ïîëó÷àåì

x + y +
√

x2 + y2

2
⩾ √

xy+

√
xy

√
2
. Òàê êàê ïëîùàäü S = xy

2 , ìû ïîëó÷à-

åì p ⩾
(
1 + 1√

2

)
xy, îòêóäà p2 ⩾

(
3

2
+
√
2

)
xy = (3 + 2

√
2)S > 5, 5S.

5. (3 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå x2+y2 = 2z â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Îòâåò: x = y = 2n, z = 2n + 1, ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî 2z ïðè íàòóðàëüíû âñåãäà ÷¼òíî, ïîýòîìó x è y îäíîé

÷¼òíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îáà ýòè ÷èñëà íå÷¼òíû. Â òàêîì

ñëó÷àå ñóììà èõ êâàäðàòîâ äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî 2z = 2, òî åñòü x = y = z = 1.

Åñëè æå x è y ÷¼òíû, òî x2 è y2 äåëÿòñÿ íà 4, îòêóäà 2z äåëèòñÿ

íà 4. Ñîêðàòèì êàæäîå ñëàãàåìîå íà 4, ïîëó÷èì óðàâíåíèåì â íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñëàõ
(x
2

)2
+
(y
2

)2
= 2z−2.



Ñîêðàùàÿ íà 4 ìû ðàíî èëè ïîçäíî ïðèõîäèì ê ïåðâîé ñèòóàöèè,

êîãäà x è y íå÷¼òíû. Çíà÷èò, îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä x = y = 2n,

z = 2n + 1.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 3, 5 è 7, ïîïàðíî êà-

ñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â òî÷êàõ A, B è C. Íàéäèòå ñóììó ðàññòîÿíèé

îò öåíòðà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC äî åãî ñòîðîí.

Îòâåò:
7

4
+

7

3
√
6
+

7√
30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð �

òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2,

ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O3, ðàäèóñ ðà-

âåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæ-

íîñòåé èç òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå

O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Öåíòð îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îáîçíà÷èì çà O.

Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 ðàâíû 8, 10 è 12. Òî÷êè A, B è

C äåëÿò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà O1O2O3 òàê æå, êàê äîëæíû äåëèòü

òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè, çíà÷èò, ýòî îíè è åñòü. Òàêèì

îáðàçîì, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC � ýòî âïèñàí-

íàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêàO1O2O3. Ïîñ÷èòàåì å¼ ðàäèóñ, ïîäåëèâ

ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà O1O2O3, âû÷èñëåííóþ ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, íà

å¼ ïîëóïåðèìåòð: r =

√
15 · 3 · 5 · 7

15
=
√
7.

Òðåóãîëüíèêè O1BC è OBC ðàâíîáåäðåííûå ñ îñíîâàíèåì BC,

òî÷êè O è O1 ëåæàò íå ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê BC. Òîãäà

ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà ïîëó÷àåì OO1 =
√
BO2 +BO2

1 =
√
7 + 32 =√

16 = 4.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíó BC çà M1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

OBO1 ýòà òî÷êà � îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç ïðÿìîãî óãëà,

îòêóäà O1M1 =
BO2

1

OO1
=

9

4
, ñîîòâåòñòâåííî, OM1 = OO1 − O1M1 =

= 4− 9

4
=

7

4
.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì OO2 =
√
5 + 52 =

√
30, à OM2 =

7√
30
;



OO3 =
√
5 + 72 =

√
54, à OM2 =

7√
54

=
7

3
√
6
.

7. (4 áàëëà) Íà ïëîñêîñòè äàí íàáîð òî÷åê, èçâåñòíî ÷òî ëþáûå

òðè ìîæíî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê ñ

âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0), (0, 2) è (1, 2). Òîãäà ìîæíî îäíèì ïàðàëëåëü-

íûì ïåðåíîñîì ïåðåìåñòèòü òóäà ñðàçó âñå.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ñàìóþ ëåâóþ òî÷êó (ò.å. òî÷êó ñ ñàìîé ìàëåíüêîé àáñ-

öèññîé) è ñàìóþ ïðàâóþ. Ïðîâåä¼ì ÷åðåç íèõ âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè íå áîëüøå 2, èíà÷å 2 êðàéíèå òî÷-

êè íåëüçÿ ïåðåìåñòèòü â óêàçàííûé ïðÿìîóãîëüíèê. Çàòåì ïðîâåä¼ì

ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ÷åðåç ñàìóþ âåðõíþþ è ñàìóþ íèæíþþ òî÷-

êè. Àíàëîãè÷íî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå áîëüøå 1.

Ýòè ÷åòûðå ïðÿìûå îáðàçóþò ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïà-

ðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ðàçìåðû êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ ïðÿìîóãîëüíèêà èç óñëîâèÿ. Çíà÷èò, ýòîò

ïðÿìîóãîëüíèê. âìåñòå ñî âñåìè ëåæàùèìè â í¼ì òî÷êàìè, ìîæíî

ïåðåìåñòèòü â ïðÿìîóãîëüíèê èç óñëîâèÿ.

8. (4 áàëëà) Íà 23 ôåâðàëÿ ìàëü÷èêó Æåíå ïîäàðèëè øîêîëàäêó

ðàçìåðîì 2 × 4, íà êàæäîì êóñî÷êå êîòîðîé íàðèñîâàíà êàðòèíêà,

êàæäàÿ êàðòèíêà âñòðå÷àåòñÿ âñåãî îäèí ðàç. Çà êàæäûé õîä Æåíÿ

ìîæåò îòêóñèòü îäèí êóñî÷åê, ó êîòîðîãî íå áîëåå äâóõ îáùèõ ñòî-

ðîí c äðóãèìè, åù¼ íå ñúåäåííûìè, êóñî÷êàìè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

Æåíÿ ìîæåò ñúåñòü ñâîþ øîêîëàäêó?

Îòâåò: 6720.

Ðåøåíèå:

Ïåðâîé îáÿçàòåëüíî ñúåäàåòñÿ óãëîâàÿ êëåòêà (4 ñïîñîáà). Ïîñëå

ýòîãî åñòü 4 âàðèàíòà:

1) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ ñîñåäíÿÿ óãëîâàÿ êëåòêà (1 ñïîñîá). Îñòà¼òñÿ

ïðÿìîóãîëüíèê 2 × 3. Èç íåãî ïåðâîé ñúåäàåòñÿ ñíîâà óãëîâàÿ êëåò-

êà (4 ñïîñîáà). Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ îäíà íåäîñòóïíàÿ äëÿ ñúåäåíèÿ

êëåòêà.

1.1) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäî-

ñòóïíîé (1 ñïîñîá). Äàëåå ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé

(3 ñïîñîáà). Îñòàëüíûå 3 êëåòêè ñúåäàþòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå (3! ñïî-

ñîáîâ). Èòîãî 4 · 1 · 4 · 1 · 3 · 3! = 288 ñïîñîáîâ.



1.2) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (3 ñïîñî-

áà). Îñòàëüíûå 4 êëåòêè ñúåäàþòñÿ â ëþáîì ïîðÿäêå (4! ñïîñîáîâ).

Èòîãî 4 · 1 · 4 · 3 · 4! = 1152 ñïîñîáà.

Èòîãî â ñóììå 1440 ñïîñîáîâ äëÿ ñëó÷àé 1).

2) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ ñîñåäíÿÿ íåóãëîâàÿ êëåòêà (1 ñïîñîá). Ïîñëå

ýòîãî îñòà¼òñÿ îäíà íåäîñòóïíàÿ äëÿ ñúåäåíèÿ êëåòêà, ó êîòîðîé òðè

ñîñåäíèõ.

2.1) Òðåòüåé ñúåäàåòñÿ îäíà èç òð¼õ êëåòîê ðÿäîì ñ íåäîñòóïíîé (3

ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå ìîæíî

ñúåñòü 5! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 3 · 5! = 1440.

2.2) Òðåòüåé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (2 ñïî-

ñîáà).

2.2.1) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ îäíà èç òð¼õ êëåòîê ðÿäîì ñ íåäîñòóï-

íîé (3 ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå

ìîæíî ñúåñòü 4! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 3 · 4! = 576 ñïîñîáîâ.

2.2.2) ×åòâ¼ðòîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, íå ñîñåäíÿÿ ñ íåäîñòóïíîé (1

ñïîñîá). Çàòåì ñúåäàåòñÿ îäíà èç êëåòîê, ñîñåäíèõ ñ íåäîñòóïíîé (3

ñïîñîáà). Äàëåå ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè âñå êëåòêè, êîòîðûå ìîæíî

ñúåñòü 3! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 1 · 3 · 3! = 144 ñïîñîáà.

Èòîãî â ñóììå 2160 ñïîñîáîâ äëÿ ñëó÷à 2).

3) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ óãëîâàÿ êëåòêà íà òîé æå äëèííîé ñòîðîíå,

÷òî è óæå ñúåäåííàÿ. Ïîñëå ýòîãî îñòà¼òñÿ äâå íåäîñòóïíûå äëÿ ñúå-

äåíèÿ êëåòêè, ó êîòîðîé òðè ñîñåäíèõ. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ àíà-

ëîãè÷íû ñëó÷àþ 1). Â èòîãå òå æå ñàìûå 1440 ñïîñîáîâ.

4) Âòîðîé ñúåäàåòñÿ êëåòêà, ïðîòèâîïîëîæíàÿ ñúåäåííîé (1 ñïî-

ñîáîâ).

4.1)Åñëè ïîñëå ýòîãî ìû ñúåäàåì óãëîâóþ êëåòêó, ó íàñ îñòà¼òñÿ

ôèãóðà, òà æå, ÷òî è â ñëó÷àå 1), ñúåñòü êîòîðóþ cdot3 · 4! + cdot3 · 3!
ñïîñîáîâ. Ýòî ÷èñëî íàäî óìíîæèòü íà 8 è ïîëó÷àåòñÿ 720 ñïîñîáîâ.

4.2) Åñëè ñúåäàåòñÿ íå óãëîâàÿ êëåòêà, âñå êëåòêè ñòàíîâÿòñÿ äî-

ñòóïíû, è èõ ìîæíî ñúåñòü 5! ñïîñîáàìè. Èòîãî 4 · 1 · 2 · 5! = 960

cïîñîáîâ.

Âñåãî äëÿ âàðèàíòà 4) ïîëó÷àåòñÿ 1680 ñïîñîáîâ.

Èòîãî 6720 ñïîñîáîâ.





9 класс, I отборочный тур. 
 
Задача 1. (1 балл) 
 
1. Из отрезков с длинами 4a, 4a + 9 и a2 можно составить треугольник. Найдите все 
возможные значения a. 
Ответ запишите в виде промежутка (квадратные скобки означают, что граница входит 
в множество решений неравенства, круглые — что не входит). 
 
Ответ: (3; 9) 
 
2. Из отрезков с длинами 3a, 3a + 16 и a2 можно составить треугольник. Найдите все 
возможные значения a. 
Ответ запишите в виде промежутка (квадратные скобки означают, что граница входит 
в множество решений неравенства, круглые — что не входит). 
 
Ответ: (4; 8) 
 
3. Из отрезков с длинами 12a, 12a + 25 и a2 можно составить треугольник. Найдите 
все возможные значения a. 
Ответ запишите в виде промежутка (квадратные скобки означают, что граница входит 
в множество решений неравенства, круглые — что не входит). 
 
Ответ: (5; 25) 
 
Примеры записи ответов: 
[-4; 5) 
(-4; 5] 
(-4; 5) 
[-4; 5] 
 
Задача 2. (2 балла). 
 
1. В стране Самолётии 20 городов, некоторые города соединены двусторонними 
авиарейсами. При этом, между любыми двумя городами существует только один 
разумный авиамаршрут (т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем 
же авиарейсом в разных направлениях). 
Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается 
как минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города 
до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из 
города А в город В  (также как и обратного) в тугриках равна наибольшему из 
авиарасстояний от А и В до столицы. В частности, билет до столицы из любого 
соединённого с ней прямым рейсом города стоит 1 тугрик; все остальные рейсы, 
вылетающие из этих городов, стоят 2 тугрика и так далее. 
Вася много путешествовал по Самолётии (не только на самолётах) и в конце года 
оказалось, что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для 
каждых двух городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в 
В, либо из В в А, причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество 
тугриков он мог потратить на авиаперелёты? 
 
Ответ: 190 



 
2. В стране Аэродромии 30 городов, некоторые города соединены двусторонними 
авиарейсами. При этом, между любыми двумя городами существует только один 
разумный авиамаршрут (т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем 
же авиарейсом в разных направлениях). 
Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается 
как минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города 
до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из 
города А в город В  (также как и обратного) в фартингах равна наибольшему из 
авиарасстояний от А и В до столицы. В частности, билет до столицы из любого 
соединённого с ней прямым рейсом города стоит 1 фартинг; все остальные рейсы, 
вылетающие из этих городов, стоят 2 фартинга и так далее. 
Коля много путешествовал по Аэродромии (не только на самолётах) и в конце года 
оказалось, что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для 
каждых двух городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в 
В, либо из В в А, причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество 
фартингов он мог потратить на авиаперелёты? 
 
Ответ: 435 
 
3. В стране Авиании 40 городов, некоторые города соединены двусторонними 
авиарейсами. При этом, между любыми двумя городами существует только один 
разумный авиамаршрут (т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем 
же авиарейсом в разных направлениях). 
Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается 
как минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города 
до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из 
города А в город В  (также как и обратного) в марках равна наибольшему из 
авиарасстояний от А и В до столицы. В частности, билет до столицы из любого 
соединённого с ней прямым рейсом города стоит 1 марку; все остальные рейсы, 
вылетающие из этих городов, стоят 2 марки и так далее. 
Петя много путешествовал по Авиании (не только на самолётах) и в конце года 
оказалось, что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для 
каждых двух городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в 
В, либо из В в А, причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество 
марок он мог потратить на авиаперелёты? 
 
Ответ: 780. 
 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 3. (2 балла) 
 
1. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — 
натуральные числа от 1 до 9. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите 
точку с наибольшей суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
Ответ: (8; 73) || (8, 73) || 8; 73 || 8, 73 
 



2. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — 
натуральные числа от 1 до 8. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите 
точку с наибольшей суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
 
Ответ: (7; 57) || (7, 57) || 7; 57 || 7, 57 
 
3. На координатной плоскости проведены прямые вида y = ax + b где a и b — 
натуральные числа от 1 до 7. Среди всех точек пересечения этих прямых выберите 
точку с наибольшей суммой координат. Ответ запишите в виде (x; y). 
Ответ: (6; 43) || (6, 43) || 6; 43 || 6, 43 
 
Примеры записи ответов: 
(-4; 5) 
 
Задача 4. (3 балла). 
 
1. На доске были написаны числа от 1 до 8. За ход разрешается стереть 
любые два числа x и y и записать вместо них число 2x + 2y . После нескольких 
ходов на доске осталось одно число. Какое самое большое число могло 
получиться? 
 
Ответ: 2562 
 
2. На доске были написаны числа от 1 до 7. За ход разрешается стереть 
любые два числа x и y и записать вместо них число 2x + 2y . После нескольких 
ходов на доске осталось одно число. Какое самое большое число могло 
получиться? 
 
Ответ: 1090 
 
3. На доске были написаны числа от 1 до 6. За ход разрешается стереть 
любые два числа x и y и записать вместо них число 3x + 3y . После нескольких 
ходов на доске осталось одно число. Какое самое большое число могло 
получиться? 
 
Ответ: 3099 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 5. (3 балла) 
 
1. Дан правильный 10-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 
диагонали, так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 10-угольника)? 
 
Ответ: 210 
 
2. Дан правильный 9-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 
диагонали, так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 9-угольника)? 
 



Ответ: 84 
 
3. Дан правильный 11-угольник. Сколькими способами в нём можно провести 3 
диагонали, так, чтобы каждые две из них пересекались (внутри 11-угольника)? 
 
Ответ: 462 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 6 (3 балла). 
 
1. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие 
возможные n, если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) 
равно 15 ? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 144, 324 || 144; 324 || 324; 144 || 324, 144 
 
2. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие 
возможные n, если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) 
равно 21 ? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 576, 2916 || 576; 2916 || 2916, 576 || 2916; 576 
 
3. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие 
возможные n, если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) 
равно 22 ? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке 
через точку с запятой. 
 
Ответ: 3072 
 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 456 
 
Задача 7 (3 балла). 
 

1. При каких натуральных x и y значение выражения 
4 x+ 169

x
+9 y+ 625

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 7, 8 || 7; 8 || (7, 8) || (7; 8) 
 
2. При каких натуральных x и y значение выражения 
4 x+ 289

x
+16 y+ 529

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 9, 6 || 9; 6 || (9, 6) || (9; 6) 



3. При каких натуральных x и y значение выражения 
25 x+ 484

x
+4 y+ 225

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4, 8 || 4; 8 || (4, 8) || (4; 8) 
 
 
Примеры записи ответов: 
(1; 2) 
1; 2 
 
Задача 4 (4 балла). 
 
1. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то 
цифры, имеет корень -3/2. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное 
число АБВ (то есть число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 23 
 
2. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то 
цифры, имеет корень -3. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное число 
АБВ (то есть число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 13 
 
3. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то 
цифры, имеет корень -7. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное число 
АБВ (то есть число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 17 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
 
Задача 9 (4 балла). 
 
1. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 49, BC = 84, AD = 140. BCDE также 
равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 136. 
 
 
2. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 121, BC = 176, AD = 220. BCDE 
также равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 84. 



 
 
3. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 25, BC = 40, AD = 60. BCDE также 
равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с 
запятой. 
 
Ответ: 44. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 56 
 
 
Задача 10 (4 балла). 
 
1. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до 
точки касания равно 13, а расстояние между точками касания равно 24. Найдите 
наибольшее возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 65 
 
2. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до 
точки касания равно 10, а расстояние между точками касания равно 12. Найдите 
наибольшее возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 20 
 
3. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до 
точки касания равно 10, а расстояние между точками касания равно 16. Найдите 
наибольшее возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 30 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
 
 
 



II îòáîðî÷íûé òóð.
9 êëàññ.

Çàäà÷à 1. (1 áàëë)
1. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 737. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 11
2. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 637. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 13
3. Ñóììà êóáîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 539. Íàéäèòå ñóììó ñàìèõ ÷èñåë.
Îòâåò: 11

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±10) è (±20, 0)?
Îòâåò: 421
2. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±20) è (±15, 0)?
Îòâåò: 611
3. Ñêîëüêî öåëûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå ðîìáà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè (0,±15) è (±10, 0)?
Îòâåò: 311

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
1. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 10. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 3, OE = 8, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 6
2. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 20. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 4, OE = 9, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 3
3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD = 30. Òî÷êè E è F ëåæàò íà AD òàêèì îáðàçîì, ÷òî BE

ïàðàëëåëüíî CD, à CF ïàðàëëåëüíî AB. Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíî CD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî AE = 8, OE = 21, ãäå O � òî÷êà
ïåðåñå÷åíèÿ BE è CF .

Îòâåò: 12

Çàäà÷à 4. (2 áàëëà)
1. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 10. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 550
2. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 11. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 726
3. Íà ëèñòî÷êå íàïèñàíû âñå âîçìîæíûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ âèäà x2 − ax − b, ãäå ÷èñëà a è b � íàòóðàëüíûå

÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå 9. Íàéäèòå ñóììó âñåõ êîðíåé âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé. (Åñëè ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåñêîëüêèõ
óðàâíåíèé, ïîñ÷èòàåì åãî ñòîëüêî æå ðàç, êîðíåì ñêîëüêèõ óðàâíåíèé îíî ÿâëÿåòñÿ)

Îòâåò: 405

Çàäà÷à 5. (2 áàëëà)
1. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10

√
6 − 20, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 10
2. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 8

√
6 − 16, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 8
3. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 6

√
6 − 12, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 10x+ a èìååò êîðíè x2 è x4. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 − 4x+ b èìååò êîðíè x1 è x3. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 10x+ a)(x2 − 4x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 6
2. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 5x + a èìååò êîðíè x2 è x4. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 + 2x + b èìååò êîðíè x1 è x3. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 5x+ a)(x2 + 2x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 7
3. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 3x + a èìååò êîðíè x1 è x3. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 − 8x + b èìååò êîðíè x2 è x4. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 3x+ a)(x2 − 8x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 5

1



Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 211 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 20; 210 || 210; 20 || 20, 210 || 210, 20 || 20; 210; || 210; 20
2. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 326 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 25; 325 || 325; 25 || 25, 325 || 325, 25 || 25; 325; || 325; 25
3. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 466 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 30; 465 || 465; 30 || 30, 465 || 465, 30 || 30; 465; || 465; 30

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ)
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 20 ìîæíî ðàçðåçàòü íà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 571
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 24 ìîæíî ðàçðåçàòü ãà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 2131
3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 28 ìîæíî ðàçðåçàòü íà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 9573

Çàäà÷à 9. (5 áàëëîâ)
1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 625?
Îòâåò: 5
2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 343?
Îòâåò: 4
3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 243?
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,

x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 9, x2 + y2 = 16. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 5p+23 || 23+5p || 5ï+23 || 23+5ï || 5*p+23 || 23+5*p || 5*ï+23 || 23+5*ï || p*5+23 || ï*5+23
2. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,

x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 25, x2 + y2 = 49. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 9p+39 || 39+9p || 9ï+39 || 39+9ï || 9*p+39 || 39+9*p || 9*ï+39 || 39+9*ï || p*9+39 || ï*9+39
3. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,

x2 + y2 = 9, x2 + y2 = 49, x2 + y2 = 81. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 12p+47 || 47+12p || 12ï+47 || 47+12ï || 12*p+47 || 47+12*p || 12*ï+47 || 47+12*ï || p*12+47 || ï*12+47
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

10 êëàññ
1 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèåì xn+1 = 3xn + 4xn−1. Ìîæåò ëè
îíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, íî íå ïîñòîÿííîé?

Îòâåò: Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå: Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n.

2. (2 áàëëà) Òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 10. Íàé-
äèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñòàëüíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëü-
íèêà.

Îòâåò: 30
√
3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ñòîðîíå äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìà âåðøèíàìè øåñòèóãîëü-

íèêà, ðàñïîëîæåííûìè ÷åðåç îäíó. Ýòî ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî 2 ·
√
3

2
· 12 = 10

√
3.

Òàêæå, åñëè èç íàøåé òî÷êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà, îíè îáðàçóþò îäèí îòðåçîê, è åãî äëèíà òàêæå áóäåò
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, òî åñòü 10

√
3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòâåò

30
√
3.

3. (2 áàëëà) Äëÿ ëþáîãî ëè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f(x) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b,
c è d òàêèå, ÷òî f(a) = b, f(b) = c, f(c) = d è f(d) = a?

Îòâåò: Íåò, íå äëÿ ëþáîãî.

Ðåøåíèå: Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, y = x2.
Âî-ïåðâûõ, íè îäíî èç ÷èñåë a, b, c è d íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.ê. îòðèöàòåëüíûå

÷èñëà íå áûâàþò çíà÷åíèÿìè äàííîãî òð¼õ÷ëåíà.
Âî-âòîðûõ, ÷èñëà 0 è 1 òàêæå íå ïîäõîäÿò, òàê êàê f(x) íå ïåðåâîäèò íè îäíî èõ íàøèõ

÷èñåë â ñåáÿ.
Äîïóñòèì, a > 1. Òîãäà b = a2 > a > 1, àíàëîãè÷íî a > b > c > d > a. Ïîëó÷àåì

ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå a < 1, òå æå ñàìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ñíîâà ïðîòèâîðå-

÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî òð¼õ÷ëåíà íå ïîäõîäÿò íèêàêèå ÷èñëà.

4. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî çàïèñàíî 15 ðàçëè÷íûõ íåöåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà

x èç ýòèõ ïÿòíàäöàòè Âàñÿ âûïèñàë ñåáå â òåòðàäêó îòäåëüíî [x] è
1

{x}
. Êàêîå íàèìåíüøåå

êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ó Âàñè?
[x] è {x} îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ïîëó÷èëîñü âñåãî íå áîëåå, ÷åì 3 ÷èñëà. Òîãäà ó èñõîäíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü ìàêñèìóì
3 ðàçëè÷íûõ öåëûõ è 3 ðàçëè÷íûõ äðîáíûõ ÷àñòè, ò.å. âñåãî ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 3 · 3 = 9
âàðèàíòîâ èñõîäíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð äëÿ 4 ÷èñåë ñòðîèòñÿ êàê óãîäíî: áåð¼ì ëþáûå 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, è äëÿ êàæäûõ

a è b (âêëþ÷àÿ îäèíàêîâûå) ñòðîèì ÷èñëî a +
1

b
. Ïîëó÷àåòñÿ 16 ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõ ÷èñåë,

ëþáîå èç íèõ ìîæíî âûêèíóòü.



5. (3 áàëëà) Ïóñòü p, q è r � íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî p3 + q3 + 3pqr ̸= r3.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ýòî p3 + q3 + 3pqr − r3 = 0. Ðàçëîæèì åãî íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èòñÿ (p + q − r)(p2 +
q2 + r2 + pr + qr − pq) = (p+ q − r) · 1

2
· ((p− q)2 + (p+ r)2 + (q + r)2).

Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ïåðâàÿ ðàâíà 0, îòêóäà r = p + q, ÷òî íåâîç-
ìîæíî ïðè íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ p, q è r.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 2, 3 è 5, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êàõ A, B è C âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
9−

√
21

2
√
7

=
9
√
7− 7

√
3

14

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó
âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2, ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà
O3, ðàäèóñ ðàâåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé èç
òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Òîãäà ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà O1O2O3.

cos(O2O1O3) =
(a+ b)2 + (a+ c)2 − (b+ c)2

2(a+ b)(a+ c)
= 1− 2bc

(a+ b)(a+ c)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äâóõ äðóãèõ óãëîâ:

cos(O1O2O3) = 1− 2ac

(a+ b)(b+ c)
;

cos(O2O3O1) = 1− 2ab

(a+ c)(b+ c)
.

Îáîçíà÷èì çà d ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: d =

√
abc√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)
.

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà O1BC:

BC =

√
2a2 − 2a2

(
1− 2bc

(a+ b)(a+ c)

)
=

√
4a2bc

(a+ b)(a+ c)
= 2

√
a
√
b+ c · d.

Àíàëîãè÷íî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ O2AC è O3AB:
AC = 2

√
b
√
a+ c · d è AB = 2

√
c
√
a+ b · d.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC:

S2 = d4(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (−

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)·

·(
√
a
√
b+ c−

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b) =

= d4(−a(b+ c) + (
√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)2)(a(b+ c)− (

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b)2) =

= d4(2bc+ 2
√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)(−2bc+ 2

√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)

= d4(4bc(a+ b)(a+ c)− 4b2c2) = d44bc((a+ b)(a+ c)− bc) = d44abc(a+ b+ c)
Òîãäà S = 2d2

√
abc

√
a+ b+ c.

Çíà÷èò, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå, ãäå r �
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC:

r =
S

p
=

2d2
√
abc

√
a+ b+ c

d(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

=

=
2abc

√
a+ b+ c√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

.



Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèé:

r =
2 · 2 · 3 · 5 ·

√
2 + 3 + 5√

5 · 7 · 8(
√
2
√
8 +

√
3
√
7 +

√
5
√
5)

=
30√

7(9 +
√
21)

=
9−

√
21

2
√
7

=
9
√
7− 7

√
3

14
.

7. (4 áàëëà) Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî x+ y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî x3 − 6x2 +15x = 12
è y3 − 6y2 + 15y = 16.

Îòâåò: 4.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì u = x − 2 è v = y − 2. Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â u3 + 3u = −2 è
v3+3v = 2. Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì (u+v)(u2−uv+v2+3) = 0. Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò ïåðâàÿ ðàâíà íóëþ, îòêóäà x+ y = u+ v + 4 = 4..

8. (5 áàëëîâ) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 9×9 ðàñïîëîæåíû 324 ôèøêè. Ñîñåäíèìè áóäåì íàçûâàòü
âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé âåðòèêàëè
èëè ãîðèçîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåòêå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4
ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ êëåòêàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ôèøåê.

Îòâåò: Íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå 1:

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ÷èñëàìè îò 0 äî 10. Íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ
ñòîèò ôèøêà, áóäåì íàçûâàòü å¼ êîîðäèíàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû âñåõ êîîðäèíàò
âñåõ ôèøåê íà 11. Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì, íàïðèìåð, ìîæíî âñå ôèøêè
ñîáðàòü â êëåòêå (0, 0) à îäíó ïîñòàâèòü â êëåòêó ñ ëþáûìè íóæíûìè êîîðäèíàòàìè. Â òðå-
áóåìîé æå êîíå÷íîé ýòîò îñòàòîê ôèêñèðîâàí. Çíà÷èò, ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíóþ ñèòóàöèþ,
ãäå ýòîò îñòàòîê äðóãîé, è å¼ ñâåñòè ê òðåáóåìîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Ðåøåíèå 2:

Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ôèøåê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íå ìåíÿåòñÿ: êàæ-
äûé ðàç ëèáî ñ ÷èñëîì ýòèõ ôèøåê íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, ëèáî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, ëèáî
óìåíüøàåòñÿ íà 4.

Â òî æå âðåìÿ â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè êîëè÷åñòâî ôèøåê íà äèàãîíàëè ìîæåò áûòü ëþáûì,
â òîì ÷èñëå íå÷¼òíûì.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

10 êëàññ
2 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà) ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèåì xn+1 = 2xn + 3xn−1. Ìîæåò ëè
îíà áûòü ïåðèîäè÷åñêîé, íî íå ïîñòîÿííîé?

Îòâåò: Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå: Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (−1)n.

2. (2 áàëëà) Òî÷êà M ëåæèò íà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé 12. Íàé-
äèòå ñóììó ðàññòîÿíèé îò òî÷êè M äî ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñòàëüíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëü-
íèêà.

Îòâåò: 36
√
3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà ñòîðîíå äî ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíû ðàâíî ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ýòèìè ñòîðîíàìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèþ ìåæäó äâóìà âåðøèíàìè øåñòèóãîëü-

íèêà, ðàñïîëîæåííûìè ÷åðåç îäíó. Ýòî ðàññòîÿíèå, î÷åâèäíî, ðàâíî 2 ·
√
3

2
· 12 = 12

√
3.

Òàêæå, åñëè èç íàøåé òî÷êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿðû íà ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå äâå ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû øåñòèóãîëüíèêà, îíè îáðàçóþò îäèí îòðåçîê, è åãî äëèíà òàêæå áóäåò
ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè, òî åñòü 12

√
3. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îòâåò

36
√
3.

3. (2 áàëëà) Äëÿ ëþáîãî ëè êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà f(x) ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ÷èñëà a, b
è c, ÷òî f(a) = b, f(b) = c, f(c) = a?

Îòâåò: Íåò, íå äëÿ ëþáîãî.

Ðåøåíèå: Êîíòðïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, y = x2.
Âî-ïåðâûõ, íè îäíî èç ÷èñåë a, b, è c íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.ê. îòðèöàòåëüíûå

÷èñëà íå áûâàþò çíà÷åíèÿìè äàííîãî òð¼õ÷ëåíà.
Âî-âòîðûõ, ÷èñëà 0 è 1 òàêæå íå ïîäõîäÿò, òàê êàê f(x) íå ïåðåâîäèò íè îäíî èõ íàøèõ

÷èñåë â ñåáÿ.
Äîïóñòèì, a > 1. Òîãäà b = a2 > a > 1, àíàëîãè÷íî a > b > c > a. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè æå a < 1, òå æå ñàìûå íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ñíîâà ïðîòèâîðå-

÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî òð¼õ÷ëåíà íå ïîäõîäÿò íèêàêèå ÷èñëà.

4. (3 áàëëà) Íà äîñêå áûëî çàïèñàíî 20 ðàçëè÷íûõ íåöåëûõ ÷èñåë. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà x èç

ýòèõ äâàäöàòè Âàñÿ âûïèñàë ñåáå â òåòðàäêó îòäåëüíî [x] è
1

{x}
. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî

ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ó Âàñè?
[x] è {x} îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî öåëóþ è äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå:

Ïóñòü ïîëó÷èëîñü âñåãî íå áîëåå, ÷åì 4 ÷èñëà. Òîãäà ó èñõîäíûõ ÷èñåë ìîãóò áûòü ìàêñèìóì
4 ðàçëè÷íûõ öåëûõ è 4 ðàçëè÷íûõ äðîáíûõ ÷àñòè, ò.å. âñåãî ïîëó÷àåòñÿ íå áîëåå 4 · 4 = 16
âàðèàíòîâ èñõîäíûõ ÷èñåë.

Ïðèìåð äëÿ 5 ÷èñåë ñòðîèòñÿ êàê óãîäíî: íàïðèìåð, áåð¼ì ëþáûå 5 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è

äëÿ êàæäûõ ðàçëè÷íûõ a è b ñòðîèì ÷èñëî a+
1

b
.



5. (3 áàëëà) Ïóñòü p, q è r � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà è p3 + q3 + 3pqr = r3. Äîêàæèòå,
÷òî íàèìåíüøåå èç ýòèõ òð¼õ ÷èñåë ðàâíî 2.

Ðåøåíèå:

Ðàçëîæèì âûðàæåíèå p3 + q3 +3pqr− r3 íà ìíîæèòåëè. Ïîëó÷èòñÿ (p+ q− r)(p2 + q2 + r2 +
pr + qr − pq) = (p+ q − r) · 1

2
· ((p− q)2 + (p+ r)2 + (q + r)2).

Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò, ïåðâàÿ ðàâíà 0, îòêóäà r = p+q. Ñëåäîâàòåëüíî,
p èëè q ýòî 2.

6. (4 áàëëà) Äàíû òðè îêðóæíîñòè ðàäèóñîâ 1, 2 è 3, ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êàõ A, B è C âíåøíèì îáðàçîì. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Îòâåò:
(−30 + 15

√
2 + 6

√
5 + 3

√
10))

30
.

Ðåøåíèå:

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ó ïåðâîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O1, ðàäèóñ ðàâåí a; ó
âòîðîé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà O2, ðàäèóñ ðàâåí b; ó òðåòüåé îêðóæíîñòè: öåíòð � òî÷êà
O3, ðàäèóñ ðàâåí c. Òàê êàê òî÷êè A, B, C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ äâóõ îêðóæíîñòåé èç
òðåõ, òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà îòðåçêàõ O1O2, O1O3, O2O3. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òî÷êà A ëåæèò íà îòðåçêå O2O3, òî÷êà B � íà O1O3, òî÷êà C � íà O1O2. Òîãäà ïî òåîðåìå
êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà O1O2O3.

cos(O2O1O3) =
(a+ b)2 + (a+ c)2 − (b+ c)2

2(a+ b)(a+ c)
= 1− 2bc

(a+ b)(a+ c)
.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ äâóõ äðóãèõ óãëîâ:

cos(O1O2O3) = 1− 2ac

(a+ b)(b+ c)
;

cos(O2O3O1) = 1− 2ab

(a+ c)(b+ c)
.

Îáîçíà÷èì çà d ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: d =

√
abc√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)
.

Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ èç òðåóãîëüíèêà O1BC:

BC =

√
2a2 − 2a2

(
1− 2bc

(a+ b)(a+ c)

)
=

√
4a2bc

(a+ b)(a+ c)
= 2

√
a
√
b+ c · d.

Àíàëîãè÷íî ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêîâ O2AC è O3AB:
AC = 2

√
b
√
a+ c · d è AB = 2

√
c
√
a+ b · d.

Òîãäà ïî ôîðìóëå Ãåðîíà, ãäå S � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC:

S2 = d4(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (−

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)·

·(
√
a
√
b+ c−

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b) · (

√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b) =

= d4(−a(b+ c) + (
√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)2)(a(b+ c)− (

√
b
√
a+ c−

√
c
√
a+ b)2) =

= d4(2bc+ 2
√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)(−2bc+ 2

√
b
√
a+ c

√
c
√
a+ b)

= d4(4bc(a+ b)(a+ c)− 4b2c2) = d44bc((a+ b)(a+ c)− bc) = d44abc(a+ b+ c)
Òîãäà S = 2d2

√
abc

√
a+ b+ c.

Çíà÷èò, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå, ãäå r �
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ABC, p � ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC:

r =
S

p
=

2d2
√
abc

√
a+ b+ c

d(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

=

=
2abc

√
a+ b+ c√

(a+ b)(a+ c)(b+ c)(
√
a
√
b+ c+

√
b
√
a+ c+

√
c
√
a+ b)

.



Ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñëåäóþùèé:

r =
2 · 1 · 2 · 3 ·

√
1 + 2 + 3√

3 · 4 · 5(
√
1
√
5 +

√
2
√
4 +

√
3
√
3)

=
6
√
2√

5(
√
5 + 2

√
2 + 3)

=
(−30 + 15

√
2 + 6

√
5 + 3

√
10))

30
.

7. (4 áàëëà) Íàéäèòå, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî x+y, åñëè èçâåñòíî, ÷òî x3+6x2+16x = −15
è y3 + 6y2 + 16y = −17.

Îòâåò: −4

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì u = x + 2 è v = y + 2. Òîãäà èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â
u3 + 4u = 1 è v3 + 4v = −1. Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì (u + v)(u2 − uv + v2 + 4) = 0.
Âòîðàÿ ñêîáêà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, çíà÷èò ïåðâàÿ ðàâíà íóëþ, îòêóäà x+ y = u+ v− 4 = −4.

8. (5 áàëëîâ) Íà êëåò÷àòîé äîñêå 11 × 11 ðàñïîëîæåíû 484 ôèøêè. Ñîñåäíèìè áóäåì íà-
çûâàòü âî-ïåðâûõ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, à âî-âòîðûõ, äâå êðàéíèå êëåòêè îäíîé
âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè. Òàêèì îáðàçîì, ó êàæäîé êëåòêè áóäåò ðîâíî 4 ñîñåäíèõ.

Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âçÿòü 4 ôèøêè, ëåæàùèå íà îäíîé êëåòêå, è ïåðåëîæèòü èõ íà 4
ñîñåäíèå êëåòêè. Ïðè ëþáîé ëè íà÷àëüíîé ðàññòàíîâêå ôèøåê ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû íà
âñåõ êëåòêàõ îêàçàëîñü ïîðîâíó ôèøåê.

Îòâåò: Íå ïðè ëþáîé.

Ðåøåíèå 1:

Ïðîíóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû ÷èñëàìè îò 0 äî 10. Íîìåðà ñòðîêè è ñòîëáöà, â êîòîðûõ
ñòîèò ôèøêà, áóäåì íàçûâàòü å¼ êîîðäèíàòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äàííîé îïåðàöèè íå ìåíÿåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû âñåõ êîîðäèíàò
âñåõ ôèøåê íà 11. Èçíà÷àëüíî ýòîò îñòàòîê ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì, íàïðèìåð, ìîæíî âñå ôèøêè
ñîáðàòü â êëåòêå (0, 0) à îäíó ïîñòàâèòü â êëåòêó ñ ëþáûìè íóæíûìè êîîðäèíàòàìè. Â òðå-
áóåìîé æå êîíå÷íîé ýòîò îñòàòîê ôèêñèðîâàí. Çíà÷èò, ìîæíî ïîäîáðàòü íà÷àëüíóþ ñèòóàöèþ,
ãäå ýòîò îñòàòîê äðóãîé, è å¼ ñâåñòè ê òðåáóåìîé íå ïîëó÷èòñÿ.

Ðåøåíèå 2:

Äàâàéòå çàìåòèì, ÷òî ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà ôèøåê íà ãëàâíîé äèàãîíàëè íå ìåíÿåòñÿ: êàæ-
äûé ðàç ëèáî ñ ÷èñëîì ýòèõ ôèøåê íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, ëèáî îíî óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2, ëèáî
óìåíüøàåòñÿ íà 4.

Â òî æå âðåìÿ â íà÷àëüíîé ñèòóàöèè êîëè÷åñòâî ôèøåê íà äèàãîíàëè ìîæåò áûòü ëþáûì,
â òîì ÷èñëå íå÷¼òíûì.



10 класс. I отборочный тур. 
 
Задача 1 (2 балла). 
 
1. На листке бумаги нарисовали квадрат со стороной 1, рядом с ним нарисовали квадрат со 
стороной 2, рядом с ними нарисовали квадрат со стороной 3 и т.д. Оказалось, что площадь 
всей получившейся фигуры равна 338350. Какое количество квадратов было нарисовано? 
 
Ответ: 100 
 
2. На листке бумаги нарисовали квадрат со стороной 1, рядом с ним нарисовали квадрат со 
стороной 2, рядом с ними нарисовали квадрат со стороной 3 и т.д. Оказалось, что площадь 
всей получившейся фигуры равна 1136275. Какое количество квадратов было нарисовано? 
 
Ответ: 150 
 
3. На листке бумаги нарисовали квадрат со стороной 1, рядом с ним нарисовали квадрат со 
стороной 2, рядом с ними нарисовали квадрат со стороной 3 и т.д. Оказалось, что площадь 
всей получившейся фигуры равна 42925. Какое количество квадратов было нарисовано? 
 
Ответ: 50 
 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 2. (2 балла). 
 
1. В стране Самолётии 20 городов, некоторые города соединены двусторонними авиарейсами. 
При этом, между любыми двумя городами существует только один разумный авиамаршрут 
(т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем же авиарейсом в разных 
направлениях). 
Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается как 
минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из города А в 
город В  (также как и обратного) в тугриках равна наибольшему из авиарасстояний от А и В 
до столицы. В частности, билет до столицы из любого соединённого с ней прямым рейсом 
города стоит 1 тугрик; все остальные рейсы, вылетающие из этих городов, стоят 2 тугрика и 
так далее. 
Вася много путешествовал по Самолётии (не только на самолётах) и в конце года оказалось, 
что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для каждых двух 
городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в В, либо из В в А, 
причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество тугриков он мог потратить 
на авиаперелёты? 
 
Ответ: 190 
 
2. В стране Аэродромии 30 городов, некоторые города соединены двусторонними 
авиарейсами. При этом, между любыми двумя городами существует только один разумный 
авиамаршрут (т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем же авиарейсом в 
разных направлениях). 



Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается как 
минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из города А в 
город В  (также как и обратного) в фартингах равна наибольшему из авиарасстояний от А и В 
до столицы. В частности, билет до столицы из любого соединённого с ней прямым рейсом 
города стоит 1 фартинг; все остальные рейсы, вылетающие из этих городов, стоят 2 фартинга 
и так далее. 
Коля много путешествовал по Аэродромии (не только на самолётах) и в конце года оказалось, 
что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для каждых двух 
городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в В, либо из В в А, 
причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество фартингов он мог потратить 
на авиаперелёты? 
 
Ответ: 435 
 
3. В стране Авиании 40 городов, некоторые города соединены двусторонними авиарейсами. 
При этом, между любыми двумя городами существует только один разумный авиамаршрут 
(т. е. маршрут, на котором не надо пользоваться одним и тем же авиарейсом в разных 
направлениях). 
Для каждого из городов вычислили авиарасстояние до столицы. Оно рассчитывается как 
минимальное количество рейсов, необходимое, чтобы долететь из этого города до столицы. 
Для каждых двух городов А и В, соединённых авиарейсом, стоимость билета из города А в 
город В  (также как и обратного) в марках равна наибольшему из авиарасстояний от А и В до 
столицы. В частности, билет до столицы из любого соединённого с ней прямым рейсом 
города стоит 1 марку; все остальные рейсы, вылетающие из этих городов, стоят 2 марки и так 
далее. 
Петя много путешествовал по Авиании (не только на самолётах) и в конце года оказалось, 
что он ровно по разу воспользовался каждым из авиарейсов (то есть, для каждых двух 
городов А и В, соединённых прямым авиарейсом, он слетал либо из А в В, либо из В в А, 
причём только в одну их сторон). Какое наибольшее количество марок он мог потратить на 
авиаперелёты? 
 
Ответ: 780. 
 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 3 (3 балла). 
 

1. При каких натуральных x и y значение выражения 
4 x+ 169

x
+9 y+ 625

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 7, 8 || 7; 8 || (7, 8) || (7; 8) 
 

2. При каких натуральных x и y значение выражения 
4 x+ 289

x
+16 y+ 529

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 9, 6 || 9; 6 || (9, 6) || (9; 6) 



3. При каких натуральных x и y значение выражения 
25 x+ 484

x
+4 y+ 225

y наименьшее? 
В ответе укажите x и y в правильном порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4, 8 || 4; 8 || (4, 8) || (4; 8) 
 
 
Примеры записи ответов: 
(1; 2) 
1; 2 
 
Задача 4 (3 балла). 
 
1. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то цифры, 
имеет корень -3/2. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное число АБВ (то есть 
число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 23 
 
2. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то цифры, 
имеет корень -3. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное число АБВ (то есть 
число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 13 
 
3. Известно, что квадратное уравнение  Ах2 + Бx + В = 0, где А, Б и В — какие-то цифры, 
имеет корень -7. На какое число большее 1 точно делится трёхзначное число АБВ (то есть 
число, состоящее из цифр А, Б и В в таком порядке)? 
 
Ответ: 17 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 5 (3 балла). 
 
1. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие возможные n, 
если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) равно 15 ? Если возможных 
значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 144, 324 || 144; 324 || 324; 144 || 324, 144 
 
2. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие возможные n, 
если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) равно 21 ? Если возможных 
значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 576, 2916 || 576; 2916 || 2916, 576 || 2916; 576 
 
3. Известно, что натуральное число n делится на 3 и на 4. Найдите все такие возможные n, 
если известно, что количество всех его делителей (включая 1 и n) равно 22 ? Если возможных 
значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 



Ответ: 3072 
 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 456 
 
Задача 6 (3 балла). 
 
1. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 49, BC = 84, AD = 140. BCDE также 
равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 136. 
 
 
2. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 121, BC = 176, AD = 220. BCDE также 
равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 84. 
 
 
3. ABCD — равнобедренная трапеция, AB = CD = 25, BC = 40, AD = 60. BCDE также 
равнобедренная трапеция. Найдите AE. (Точки А и Е не совпадают) 
Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 44. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
45; 56 
 
Задача 7 (3 балла). 
 
1. Дана арифметическая прогрессия an с разностью 2 и первым членом a1 = 9. При каком n 

выполнено следующее равенство: 

1
√a1+√a2

+ 1
√a2+√a3

+…+ 1
√an− 1+√an

= 21
? 

 
Ответ: 1009. 
 
2. Дана арифметическая прогрессия an с разностью 2 и первым членом a1 = 4. При каком n 

выполнено следующее равенство:  

1
√a1+√a2

+ 1
√a2+√a3

+…+ 1
√an− 1+√an

= 22
? 

 
 
Ответ: 1057. 
 
3. Дана арифметическая прогрессия an с разностью 2 и первым членом a1 = 1. При каком n 

выполнено следующее равенство:  

1
√a1+√a2

+ 1
√a2+√a3

+…+ 1
√an− 1+√an

= 23
? 



 
 
Ответ: 1105 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 8 (3 балла). 
 

1. Пусть 
f (x)= 2•9x

9x+3 . Найдите сумму 
f (0)+ f( 1

2017)+…f(2016
2017)+ f (1)

. 
 
 
Ответ: 2018 
 

2. Пусть 
f (x)= 16x

16x+4 . Найдите сумму 
f (0)+ f( 1

2017)+…f(2016
2017)+ f (1)

. 
 
 
 
Ответ: 1009 
 

3. Пусть 
f (x)= 3• 4x

4 x+2 . Найдите сумму 
f (0)+ f( 1

2017)+…f(2016
2017)+ f (1)

. 
 
Ответ: 3027 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 9 (4 балла). 
 
1. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до точки 
касания равно 13, а расстояние между точками касания равно 24. Найдите наибольшее 
возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 65 
 
2. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до точки 
касания равно 10, а расстояние между точками касания равно 12. Найдите наибольшее 
возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 20 
 
3. Из точки А проведены две касательные к окружности. Расстояние от точки А до точки 
касания равно 10, а расстояние между точками касания равно 16. Найдите наибольшее 
возможное расстояние от точки А до точки на окружности. 
 
Ответ: 30 
 
Примеры записи ответов: 



45 
 
Задача 10 (5 баллов). 
 

1. График дробно-линейной функции 
3 x− 3
x− 2 повернули вокруг некоторой точки на какой-то 

угол, в результате чего получился график дробно-линейной функции 
− x+a
2 x− 4 . Чему может 

быть равно a? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через 
точку с запятой. 
 
Ответ: -4, 8 || -4; 8 || 8; -4 || 8, -4 
 

2. График дробно-линейной функции 
5 x− 7
x− 2 повернули вокруг некоторой точки на какой-то 

угол, в результате чего получился график дробно-линейной функции 
− 12 x+a

3 x+1 . Чему может 
быть равно a? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через 
точку с запятой. 
 
Ответ: 5, -13 || 5; -13 || -13; 5 || -13, 5 
 

3. График дробно-линейной функции 
3 x− 11

x− 3 повернули вокруг некоторой точки на какой-то 

угол, в результате чего получился график дробно-линейной функции 
12 x− a
4 x− 1 . Чему может 

быть равно a? Если возможных значений несколько, перечислите их в любом порядке через 
точку с запятой. 
 
Ответ: -5; 11 || -5, 11 || 11; -5 || 11, -5 
 
Примеры записи ответов: 
-1 
-1; 2 
 



Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10

√
6 − 20, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 10
2. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 8

√
6 − 16, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 8
3. Îäíà èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ðàâíà 6

√
6 − 12, à äâà åãî óãëà ðàâíû 30 è 45 ãðàäóñàì. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà? Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

1. Äàíà äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
3x− 2

x− 2
. Íàéäèòå êâàäðàò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íà ðàçíûõ

âåòâÿõ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè.
Îòâåò: 32

2. Äàíà äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
5x+ 4

x− 1
. Íàéäèòå êâàäðàò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íà ðàçíûõ

âåòâÿõ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè.
Îòâåò: 72

3. Äàíà äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
2x+ 27

x+ 1
. Íàéäèòå êâàäðàò íàèìåíüøåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè íà

ðàçíûõ âåòâÿõ ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè.
Îòâåò: 200

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ xn+1 =

√
3xn − xn−1. Ïðè ýòîì x0 = −2, x1 =

√
3. Íàéäèòå

x2000.
Îòâåò: -5.
2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ xn+1 = xn − xn−1. Ïðè ýòîì x1 = −2, x2 = 3. Íàéäèòå x2016.
Îòâåò: -5.
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ xn+1 =

√
2xn − xn−1. Ïðè ýòîì x0 = −3, x1 = 2

√
2. Íàéäèòå

x2222.
Îòâåò: -7.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 10x+ a èìååò êîðíè x2 è x4. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 − 4x+ b èìååò êîðíè x1 è x3. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 10x+ a)(x2 − 4x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 6
2. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 5x + a èìååò êîðíè x2 è x4. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 + 2x + b èìååò êîðíè x1 è x3. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 5x+ a)(x2 + 2x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 7
3. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x2 − 3x + a èìååò êîðíè x1 è x3. Êâàäðàòíîå óðàâåíèå x

2 − 8 + b èìååò êîðíè x2 è x4. Ïðè
ýòî x1 < x2 < x3 < x4. ×åìó ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
(x2 − 3x+ a)(x2 − 8x+ b) 6 0? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
1. Ó ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-

ãðåññèþ. Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ïðè x ðàâåí 6, ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 9. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè
x3? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1.5
15
1; 5
Îòâåò: -2; 2 || 2; -2 || 2, -2 || -2, 2 || +2; -2 || -2; +2
2. Ó ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-

ãðåññèþ. Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ïðè x3 ðàâåí 2, ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí 25. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí êîýôôèöèåíò ïðè
x? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1.5
15
1; 5
Îòâåò: -10; 10 || 10; -10 || 10, -10 || -10, 10 || +10; -10 || -10; +10
3. Ó ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åòâ¼ðòîé ñòåïåíè ðîâíî ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, îáðàçóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-

ãðåññèþ. Êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà ïðè x3 ðàâåí 2
√
3, êîýôôèöèåíò ïðè x ðàâåí 6. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâåí ñâîáîäíûé

÷ëåí? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1.5
15

1



1; 5
Îòâåò: 3

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 211 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 20; 210 || 210; 20 || 20, 210 || 210, 20 || 20; 210; || 210; 20
2. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 326 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 25; 325 || 325; 25 || 25, 325 || 325, 25 || 25; 325; || 325; 25
3. Æåíÿ íàðèñîâàë íà ïëîñêîñòè íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ. Ñêîëüêî Æåíÿ íàðèñîâàë ïðÿìûõ, åñëè èçâåñòíî,

÷òî îíè ðàçäåëèëè ïëîñêîñòü íà 466 ÷àñòåé? Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ëþáîì
ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.

Îòâåò: 30; 465 || 465; 30 || 30, 465 || 465, 30 || 30; 465; || 465; 30

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)
1. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB è CD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ

K è L. Ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êå X. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà
AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB = 23, BC = 3, CD = 22, AD = 12.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 8
2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB è CD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ

K è L. Ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êå X. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà
AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB = 17, BC = 4, CD = 13, AD = 16.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 12
3. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB è CD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ

K è L. Ïðÿìàÿ KL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êå X. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ íà
AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB = 31, BC = 5, CD = 29, AD = 25.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 15

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 20 ìîæíî ðàçðåçàòü íà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 571
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 24 ìîæíî ðàçðåçàòü ãà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 2131
3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïðÿìîóãîëüíèê 3× 28 ìîæíî ðàçðåçàòü íà êâàäðàòèêè 2× 2 è ïîëîñêè 1× 4 ?
Îòâåò: 9573

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 625?
Îòâåò: 5
2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 343?
Îòâåò: 4
3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè ñòîðîíàìè ó êîòîðûõ

îòíîøåíèå ïëîùàäè ê ïîëóïåðèìåòðó ðàâíî 243?
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
1. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,

x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 9, x2 + y2 = 16. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 5p+23 || 23+5p || 5ï+23 || 23+5ï || 5*p+23 || 23+5*p || 5*ï+23 || 23+5*ï || p*5+23 || ï*5+23
2. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,

x2 + y2 = 4, x2 + y2 = 25, x2 + y2 = 49. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 9p+39 || 39+9p || 9ï+39 || 39+9ï || 9*p+39 || 39+9*p || 9*ï+39 || 39+9*ï || p*9+39 || ï*9+39
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3. Ïàóê ñïë¼ë ïàóòèíó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç îñè àáñöèññ, îñè îðäèíàò, à òàê æå ñëåäóþùèõ êðèâûõ: y = x, y = −x,
x2 + y2 = 9, x2 + y2 = 49, x2 + y2 = 81. Çà äåíü âî âñå óçëû ïîïàëèñü ìóõè. Ïàóê ñèäèò â òî÷êå (0,0) è ñîáèðàåòñÿ ñúåñòü
âñåõ ìóõ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïàóê, ïîêà íå çàêîí÷èò åñòü?

Îòâåò íå îêðóãëÿéòå. Äëÿ çàïèñè ÷èñëà π èñïîëüçóéòå ðóññêóþ áóêâó ï èëè àíãëèéñêóþ p.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
3p+10
1.5ï+7.5
Îòâåò: 12p+47 || 47+12p || 12ï+47 || 47+12ï || 12*p+47 || 47+12*p || 12*ï+47 || 47+12*ï || p*12+47 || ï*12+47
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Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
1 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 16 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 10. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 24

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàêKL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 5, à KM =

AD +BC

2
= 13,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 12. Îòñþäà BD = 2LM = 24.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 10 : 16 = 5 : 8. Òàê êàê AC = 10, òî OC =
5

13
AC =

50

13
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
102 − 2500

169
=

120

13
. Îòñþäà BD =

13

5
OB =

13

5
· 120
13

= 24.

2. (3 áàëëà) Â ðàâíîãðàííîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî
ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàê-

æå ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé åìó êîëëèíåàðåí. Òàêèì

îáðàçîì, ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî íàø ìíîãîãðàííèê ïàðàëëåëåïèïåä.
Óìíîæèâ äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ïîíèìàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü âçàèìíóþ

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü òð¼õ âåêòîðîâ: a⃗ − b⃗ − c⃗ + d⃗, a⃗ + b⃗ − c⃗ − d⃗ è a⃗ − b⃗ + c⃗ − d⃗. Ðàññìîòðèì
ïåðâûå äâà âåêòîðà. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà íàì
íóæíî äîêàçàòü, ÷òî x⃗ − y⃗ ⊥ x⃗ + y⃗, òî åñòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî
0. Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòî x⃗2 − y⃗2, à ðàâåíñòâî åãî íóëþ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x⃗2 è
y⃗2, òî åñòü ðàâåíñòâó äëèí x⃗ è y⃗. Íî ýòî ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà
òåòðàýäðà ðàâíû, ÷òî ñëåäóåò èç ðàâíîãðàííîñòè òåòðàýäðà. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü îñòàëüíûõ
ïàð âåêòîðîâ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+5 è y = (lnx− 5)/3.

Îòâåò:
√
2(2 +

ln 3

3
).

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,



ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+5 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx− 5)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+5), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+5;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e3x+5)2 + (e3x+5 − x)2 =
√
2(e3x+5 − x)2 =

√
2|e3x+5 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+5−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

3e3x+5 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 5

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 5

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+5 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
2 +

ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 450 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 150 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 6 ãðóïï ïî 75 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F .

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ D, à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ E, à C ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ F , à D ñ E.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ C, à D ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , B ñ D, à C ñ E.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 75 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ êîì-

ïàíèé ðîâíî ïî 150.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.



Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.



5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 4f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.

Îòâåò: f(x) = 4 · 3x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 4f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 4f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 4. Åñëè f(0) = 0, òî 4f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 4.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 4f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 3f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)3n = 4 · 3n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

4n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

4n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 3 ·4n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

4 · 3 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

4m−1 (f(
1
n
))m = 1

4m−14
m · 3m

n = 4 · 3m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 4f(0) = 4f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 4 · 3−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 4·3x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 5. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
z2 + t2 +

√
t2 + 9 ⩾ 10

.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, 1); C(x+ y, 1+ x); D(x+ y+ z, 1+
x+ y); E(x+ y+ z + t, 1 + x+ y+ z); F (x+ y+ z + t+ 3, 1 + x+ y+ z + t). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 5,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (8, 6) à äëèíà îòðåçêà AF = 10.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2017x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2017x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1009
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1009.

2) x =
π + 4πk

4036
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =



=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1009 èëè −1009, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1009x

sin x
=

sin 1009x cos 1009x

sinx
, îòêóäà sin 1009x = 0 èëè sin 1009x = cos 1009x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1009x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1009
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1009.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1009x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4036
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 12341234 . . . 1234. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

64 . . . 64 � 100-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (1 + 2 + 3 + 4) · 50 = 500. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 100 öèôð. Ïîñêîëüêó 100-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.



Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 100 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 500. Çíà÷èò, â êàæäîì 100-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 376464 . . . 64, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 1234, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 4 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 64, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
2 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 12 è BC = 8 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåííûå
íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 12. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 16

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàêKL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 6, à KM =

AD +BC

2
= 10,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 8. Îòñþäà BD = 2LM = 16.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 8 : 12 = 2 : 3. Òàê êàê AC = 12, òî OC =
2

5
AC =

24

5
. Ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
82 − 242

52
=

32

5
. Îòñþäà BD =

5

2
OB =

5

2
· 32
5

= 16.

2. (3 áàëëà) Â îðòîöåíòðè÷åñêîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ
åãî ìåäèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ.
Äîêàæèòå, ÷òî â ïîëó÷èâøåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå ð¼áðà èìåþò ðàâíóþ äëèíó.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàêæå

ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé èìååò òó æå äëèíó. Óìíîæèâ

äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ïîíèìàåì, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâà |⃗a − b⃗ − c⃗ + d⃗| =
|⃗a+ b⃗− c⃗− d⃗| = |⃗a− b⃗+ c⃗+ d⃗|.

Òàêæå ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Ýòè âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþò äâóì ïðî-
òèâîïîëîæíûì ð¼áðàì òåòðàýäðà. Ïîñêîëüêó òåòðàýäð îðòîöåíòðè÷åñêèé, ýòè ð¼áðà ïåðïåíäè-
êóëÿðíû, òî åñòü x⃗y⃗ = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì x⃗2 − 2x⃗y⃗ + y⃗2 = x⃗2 + 2x⃗y⃗ + y⃗2, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî
|x⃗− y⃗| = |x⃗+ y⃗|. Âñïîìèíàÿ, ÷òî òàêîå x⃗ è y⃗, ïîëó÷àåì |⃗a− b⃗− c⃗+ d⃗| = |⃗a+ b⃗− c⃗− d⃗|. Àíàëîãè÷íî
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ýòè ìîäóëè ðàâíû òàêæå è |⃗a− b⃗+ c⃗+ d⃗|, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+7 è y = (lnx− 7)/3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+7 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè



y = (lnx− 7)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+7), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+7;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e3x+7)2 + (e3x+7 − x)2 =
√
2(e3x+7 − x)2 =

√
2|e3x+7 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+7−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

3e3x+7 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 7

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 7

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+7 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
8 + ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 200 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 50 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 8 ãðóïï ïî 25 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F , G è H

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ H, D ñ G,

à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ C, E ñ H,

à F ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , G ñ H, B ñ E,

à C ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû H, B ñ G, C ñ F , à

E ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ F , C ñ G, à

D ñ H.



Êîìïàíèÿ íîìåð 7 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ H, D ñ F ,
à E ñ G.

Êîìïàíèÿ íîìåð 8 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû G, F ñ H, D ñ B,
à E ñ C.

Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 25 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ êîì-
ïàíèé ðîâíî ïî 50.

Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè
öâåòàìè.

Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 5f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

Îòâåò: f(x) = 5 · 2x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 5f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 5f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 5. Åñëè f(0) = 0, òî 5f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 5.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 5f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 2f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)2n = 5 · 2n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

5n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

5n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 2 ·5n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

5 · 2 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

5m−1 (f(
1
n
))m = 1

5m−15
m · 2m

n = 5 · 2m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 5f(0) = 5f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 5 · 2−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 5·2x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 4. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + t2 +
√
z2 + 1 +

√
z2 + t2 +

√
y2 + x2 +

√
y2 + 64 ⩾ 13.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, t); C(x+z, t+1);D(x+z+t, t+1+z);
E(x + z + t + y, t + 1 + z + x); F (x + z + t + y + 8, t + 1 + z + x + y). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 4,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (12, 5) à äëèíà îòðåçêà AF = 13.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2013x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2013x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1007
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1007.

2) x =
π + 4πk

4028
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x



Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1007 èëè −1007, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1007x

sin x
=

sin 1007x cos 1007x

sinx
, îòêóäà sin 1007x = 0 èëè sin 1007x = cos 1007x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1007x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1007
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1007.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1007x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4028
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 300-çíà÷íîå ÷èñëî 12251225 . . . 1225. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

55 . . . 55 � 150-çíà÷íîå ÷èñëî.



Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (1 + 2 + 2 + 5) · 75 = 750. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 150 öèôð. Ïîñêîëüêó 150-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 150 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 750. Çíà÷èò, â êàæäîì 150-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 375555 . . . 55, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 1225, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 5 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 55, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
3 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 14 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 16. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 30

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàêKL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 8, à KM =

AD +BC

2
= 17,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 15. Îòñþäà BD = 2LM = 30.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 14 : 20 = 7 : 10. Òàê êàê AC = 16, òî OC =
7

17
AC =

112

17
.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =

√
142 − 1122

172
=

210

17
. Îòñþäà BD =

17

7
OB =

17

7
· 210
17

= 30.

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìå-
äèàí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Ïîëó-
÷èâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê îêàçàëñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé
òåòðàýä � ðàâíîãðàííûé.

Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí çà-

äàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàê-

æå ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé åìó êîëëèíåàðåí. Òàêèì

îáðàçîì, êñòàòè, ìû äîêàçàëè, ÷òî íàø ìíîãîãðàííèê ïàðàëëåëåïèïåä â ëþáîì òåòðàýäðå.
Óìíîæèâ äëèíû âñåõ âåêòîðîâ íà 6, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è ýêâèâàëåíòíî âçàèì-

íîé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè òð¼õ âåêòîðîâ: a⃗− b⃗− c⃗+d⃗, a⃗+ b⃗− c⃗−d⃗ è a⃗− b⃗+ c⃗−d⃗. Ðàññìîòðèì ïåðâûå
äâà âåêòîðà. Ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî
x⃗− y⃗ ⊥ x⃗+ y⃗, òî åñòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî 0. Èõ ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ýòî x⃗2− y⃗2, à ðàâåíñòâî åãî íóëþ ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó x⃗2 è y⃗2, òî åñòü ðàâåíñòâó äëèí
x⃗ è y⃗. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáðà òåòðàýäðà ðàâíû. Àíàëîãè÷íî ìû ïîëó÷à-
åì ðàâåíñòâî îñòàëüíûõ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåá¼ð, ñëåäîâàòåëüíî, òåòðàýäð äåéñòâèòåëüíî
ðàâíîãðàííûé.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e5x+7 è y = (lnx− 7)/5.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.



Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e5x+7 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx− 7)/5. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè
îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e5x+7), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e5x+7;x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√

(x− e5x+7)2 + (e5x+7 − x)2 =
√
2(e5x+7 − x)2 =

√
2|e5x+7 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e5x+7−x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé: f ′(x) =

5e5x+7 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 5− 7

5
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

5
+

ln 5 + 7

5
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e5x+7 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
8 + ln 5

5

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 600 ãîðîäîâ è 6 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäèíå-
íû ðåéñàìè îäíîé èç øåñòè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîìïàíèÿ
è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé àâèà-
êîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 6 ãðóïï ïî 100 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F .

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ D, à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ E, à C ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ F , à D ñ E.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ C, à D ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , B ñ D, à C ñ E.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 100 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ

êîìïàíèé ðîâíî ïî 200.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.
Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 3f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 12.



Îòâåò: f(x) = 3 · 4x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 3f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 3f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 3. Åñëè f(0) = 0, òî 3f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 3.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 3f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 4f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)4n = 3 · 4n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

3n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

3n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 4 ·3n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

3 · 4 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

3m−1 (f(
1
n
))m = 1

3m−13
m · 4m

n = 3 · 4m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 3f(0) = 3f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 3 · 4−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 3·4x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 7. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + y2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
t2 + 64 +

√
z2 + t2 ⩾ 17.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, y); C(x+1, y+ x); D(x+1+ y, y+
x+ z); E(x+ 1+ y+ t, y+ x+ z + 8); F (x+ 1+ y+ t+ z, y+ x+ z + 8+ t). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 7,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (8, 15) à äëèíà îòðåçêà AF = 17.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2019x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2019x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1010
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1010.

2) x =
π + 4πk

4040
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:

n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=



=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1010 èëè −1010, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1010x

sin x
=

sin 1010x cos 1010x

sinx
, îòêóäà sin 1010x = 0 èëè sin 1010x = cos 1010x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1010x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1010
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1010.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1010x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4040
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.

8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà èõ
ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 200-çíà÷íîå ÷èñëî 3112331123 . . . 31123. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

73 . . . 73 � 80-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (3 + 1 + 1 + 2 + 3) · 40 = 400. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà
òàêàÿ æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 80 öèôð. Ïîñêîëüêó 80-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 80 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 400. Çíà÷èò, â êàæäîì 80-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 377373 . . . 73, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.



Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 31123, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 3 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 73, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
11 ìàðòà 2018 ã.

11 êëàññ
4 âàðèàíò

1. (2 áàëëà) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD = 20 è BC = 10 îêðóæíîñòè, ïîñòðîåí-
íûå íà ñòîðîíàõ AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äëèíà äèàãîíàëè
AC ðàâíà 18. Íàéäèòå äëèíó BD.

Îòâåò: Îòâåò: 24

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ îêðóæíîñòåé çà O. Òîãäà òàê êàê îêðóæíîñòè ïîñòðîåíû
íà ñòîðîíàõ òðàïåöèè AB, BC è CD êàê íà äèàìåòðàõ, òî óãëû ∠AOB, ∠BOC è ∠COD �
ïðÿìûå, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A, O, C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è òî÷êè B, O, D ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, òî åñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òðàïåöèè.

Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, BC è CD çàK, L èM ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàêKL è LM �
ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ ABC è BCD, KL ∥ AC è LM ∥ BD. Çíà÷èò, KL ⊥ LM , òî åñòü

òðåóãîëüíèê KLM � ïðÿìîóãîëüíûé. Êðîìå òîãî, KL =
AC

2
= 9, à KM =

AD +BC

2
= 15,

çíà÷èò, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, LM = 12. Îòñþäà BD = 2LM = 24.
Âìåñòî ðàññóæäåíèé ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè BOC è AOD,

êîòîðûå ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåíòîì 10 : 20 = 1 : 2. Òàê êàê AC = 18, òî OC =
1

3
AC = 6. Ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà â òðåóãîëüíèêå BOC íàõîäèì OB =
√
102 − 62 = 8. Îòñþäà BD =

3

1
OB =

3 · 8 = 24.

2. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîì òåòðàýäðå îòìåòèëè îñíîâàíèÿ è ñåðåäèíû âñåõ ÷åòûð¼õ åãî ìåäè-
àí. Êàæäîå îñíîâàíèå ìåäèàíû òåòðàýäðà ñîåäèíèëè ñ ñåðåäèíàìè òð¼õ îñòàëüíûõ. Â ïîëó÷èâ-
øåìñÿ ìíîãîãðàííèêå âñå 12 ðåá¼ð îêàçàëèñü ðàâíîé äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûé òåòðàýäð
îðòîöåíòðè÷åñêèé.

Ðåøåíèå:Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òåòðàýäðà çà a⃗, b⃗, c⃗ è d⃗. Òîãäà îñíîâàíèÿ ìåäèàí

çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
b⃗+ c⃗+ d⃗

3
è àíàëîãè÷íûìè åé, à ñåðåäèíû ìåäèàí ôîðìóëîé

a⃗+b⃗+c⃗
3

+ d⃗

2
=

a⃗+ b⃗+ c⃗+ 3d⃗

6
è àíàëîãè÷íûìè åé.

Âû÷èòàÿ îäèí ðàäèóñ-âåêòîð èç äðóãîãî, ïîëó÷àåì âåêòîðû ð¼áåð ïîëó÷èâøåãîñÿ ìíîãî-

ãðàííèêà
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
è àíàëîãè÷íûå åìó. Ïðè ýòîì êàæäûé òàêîé âåêòîð ìû ïîëó÷àåì äâà

ðàçà, ò.å. âñåãî 6 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ. Êðîìå òîãî, âìåñòî ñ âåêòîðîì
a⃗− b⃗− c⃗+ d⃗

6
ìû òàêæå

ïîëó÷àåì è ïðîòèâîïîëîæíûé åìó âåêòîð
−a⃗+ b⃗+ c⃗− d⃗

6
, êîòîðûé èìååò òó æå äëèíó.

Äîìíîæèì âñå ýòè âåêòîðû íà 6. Óñëîâèå çàäà÷è ñâîäèòüñÿ ê ñëåäóþùèì ðàâåíñòâàì: |⃗a−
b⃗ − c⃗ + d⃗| = |⃗a + b⃗ − c⃗ − d⃗| = |⃗a − b⃗ + c⃗ + d⃗|. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ a⃗ − c⃗ = x⃗ è b⃗ − d⃗ = y⃗. Òîãäà
ðàâåíñòâî ïåðâîãî è âòîðîãî ìîäóëåé ïðåâðàòèòñÿ â |x⃗− y⃗| = |x⃗+ y⃗|. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â
âèäå ñêàëÿðíûõ êâàäðàòîâ ýòèõ âåêòîðîâ: x⃗2 − 2x⃗y⃗+ y⃗2 = x⃗2 +2x⃗y⃗+ y⃗2, îòêóäà 4x⃗y⃗ = 0, òî åñòü
âåêòîðû x⃗ è y⃗ ïåðïåíäèêóëÿðíû, à ýòî âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ïðîòèâîïîëîæíûì ð¼á-
ðàì òåòðàýäðà. Èç ðàâåíñòâ îñòàëüíûõ ïàð ìîäóëåé ïîëó÷àåì ïåðåïåíäèêóëÿðíîñòü îñòàëüíûõ
ïàð ð¼áåð, à ýòî îäèí èç ïðèçíàêîâ îðòîöåíòðè÷åñêîãî òåòðàýäðà.

3. (3 áàëëà) Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó êðèâûìè y = e3x+11 è y = (ln x− 11)/3.

Ðåøåíèå: Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó èõ áëèæàéøè-
ìè òî÷êàìè. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè, ìåæäó ãðàôèêàìè êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ðàññòîÿíèå,
ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè äðóã ê äðóãó, à èõ ãðàôèêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x è,
êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íå¼.

Åñëè ìû íàéä¼ì íà ãðàôèêå ôóíêöèè y = e3x+11 òî÷êó A, áëèæàéøóþ ê ïðÿìîé y = x, òî
òî÷êà A′, ñèììåòðè÷íàÿ åé, î÷åâèäíî, áóäåò áëèæàéøåé ê ýòîé ïðÿìîé íà ãðàôèêå ôóíêöèè
y = (lnx−11)/3. Åñëè ïðîâåñòè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé y = x, ãðàôèêè



îáåèõ ôóíêöèé îêàæóòñÿ âíå ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé ýòèìè ïðÿìûìè, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè íà ýòèõ ãðàôèêàõ íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êàìè A è A′,
çíà÷èò, AA′ è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Ïóñòü êîîðäèíàòû òî÷êè A ýòî (x; e3x+11), òîãäà A′ èìååò êîîðäèíàòû (e3x+11; x) è ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè

ρ(x) =
√
(x− e3x+11)2 + (e3x+11 − x)2 =

√
2(e3x+11 − x)2 =

√
2|e3x+11 − x|

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = e3x+11 − x è íàéäåì åå ìèíèìóì c ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé:
f ′(x) = 3e3x+11 − 1. Ïðèðàâíèâàÿ ýòó ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ â òî÷êå x0, ìû ïîëó÷àåì x0 =
− ln 3− 11

3
.

Òîãäà ïðè x < x0 ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, à ïðè x > x0 � âîçðàñòàåò, ñëåäîâàòåëüíî â òî÷êå
x0 ôóíêöèÿ f(x) äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

f(x0) =
1

3
+

ln 3 + 11

3
> 0, ñëåäîâàòåëüíî f(x) > 0 ïðè x ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ρ(x) =
√
2(e3x+11 − x).

Çàìåòèì, ÷òî ρ(x) îòëè÷àåòñÿ îò f(x) äîìíîæåíèåì íà
√
2, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì ôóíê-

öèè äîñòèãàåòñÿ â òîé æå òî÷êå, ÷òî è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x). Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå

ðàññòîÿíèå ðàâíî:
√
2

(
4 +

ln 3

3

)
.

4. (3 áàëëà) Â íåêîòîðîé ñòðàíå 800 ãîðîäîâ è 8 àâèàêîìïàíèé. Êàæäûå äâà ãîðîäà ñîåäè-
íåíû ðåéñàìè îäíîé èç âîñüìè àâèàêîìïàíèé. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî íàéä¼òñÿ àâèàêîì-
ïàíèÿ è áîëüøå 200 ãîðîäîâ, ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç êîòîðûõ ìîæíî äîáðàòüñÿ ðåéñàìè ýòîé
àâèàêîìïàíèè (âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè)?

Îòâåò: Íåò, ýòî íå îáÿçàòåëüíî âåðíî.

Ðåøåíèå: Ïîñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ðàçîáú¼ì ãîðîäà íà 8 ãðóïï ïî 100 ãîðîäîâ. Íàçîâ¼ì ýòè
ãðóïïû A, B, C, D, E, F , G è H

Âíóòðè êàæäîé ãðóïïû ñîåäèíèì ãîðîäà ðåéñàìè êîìïàíèè íîìåð 1.
Êîìïàíèÿ íîìåð 2 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû B, C ñ H, D ñ G,

à E ñ F .
Êîìïàíèÿ íîìåð 3 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû D, B ñ C, E ñ H,

à F ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 4 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû F , G ñ H, B ñ E,

à C ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 5 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû H, B ñ G, C ñ F , à

E ñ D.
Êîìïàíèÿ íîìåð 6 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû E, B ñ F , C ñ G, à

D ñ H.
Êîìïàíèÿ íîìåð 7 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû C, B ñ H, D ñ F ,

à E ñ G.
Êîìïàíèÿ íîìåð 8 áóäåò ñîåäèíÿòü ãîðîäà ãðóïïû A ñ ãîðîäàìè ãðóïïû G, F ñ H, D ñ B,

à E ñ C.
Òàêèì îáðàçîì, ðåéñû êîìïàíèè íîìåð 1 ñâÿçûâàþò ïî 100 ãîðîäîâ, à ðåéñû îñòàëüíûõ

êîìïàíèé ðîâíî ïî 200.
Ýòî ïîñòðîåíèå ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå. Ðàçíûå êîìïàíèè îáîçíà÷åíû ðàçíûìè

öâåòàìè.



Äàííûé êîíòðïðèìåð, ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííûé.

5. (3 áàëëà) Íàéäèòå âñå íåïðåðûâíûå íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
òîæäåñòâó 2f(x+ y) = f(x)f(y) è óñëîâèþ f(1) = 10.

Îòâåò: f(x) = 2 · 5x.
Ðåøåíèå:

Âíà÷àëå äîêàæåì, ÷òî f(x) ⩾ 0. Äåéñòâèòåëüíî, 2f(x) = f
(
x
2

)2 ⩾ 0.
Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå çàäà÷è x = y = 0, ïîëó÷àåì 2f(0) = f(0) · f(0) îòêóäà f(0) = 0 èëè

f(0) = 2. Åñëè f(0) = 0, òî 2f(x + 0) = f(x)f(0), îòêóäà f(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x, ÷òî íåâåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) = 2.

Ïîäñòàâëÿÿ y = 1, ïîëó÷àåì 2f(x + 1) = f(x) · f(1), òî åñòü f(x + 1) = 5f(x). Îòñþäà äëÿ
ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàõîäèì f(n) = f(0)5n = 2 · 5n.

Òàêæå ëåãêî ïî èíäóêöèè äîêàçàòü ôîðìóëó f(x1 + x2 + ... + xn) =
1

2n−1f(x1)f(x2) . . . f(xn),

îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, f(1) = f
(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

2n−1 (f(
1
n
))n. Çíà÷èò, f

(
1
n

)n
= 5 ·2n, îòêóäà f

(
1
n

)
=

2 · 5 1
n äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.
Îòñþäà f

(
m
n

)
= f

(
1
n
+ . . .+ 1

n

)
= 1

2m−1 (f(
1
n
))m = 1

2m−12
m · 5m

n = 2 · 5m
n äëÿ íàòóðàëüíûõ m è

n.
Òåïåðü ðàçáåð¼ìñÿ ñ îòðèöàòåëüíûìè äðîáÿìè: 2f(0) = 2f

(
m
n
− m

n

)
= f

(
m
n

)
f
(
−m

n

)
, îòêóäà

f
(
−m

n

)
= 2 · 5−m

n .
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(x) = 2·5x äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

ðàâåíñòâà òàêæå íåïðåðûâíà, à åñëè äâå ôóíêöèè ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî
îíè ñîâïàäàþò íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

6. (3 áàëëà) Ïóñòü x, y, z è t � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî x+y+z+t = 2. Äîêàæèòå
íåðàâåíñòâî √

x2 + z2 +
√
x2 + 1 +

√
z2 + y2 +

√
y2 + t2 +

√
t2 + 4 ⩾ 5.

Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ñëåäóþùèå òî÷êè: A(0, 0); B(x, z); C(x+1, z+ x); D(x+1+ z, z+
x+ y); E(x+ 1+ z + y, z + x+ y+ t); F (x+ 1+ z + y+ t, z + x+ y+ t+ 2). Òîãäà äëèíà ëîìàíîé
ABCDEF ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì, êîòîðîå òðåáóåòñÿ îöåíèòü. Ïî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà
äëèíà ëîìàíîé ABCDEF íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà AF . Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x+ y + z + t = 2,
êîîðäèíàòû òî÷êè F ýòî (3, 4) à äëèíà îòðåçêà AF = 5.

7. (4 áàëëà) Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin x+ sin 3x+ . . .+ sin 2015x = cos x+ cos 3x+ . . .+ cos 2015x.

Îòâåò:

1) x =
πk

1008
, k ∈ Z, k íå äåëèòñÿ íà 1008.

2) x =
π + 4πk

4032
, k ∈ Z.

Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà ñëåäóþùèå ôîðìóëû ïî èíäóêöèè â ñëó÷àå, åñëè sinx ̸= 0:



n∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
sin2(nx)

sinx

n∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
=

sin(nx) cos(nx)

sin x

Ïåðâàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: sin x =
sin2 x

sinx
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

sin((2k − 1)x) =
n∑

k=1

sin((2k − 1)x) + sin ((2n+ 1)x) =
sin2(nx)

sin x
+ sin ((2n+ 1)x) =

=
sin2(nx) + sin (2nx+ x) sinx

sin x
=

sin2(nx) + sin(2nx) cos x sin x+ cos(2nx) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) + 2 sin(nx) cos(nx) cos x sinx+ (cos2(nx)− sin2(nx)) sin2 x

sinx
=

=
sin2(nx) cos2 x+ 2 sin(nx) cos(nx) cos x sin x+ cos2(nx) sin2 x

sinx
=

=
(sin(nx) cos(x) + cosnx sin x)2

sin x
=

sin2((n+ 1)x)

sinx
.

Âòîðàÿ ôîðìóëà. Áàçà n = 1: cos x =
sin 2x

2 sin x
� âåðíîå óòâåðæäåíèå.

Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî n, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî
è äëÿ n+ 1.

n+1∑
k=1

cos((2k − 1)x) =
n∑

k=1

cos((2k − 1)x) + cos ((2n+ 1)x) =
sin(2nx)

2 sin x
+ cos ((2n+ 1)x) =

=
sin(2nx) + 2 cos (2nx+ x) sinx

2 sin x
=

sin(2nx) + 2 cos(2nx) cos x sin x− 2 sin(2nx) sin2 x

2 sin x
=

=
sin(2nx)(1− 2 sin2 x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2nx) cos(2x) + cos(2nx) sin 2x

2 sin x
=

sin(2(n+ 1)x)

2 sin x
.

Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ñëó÷àé sin x = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â
0, à ïðàâàÿ ýòî 1008 èëè −1008, òî åñòü ÷èñëà x = πk ïðè öåëûõ k íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè
çàäà÷è.

Âîñïîëüçîâàâøèñü äîêàçàííûìè âûøå ôîðìóëàìè, ïðåâðàòèì èñõîäíîå óðàâíåíèå â
sin2 1008x

sin x
=

sin 1008x cos 1008x

sinx
, îòêóäà sin 1008x = 0 èëè sin 1008x = cos 1008x.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1008x = πk, k ∈ Z, îòêóäà x =
πk

1008
, k ∈ Z. Ïðè ýòîì, òàê êàê

sinx ̸= 0, ÷èñëî k íå äåëèòñÿ íà 1008.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì 1008x =
π

4
+ πk, k ∈ Z, îòêóäà x =

π + 4πk

4032
, k ∈ Z. Äëÿ òàêèõ

÷èñåë sin x ̸= 0, ïîýòîìó èç ýòîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé íèêàêèå ÷èñëà èñêëþ÷àòü íå ïðèõîäèòñÿ.



8. (4 áàëëà) Ñ ÷èñëîì, çàïèñàííûì íà äîñêå, ðàçðåøàåòñÿ äåëàòü ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ:
ñòèðàòü äâå ñîñåäíèå öèôðû, ñóììà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 9, è çàïèñûâàòü ýòó ñóììó íà
èõ ìåñòî. Èçíà÷àëüíî áûëî íàïèñàíî 100-çíà÷íîå ÷èñëî 21162116 . . . 2116. Ñ ÷èñëîì íà äîñêå
ïðîäåëûâàëè óêàçàííóþ îïåðàöèþ äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòàëî íåâîçìîæíî. Êàêîå íàèáîëüøåå
÷èñëî ìîãëî îêàçàòüñÿ íà äîñêå â ðåçóëüòàòå?

Îòâåò:

46 . . . 46 � 50-çíà÷íîå ÷èñëî.

Ðåøåíèå:

Ñóììà öèôð èñõîäíîãî ÷èñëà (2 + 1 + 1 + 6) · 25 = 250. Ñóììà öèôð êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêàÿ
æå.

Ðàçîáú¼ì öèôðû êîíå÷íîãî ÷èñëà íà ïàðû: ïåðâóþ ñî âòîðîé, òðåòüþ ñ ÷åòâ¼ðòîé, è ò.ä.
Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ìîæåò îñòàòüñÿ áåç ïàðû. Â êàæäîé ïàðå ñóììà öèôð íå ìåíüøå äåñÿòè,
îòêóäà â ÷èñëå íå ìîæåò áûòü áîëüøå 50 öèôð. Ïîñêîëüêó 50-çíà÷íûå ÷èñëà ïðåâîñõîäÿò âñå
÷èñëà ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì çíàêîâ, îòâåò â ïåðâóþ î÷åðåäü ñòîèò èñêàòü ñðåäè íèõ.

Åñëè â ÷èñëå ðîâíî 50 öèôð, è ñóììà öèôð â êàêîé-òî ïàðå áîëüøå 10, òî îáùàÿ ñóììà
öèôð áîëüøå 250. Çíà÷èò, â êàæäîì 50-çíà÷íîì ÷èñëå, êîòîðîå ìîæåò ó íàñ ïîëó÷èòüñÿ, ñóììà
öèôð â êàæäîé ïàðå ðîâíî 10.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî â êàæäîì òàêîì ÷èñëå ñóììà ñîñåäíèõ öèôð
ðàâíà 10 âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî: ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, íàïðèìåð, ÷èñëî 374646 . . . 46, â êîòîðîì
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ.

Â êàæäîé ïàðå íàì íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ïåðâóþ öèôðó è ìèíèìèçèðîâàòü âòîðóþ.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà öèôð ïîëó÷àåòñÿ óêàçàííûìè â óñëîâèè îïåðàöèÿìè èç 2116, âòîðàÿ
öèôðà íå ìåíüøå 6 è íàèáîëüøèé âàðèàíò äëÿ êàæäîé ïàðû ýòî 46, îòêóäà ìû ïîëó÷àåì îòâåò.



11 класс. I отборочный тур. 
 
Задача 1. (2 балла). 
 
1. Многочлен четвёртой степени равен квадрату своей второй производной. Известно, что 
коэффициент при x3 в этом многочлене равен 2. Найдите коэффициент при x2. 
 
Ответ: 216 
 
2. Многочлен четвёртой степени равен квадрату своей второй производной. Известно, что 
коэффициент при x3 в этом многочлене равен 3. Найдите коэффициент при x2. 
 
Ответ: 486 
 
3. Многочлен четвёртой степени равен квадрату своей второй производной. Известно, что 
коэффициент при x3 в этом многочлене равен 5. Найдите коэффициент при x2. 
 
Ответ: 1350 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 2. (2 балла). 
 
1. На пол поставили кубик со стороной 1, рядом с ним кубик со стороной 2, рядом с ним 
кубик со стороной 3 и т.д. Оказалось, что объем получившейся лестницы равен 672400. Какое 
количество кубиков было поставлено? 
 
Ответ: 40 
 
2. На пол поставили кубик со стороной 1, рядом с ним кубик со стороной 2, рядом с ним 
кубик со стороной 3 и т.д. Оказалось, что объем получившейся лестницы равен 216225. Какое 
количество кубиков было поставлено? 
 
Ответ: 30 
 
3. На пол поставили кубик со стороной 1, рядом с ним кубик со стороной 2, рядом с ним 
кубик со стороной 3 и т.д. Оказалось, что объем получившейся лестницы равен 396900. Какое 
количество кубиков было поставлено? 
 
Ответ: 35 
 
Примеры записи ответов: 
45 
  
Задача 3. (2 балла) 
 
1. ABCD — трапеция с основаниями AD  = 14 и BC  = 10. Оказалось, что середины всех 
четырёх сторон трапеции лежат на одной окружности. Найдите её радиус. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 6. 



 
2. ABCD — трапеция с основаниями AD  = 20 и BC  = 12. Оказалось, что середины всех 
четырёх сторон трапеции лежат на одной окружности. Найдите её радиус. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 8. 
 
3. ABCD — трапеция с основаниями AD  = 6 и BC  = 10. Оказалось, что середины всех 
четырёх сторон трапеции лежат на одной окружности. Найдите её радиус. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
4; 5 
 
Задача 4. (3 балла). 
 
1. Дан равногранный тетраэдр, длины рёбер которого — целые числа. Два из этих рёбер 
имеют длины 7 и 10. Какое наибольшее значение может принимать периметр тетраэдра? 
 
Ответ: 58. 
 
2. Дан равногранный тетраэдр, длины рёбер которого — целые числа. Два из этих рёбер 
имеют длины 5 и 8. Какое наибольшее значение может принимать периметр тетраэдра? 
 
Ответ: 44. 
 
3. Дан равногранный тетраэдр, длины рёбер которого — целые числа. Два из этих рёбер 
имеют длины 9 и 11. Какое наибольшее значение может принимать периметр тетраэдра? 
 
Ответ: 68. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 5. (3 балла). 
 
1. Функция f(x) определена для x > 0 и такова, что f(x) + f(y) = f(xy) ( x+y). Известно, что 
f(3) = 15. Найдите f(5). 
 
Ответ: 9 
 
2. Функция f(x) определена для x > 0  такова, что f(x) + f(y) = f(xy) ( x+y). Известно, что 
f(3) = 16. Найдите f(4). 
 
Ответ: 12 
 
3. Функция f(x) определена для x > 0  такова, что f(x) - f(y) = f(xy) ( y-x ). Известно, что 
f(2) = 10. Найдите f(5). 
 



Ответ: 4. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 6. (3 балла) 
 
1. Найдите все положительные решения системы уравнений.  

{ x1+x2= 5 x3
2

x2+x3= 5 x4
2

…
x2015+x2016= 5 x2017

2

x2016+x2017= 5 x1
2

x2017+x1= 5 x2
2

 
В ответе укажите значение x1. Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 0,4 || 0.4 || 2/5 
 
2. Найдите все положительные решения системы уравнений.  

{ x1+x2= 0,5 x3
2

x2+ x3= 0,5 x4
2

…
x2015+ x2016= 0,5 x2017

2

x2016+x2017= 0,5x1
2

x2017+x1= 0,5 x2
2

 
В ответе укажите значение x1. Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 4  
 
3. Найдите все положительные решения системы уравнений.  

{ x1+x2= 4 x3
2

x2+ x3= 4 x4
2

…
x2015+ x2016= 4 x2017

2

x2016+x2017= 4 x1
2

x2017+x1= 4 x2
2

 
В ответе укажите значение x1. Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом 
порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 0,5 || 0.5 || 1/2 
 
Примеры записи ответов: 
45 
4,5 
4/5 
 
Задача 7. (3 балла) 



 
1. Дан кубический многочлен p(x). Известно, что p(4)=5,  p(0)=25,  p(-2) = -13,  p(6)=43. 
Кроме того, известно, что p(x) > 0 при х > -1. Найдите площадь фигуры, ограниченно 
прямыми x  =  - 1, y  = 0, x  = 5 и графиком данного многочлена. 
 
Ответ: 90. 
 
2. Дан кубический многочлен p(x). Известно, что p(0)=46,  p(2)=40,  p(4)=10,  p(6)=4. Кроме 
того, известно, что p(x) > 0 при х > 0. Найдите площадь фигуры, ограниченно прямыми 
x  =  0, y  = 0, x  = 6 и графиком данного многочлена. 
 
Ответ: 150. 
 
3. Дан кубический многочлен p(x). Известно, что p(-6)=30,  p(-3)=45,  p(-1)=15,  p(2)=30. 
Найдите площадь фигуры, ограниченно прямыми x  =  -6, y  = 0, x  = 2 и графиком данного 
многочлена, если также известно, что на промежутке от -6 до 2 данный многочлен принимает 
только положительные значения. 
 
Ответ: 240. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 8. (3 балла) 
 

1. Решите неравенство: 
1

√x+√x− 1
+ 1
√x− 1+√x− 2

+…+ 1
√x− 99+√x− 100

>2
. 

Ответ запишите в виде промежутка. Например, промежуток (-1; 2] означает, что 1<x≤ 2 . 
Если граница промежутка «бесконечность», используйте букву Б. 
 
Ответ: [100; 676) 
 

2. Решите неравенство: 
1

√x+√x+1
+ 1
√x+1+√x+2

+…+ 1
√x+119+√x+120

>4
. 

Ответ запишите в виде промежутка. Например, промежуток (-1; 2] означает, что 1<x≤ 2 . 
Если граница промежутка «бесконечность», используйте букву Б. 
 
Ответ: [0; 169) 
 

3. Решите неравенство: 
1

√x+√x− 1
+ 1
√x− 1+√x− 2

+…+ 1
√x− 119+√x− 120

>2
. 

Ответ запишите в виде промежутка. Например, промежуток (-1; 2] означает, что 1<x≤ 2 . 
Если граница промежутка «бесконечность», используйте букву Б. 
 
Ответ: [120; 961) 
 
Примеры записи ответов: 
[-4; 5) 
(-4; 5] 
(-4; 5) 
[-4; 5] 



(-Б; Б) 
 
Задача 9. (3 балла) 
 
1. В треугольнике ABC угол C в два раза больше угла B. СС1 — биссектриса угла C, D — 
точка пересечения описанной окружности треугольника ACC1 и стороны BC. BD = 8, CD = 2. 
Найдите длину AB. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 12. 
 
2. В треугольнике ABC угол C в два раза больше угла B. СС1 — биссектриса угла C, D — 
точка пересечения описанной окружности треугольника ACC1 и стороны BC. BD = 25, 
CD = 14. Найдите длину AB. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 40. 
 
3. В треугольнике ABC угол С в два раза меньше угла B. BB1 — биссектриса угла B, D — 
точка пересечения описанной окружности треугольника ABB1 и стороны AB. BD = 14, 
CD = 18. Найдите длину AС. 
Если правильных ответов несколько,  перечислите их в любом порядке через точку с запятой. 
 
Ответ: 30. 
 
Примеры записи ответов: 
45 
 
Задача 10. (5 баллов) 
 
1. Сколько существует способов разрезать горизонтальный прямоугольник 2х11 на 
прямоугольники 1х2 (горизонтальные и вертикальные) и 1х3 (горизонтальные, так как 
вертикальные не помещаются)? 
 
Ответ: 1030 
 
2. Сколько существует способов разрезать горизонтальный прямоугольник 2х11 на 
прямоугольники 1х2 (горизонтальные и вертикальные) и 1х4 (горизонтальные, так как 
вертикальные не помещаются)? 
Ответ: 868 
 
3. Сколько существует способов разрезать прямоугольник 2х8 на прямоугольники 1х2 
(горизонтальные и вертикальные) и квадратики 1х1? 
 
Ответ: 7573 
 
Примеры записи ответов: 
4545 



II îòáîðî÷íûé òóð.
11 êëàññ.

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
1. P (x) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà êîòîðîãî íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü, ÷òî

âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà P (x)−P ′(x) òàêæå íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü êîýôôèöèåò ïðè x2 â ìíîãî÷ëåíå P (x)?

Îòâåò: 11
2. P (x) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà êîòîðîãî íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü,

÷òî âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà P (x) + 2P ′(x) òàêæå íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü êîýôôèöèåò ïðè x2 â ìíîãî÷ëåíå P (x)?

Îòâåò: 5
3. P (x) � ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà êîòîðîãî íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü,

÷òî âñå ÷åòûðå êîýôôèöèåíòà ìíîãî÷ëåíà P (x)− 2P ′(x) òàêæå íàòóðàëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü êîýôôèöèåò ïðè x2 â ìíîãî÷ëåíå P (x)?

Îòâåò: 17

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü âåðøèíû êóáà â 4 öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû èìåëè

ðàçëè÷íûå öâåòà, è âåðøèíû, èìåþùèå îáùóþ ñîñåäíþþ, òàêæå èìåëè áû ðàçëè÷íûå öâåòà?
Îòâåò: 24
2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü âåðøèíû òðåóãîëüíîé ïðèçìû â 3 öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå âåðøèíû,

èìåþùèå îáùóþ ñîñåäíþþ, èìåëè áû ðàçëè÷íûå öâåòà?
Îòâåò: 6
3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü 6 îòìå÷åííûõ òî÷åê íà ðèñóíêå â òðè öâåòà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå òî÷êè,

èìåþùèå îáùóþ ñîñåäíþþ, èìåëè áû ðàçëè÷íûå öâåòà? (Ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ òî÷êè, ñîåäèí¼ííûå îòðåçêàìè).

Îòâåò: 36

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)

1. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, âõîäÿùèå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arcsin ln
|x|+ 3

2
+ ln sinx. Îòâåòû ïåðå÷èñëèòå

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1
0;1
Îòâåò: 1; 2 || 1, 2 || 2; 1 || 2, 1

2. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, âõîäÿùèå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arccos ln
|x|+ 2

2
+ ln cosx. Îòâåòû ïåðå÷èñëèòå

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1
0;1
Îòâåò: -1; 0; 1 || -1, 0, 1 || 1; 0; -1 || 1, 0, -1

3. Íàéäèòå âñå öåëûå ÷èñëà, âõîäÿùèå â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè arcsin ln
|x|+ 2

2
+ logcos x 2. Îòâåòû ïåðå÷èñëèòå

â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç òî÷êó ñ çàïÿòîé.
Ïðèìåðû çàïèñè îòâåòà:
1
0;1
Îòâåò: -1; 1|| -1, 1 || 1; -1 || 1, -1

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
1. Äëÿ ôóíêöèè f è âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(

√
x) + f(

√
y) = f(

√
x+ y). Òàêæå èçâåñòíî,

÷òî f(10) = 4. Íàéäèòå f(15).
Îòâåò: 9
2. Äëÿ ôóíêöèè f è âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f( 3

√
x) + f( 3

√
y) = f( 3

√
x+ y). Òàêæå èçâåñòíî,

÷òî f(6) = 8. Íàéäèòå f(9).
Îòâåò: 27
3. Äëÿ ôóíêöèè f è âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ x è y âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f( 4

√
x) + f( 4

√
y) = f( 4

√
x+ y). Òàêæå èçâåñòíî,

÷òî f(2) = 4. Íàéäèòå f(3).
Îòâåò: 81/4 || 20,25 || 20.25

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî a1 =
1 +

√
5

4
è an+1 = 4a3n − 3an. Íàéäèòå a1a2018.

Îòâåò: -1/4 || -0.25 || -0,25

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî a1 =

√
5−

√
5

8
è an+1 = 3an − 4a3n. Íàéäèòå (a1a2018)

2.

1



Îòâåò: 5/16 || 0.3125 || 0,3125

3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî a1 =
1 +

√
5

4
è an+1 = 2a2n − 1. Íàéäèòå a1a2018.

Îòâåò: 1/4 || 0.25 || 0,25

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
1. Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x(x2−1)(x2−2)(x2−3) . . . (x2−99)(x−

10) < 0.
Îòâåò: 10
2. Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x(x2−1)(x2−2)(x2−3) . . . (x2−120)(x−

11) < 0.
Îòâåò: 11
3. Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó ïðîìåæóòêîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà x(x2−1)(x2−2)(x2−3) . . . (x2−80)(x−

9) < 0.
Îòâåò: 9

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
1. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â

òî÷êàõK è L. ÏðÿìàÿKL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êåX. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ
íà AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB =

√
185, BC = 3, CD = 4

√
5, AD = 18.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 12
2. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â

òî÷êàõK è L. ÏðÿìàÿKL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êåX. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ
íà AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB = 13, BC = 3, CD =

√
145, AD = 9.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 6
3. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD òðàïåöèè ABCD, êàê íà äèàìåòðàõ, ïîñòðîåíû äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â

òî÷êàõK è L. ÏðÿìàÿKL ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå BC â òî÷êåX. Ïðÿìàÿ BC âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííóþ
íà AB, êàê íà äèàìåòðå, â òî÷êå Y . AB =

√
181, BC = 3, CD =

√
109, AD = 15.

Íàéäèòå XY .
Îòâåò: 10

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)

1. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷ëåíîâ ñîäåðæèò ðàçëîæåíèå áèíîìà (8
1
7 + 18

1
3 )220 ?

Îòâåò: 11
2. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷ëåíîâ ñîäåðæèò ðàçëîæåíèå áèíîìà (8

1
7 + 18

1
3 )150 ?

Îòâåò: 8
3. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷ëåíîâ ñîäåðæèò ðàçëîæåíèå áèíîìà (8

1
7 + 18

1
3 )250 ?

Îòâåò: 12

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
1. Âåðøèíû îäíîé èç ãðàíåé êóáà ñî ñòîðîíîé 6 ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà D ëåæèò íà ïðîòèâîïî-

ëîæíîé ãðàíè ýòîãî êóáà. êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü îáú¼ì òåòðàýäðà ABCD?
Îòâåò: 144
2. Âåðøèíû îäíîé èç ãðàíåé êóáà ñî ñòîðîíîé 9 ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà D ëåæèò íà ïðîòèâîïî-

ëîæíîé ãðàíè ýòîãî êóáà. êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü îáú¼ì òåòðàýäðà ABCD?
Îòâåò: 486
3. Âåðøèíû îäíîé èç ãðàíåé êóáà ñî ñòîðîíîé 30 ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êà D ëåæèò íà ïðîòèâî-

ïîëîæíîé ãðàíè ýòîãî êóáà. êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü îáú¼ì òåòðàýäðà ABCD?
Îòâåò: 18000

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
1. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëàäûâàÿ âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè

è äëèíîé
√
3, åñëè êàæäûé èç 8 òàêèõ âåêòîðîâ â îäíîé ñóììå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà?

Îòâåò: 65
2. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëàäûâàÿ âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè

è äëèíîé
√
2, åñëè êàæäûé èç 12 òàêèõ âåêòîðîâ â îäíîé ñóììå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà?

Îòâåò: 201
3. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëàäûâàÿ âåêòîðû íà ïëîñêîñòè ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè

è äëèíîé íå áîëåå
√
2, åñëè êàæäûé èç 9 òàêèõ âåêòîðîâ â îäíîé ñóììå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà?

Îòâåò: 37

2


