
Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
17 ìàðòà 2019 ã.

11 êëàññ
1 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà)
Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 13. Ìîæåò ëè èõ

ñóììà êâàäðàòîâ òàêæå äåëèòüñÿ íà 13?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà çà x, y è z. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë äåëèòñÿ íà 13, îäíî èç ÷èñåë
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 13. Ïóñòü ýòî ÷èñëî x, òîãäà èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû ìû ïîëó÷àåì,
÷òî íè y, íè z íå äåëÿòñÿ íà 13.

Äàëåå, x2 + y2 + z2 = (x + y + z)2 − 2(xy + xz + yz) = (x + y + z)2 − 2x(y + z) − 2yz. ×èñëî
(x + y + z)2 − 2x(y + z) äåëèòñÿ íà 13, à 2yz íå äåëèòñÿ, çíà÷èò, è âñ¼ âûðàæåíèå íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà 13.

Äëÿ ó÷àñòíèêîâ, çíàêîìû ñ òåõíèêîé ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ìîæåì ïðåäëîæèòü òàêæå òàêîå
ðåøåíèå: ïîñêîëüêó x è x + y + z äåëÿòñÿ íà 13, y ≡ −z (mod 13), îòêóäà x2 + y2 + z2 ≡ 2y2

(mod 13). Çíà÷èò, åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äåëèòñÿ íà 13, 2y2 òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 13, à ýòî
íå âåðíî.

2. (2 áàëëà)
Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî âñå åãî êîðíè ïîëîæèòåëüíû, à âñå

êîðíè åãî ïðîèçâîäíîé îòðèöàòåëüíû, ïðè óñëîâèè, ÷òî è ó ìíîãî÷ëåíà, è ó ïðîèçâîäíîé, åñòü
õîòÿ áû îäèí åäèíñòâåííûé êîðåíü?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå:

Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí (x+1)3−8: åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü � ýòî 1, ò.ê. x+1 = 2,
à åäèíñòâåííûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé ýòî −1.

3. (3 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = −1 è

an+1 =
n∑

k=1

(ak + 1) ïðè n > 1. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòâåò: an = 2n−2 − 1 ïðè a > 1, a1 = −1
Ðåøåíèå:

Âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà ôîðìóëû äëÿ an+1 è an, ïîëó÷àåì an+1 − an = an + 1, òî åñòü
an+1 = 2an + 1 äëÿ n > 1.

Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó an = 2n−2 − 1 ïî èíäóêöèè. Áàçà n = 2 è, äåéñòâèòåëüíî, a2 =
a1 + 1 = 0 = 20 − 1.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé è óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè an = 2n−2−1,
òî an+1 = 2(2n−2 − 1) + 1 = 2n−1 − 1.

4. (3 áàëëà)
Íàéäèòå tg x+ ctg x, åñëè èçâåñòíî, ÷òî secx− cosecx =

√
15.

Íàïîìíèì, ÷òî secx = 1/ cosx, à cosecx = 1/ sinx

Îòâåò: −3 èëè 5.

Ðåøåíèå:

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: tg x+ctg x =
1

sinx cosx
; secx−cosecx =

sinx− cosx

sinx cosx
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: t = sinx cosx è A = secx− cosecx.

Òîãäà A2 =
cos2 x− 2 cosx sinx+ sin2 x

t2
=

1− 2t

t2
. Ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

1− 2t− t2A2 = 0 è ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíîå t:

t =
−1±

√
1 + A2

A2
.

Ïðè A =
√
15 ïîëó÷àåì t = − 5

15
= −1

3
è t =

3

15
=

1

5
. Â îòâåòå ïîëó÷àåì îáðàòíûå ê t

âåëè÷èíû.



Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàéä¼òñÿ x, ïðè êîòîðîì ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè äàííîì A.

Äåéñòâèòåëüíî, t = 1
2
sin 2x, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ −1

2
6 t 6 1

2
íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé

x. Äàëåå, A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç t ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðè ýòîì îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ
A äîñòèãàþòñÿ ïðè äàííîì t: äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìåíÿòü çíàê A, äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü èëè
óìåíüøèòü x íà π.

5. (3 áàëëà)
Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà AB ðàâíà äèàãîíàëè AC. Íà ìåíüøåé äóãå AD îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABD âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî AB = AE. Íàéäèòå óãîë
∠CED.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå:

Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà ABC è ïàðàëëåëüíîñòè BC è AD ïîëó÷àåì ∠ABC =
∠ACB = ∠CAD = α.

Ïóñòü ïðÿìàÿ BC ïåðåñåêàåòñÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABD â òî÷êå F .
Òîãäà ABFD � âïèñàííàÿ, ò.å. ðàâíîáåäðåííàÿ, òðàïåöèÿ, îòêóäà äóãè AB, AE è DF ðàâíû.
Îòñþäà ∠ABE = ∠DBF = β.

∠EAD = ∠EBD = γ, òàê êàê ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó.
∠ABD = ∠ABE + ∠EBD = β + γ.
∠EAC = ∠EAD+∠CAD = γ+α. Çíà÷èò, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EAC âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ∠ACE = ∠AEC =
180◦ − α− γ

2
.

Êðîìå òîãî, α = ∠ABC = ∠ABF = ∠ABD + ∠DBF = 2β + γ

∠CED = ∠AED−∠AEC = (180◦−∠ABD)−180◦ − α− γ
2

= 180◦−β−γ−90◦+2β + 2γ

2
= 90◦.

6. (3 áàëëà)
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 9 â êâàäðàòíîé òàáëèöå

3× 3 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áûëà ÷¼òíà? (×èñëà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ)

Îòâåò: 6 · 56 · 43 + 9 · 54 · 45 + 49.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû ìîæåò áûòü ëèáî íîëü, ëèáî äâà íå÷¼òíûõ
÷èñëà, òî åñòü ëèáî îäíî, ëèáî òðè ÷¼òíûõ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë � íå÷¼òíîå ÷èñëî
îò 3 äî 9.

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1) Âñåãî òðè ÷¼òíûõ ÷èñëà, òî åñòü ïî îäíîìó â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Ó íàñ

3 · 2 · 1 = 6 ñïîñîáîâ âûáðàòü, ãäå ñòîÿò ýòè ÷èñëà, 56 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå ÷èñëà è 43

ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå.
2) Ïÿòü ÷¼òíûõ ÷èñåë, ò.å. îíè çàíèìàþò îäíó ñòðîêó è îäèí ñòîëáåö. 3 · 3 = 9 ñïîñîáîâ

âûáðàòü ýòè ñòðîêó è ñòîëáåö, 54 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå ÷èñëà è 45 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü
÷¼òíûå.

3) Ñåìè ÷¼òíûõ ÷èñåë áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ýòî çíà÷èò, ÷òî íå÷¼òíûõ ÷èñåë âñåãî äâà. Îíè
íå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â îäíîé ñòðîêå è îäíîì ñòîëáöå, à çíà÷èò, êàêèå-òî ñóììû
îêàæóòñÿ íå÷¼òíûìè.

4) Âñå ÷èñëà ÷¼òíûå, â òàêîì ñëó÷àå 49 ñïîñîáîâ.
Èòîãî 6 · 56 · 43 + 9 · 54 · 45 + 49.

7. (4 áàëëà)
Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ð¼áðà òåòðàýäðà ABCD, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû D, è äåëèò èõ â

îòíîøåíèè 5 : 1 (íå îáÿçàòåëüíî îò âåðøèíû D). Òàêæå ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB
è AC â òî÷êàõ E è F . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AEF è ABC.

Îòâåò: 1 : 576 èëè 625 : 576.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (íàçîâ¼ì å¼ α) ñ ð¼áðàìè DA, DB è DC çà A′, B′

è C ′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè DA′ : A′A = DB′ : B′B, ïðÿìûå AB è A′B′ ïàðàëëåëüíû, à çíà÷èò,
ïëîñêîñòü α íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé AB. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåä¼ì äëÿ ïðÿìîé
AC. Çíà÷èò, DA′ : A′A 6= DB′ : B′B = DC ′ : C ′C.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå DA′ : A′A = B′B : DB′ = 5 : 1. Ïî òåîðåìå

Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
AE

EB
· BB

′

DB′
· DA

′

A′A
= 1, îòêóäà

AE

EB
=

1

25
. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà



ëó÷å BA çà òî÷êîé A, îòêóäà
AE

AB
=

1

24
. Àíàëîãè÷íî

AF

AC
=

1

24
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî

1 : 576 (ò.ê. ó èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå A).

Âî âòîðîì ñëó÷àå DA′ : A′A = B′B : DB′ = 1 : 5. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
AE

EB
· BB

′

DB′
·

DA′

A′A
= 1, îòêóäà

AE

EB
= 25. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà ëó÷å AB çà òî÷êîé B, îòêóäà

AE

AB
=

25

24
. Àíàëîãè÷íî

AF

AC
=

25

24
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî 625 : 576.

8. (5 áàëëîâ)
Äåâî÷êà Êàòÿ íå ëþáèò ÷èñëî 239. Îíà âûïèñàëà íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íè îäíî èç

êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 239 (ïîäðÿä è èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Äîêà-
æèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ê ýòèì ÷èñëàì íå áîëüøå 30000.

Ðåøåíèå:

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n + 1-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 9 · 999n: 9 âàðèàíòîâ äëÿ
ïåðâîé öèôðû è íå áîëåå 999 âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé òðîéêè öèôð. Êàæäîå èç íèõ
íå ìåíüøå 103n.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n + 2-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 90 · 999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 103n+1.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n+ 3-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 899 · 999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 103n+2.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ñàìîì áîëüøîì âûïèñàííîì ÷èñëå íå ïðåâîñõîäèò 3N +3. Òîãäà
îáùàÿ ñóììà ÷èñåë íå áîëüøå

N∑
n=0

(
9 · 999n

1000n
+

90 · 999n

10 · 1000n
+

899 · 999n

100 · 1000n

)
= (9+9+8, 99)

N∑
n=0

(
999n

1000n

)
6 30· 1

1− 0, 999
= 30000.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
17 ìàðòà 2019 ã.

11 êëàññ
2 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà)
Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 11. Ìîæåò ëè èõ

ñóììà êâàäðàòîâ òàêæå äåëèòüñÿ íà 11?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà çà x, y è z. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë äåëèòñÿ íà 11, îäíî èç ÷èñåë
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 11. Ïóñòü ýòî ÷èñëî x, òîãäà èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû ìû ïîëó÷àåì,
÷òî íè y, íè z íå äåëÿòñÿ íà 11.

Äàëåå, x2 + y2 + z2 = (x + y + z)2 − 2(xy + xz + yz) = (x + y + z)2 − 2x(y + z) − 2yz. ×èñëî
(x + y + z)2 − 2x(y + z) äåëèòñÿ íà 11, à 2yz íå äåëèòñÿ, çíà÷èò, è âñ¼ âûðàæåíèå íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà 11.

Äëÿ ó÷àñòíèêîâ, çíàêîìû ñ òåõíèêîé ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ìîæåì ïðåäëîæèòü òàêæå òàêîå
ðåøåíèå: ïîñêîëüêó x è x + y + z äåëÿòñÿ íà 11, y ≡ −z (mod 11), îòêóäà x2 + y2 + z2 ≡ 2y2

(mod 11). Çíà÷èò, åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äåëèòñÿ íà 11, 2y2 òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 11, à ýòî
íå âåðíî.

2. (2 áàëëà)
Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî âñå åãî êîðíè îòðèöàòåëüíû, à âñå êîðíè

åãî ïðîèçâîäíîé ïîëîæèòåëüíû, ïðè óñëîâèè, ÷òî è ó ìíîãî÷ëåíà, è ó ïðîèçâîäíîé, åñòü õîòÿ
áû îäèí åäèíñòâåííûé êîðåíü?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå:

Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí (x−1)5+32: åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü � ýòî −1, ò.ê. x−1 =
−2, à åäèíñòâåííûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé � ýòî 1.

3. (3 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1 è

an = a1 + a2 + . . .+ an−1 + n ïðè n > 2. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòâåò: an = 2n − 1

Ðåøåíèå:

Âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà ôîðìóëû äëÿ an+1 è an, ïîëó÷àåì an+1 − an = an + 1, òî åñòü
an+1 = 2an + 1 äëÿ n > 1.

Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó an = 2n − 1 ïî èíäóêöèè. Áàçà n = 1 è, äåéñòâèòåëüíî, a1 = 1 =
21 − 1.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé è óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè an = 2n− 1,
òî an+1 = 2(2n − 1) + 1 = 2n+1 − 1.

4. (3 áàëëà)
Íàéäèòå tg x+ ctg x, åñëè èçâåñòíî, ÷òî secx− cosecx = 4

√
3.

Íàïîìíèì, ÷òî secx = 1/ cosx, à cosecx = 1/ sinx

Îòâåò: −6 èëè 8.

Ðåøåíèå:

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: tg x+ctg x =
1

sinx cosx
; secx−cosecx =

sinx− cosx

sinx cosx
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: t = sinx cosx è A = secx− cosecx.

Òîãäà A2 =
cos2 x− 2 cosx sinx+ sin2 x

t2
=

1− 2t

t2
. Ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

1− 2t− t2A2 = 0 è ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíîå t:

t =
−1±

√
1 + A2

A2
.

Ïðè A = 4
√
3 =
√
48 ïîëó÷àåì t = − 8

48
= −1

6
è t =

6

48
=

1

8
. Â îòâåòå ïîëó÷àåì îáðàòíûå ê

t âåëè÷èíû.



Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàéä¼òñÿ x, ïðè êîòîðîì ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè äàííîì A.

Äåéñòâèòåëüíî, t = 1
2
sin 2x, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ −1

2
6 t 6 1

2
íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé

x. Äàëåå, A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç t ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðè ýòîì îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ
A äîñòèãàþòñÿ ïðè äàííîì t: äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìåíÿòü çíàê A, äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü èëè
óìåíüøèòü x íà π.

5. (3 áàëëà)
Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà BC ðàâíà äèàãîíàëè BD. Íà ìåíüøåé äóãå AB îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî BC = BE. Íàéäèòå óãîë
∠AED.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå:

Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà BCD è ïàðàëëåëüíîñòè AB è CD ïîëó÷àåì ∠BCD =
∠BDC = ∠DBA = α.

Ïóñòü ïðÿìàÿ CD ïåðåñåêàåòñÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå F .
Òîãäà BCFA � âïèñàííàÿ, ò.å. ðàâíîáåäðåííàÿ, òðàïåöèÿ, îòêóäà äóãè BC, BE è AF ðàâíû.
Îòñþäà ∠BCE = ∠ACF = β.

∠EBA = ∠ECA = γ, òàê êàê ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó.
∠BCA = ∠BCE + ∠ECA = β + γ.
∠EBD = ∠EBA+∠DBA = γ + α. Çíà÷èò, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EBD âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ∠BDE = ∠BED =
180◦ − α− γ

2
.

Êðîìå òîãî, α = ∠BCD = ∠BCF = ∠BCA+ ∠ACF = 2β + γ

∠AED = ∠BEA−∠BED = (180◦−∠BCA)−180◦ − α− γ
2

= 180◦−β−γ−90◦+2β + 2γ

2
= 90◦.

6. (3 áàëëà)
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 7 â êâàäðàòíîé òàáëèöå

3×3 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áûëà íå÷¼òíà? (×èñëà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ)

Îòâåò: 6 · 36 · 43 + 9 · 34 · 45 + 49.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû ìîæåò áûòü ëèáî îäíî, ëèáî òðè íå÷¼òíûõ
÷èñëà. Îáùåå êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ ÷èñåë � íå÷¼òíîå ÷èñëî îò 3 äî 9.

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1) Âñåãî òðè íå÷¼òíûõ ÷èñëà, òî åñòü ïî îäíîìó â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Ó íàñ

3 · 2 · 1 = 6 ñïîñîáîâ âûáðàòü, ãäå ñòîÿò ýòè ÷èñëà, 36 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå ÷èñëà è 43

ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå.
2) Ïÿòü íå÷¼òíûõ ÷èñåë, ò.å. îíè çàíèìàþò îäíó ñòðîêó è îäèí ñòîëáåö. 3 · 3 = 9 ñïîñîáîâ

âûáðàòü ýòè ñòðîêó è ñòîëáåö, 34 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå ÷èñëà è 45 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü
íå÷¼òíûå.

3) Ñåìè íå÷¼òíûõ ÷èñåë áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷¼òíûõ ÷èñåë âñåãî äâà. Îíè
íå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â îäíîé ñòðîêå è îäíîì ñòîëáöå, à çíà÷èò, êàêèå-òî ñóììû
îêàæóòñÿ ÷¼òíûìè.

4) Âñå ÷èñëà íå÷¼òíûå, â òàêîì ñëó÷àå 49 ñïîñîáîâ.
Èòîãî 6 · 36 · 43 + 9 · 34 · 45 + 49.

7. (4 áàëëà)
Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ð¼áðà òåòðàýäðà ABCD, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû C, è äåëèò èõ â

îòíîøåíèè 4 : 1 (íå îáÿçàòåëüíî îò âåðøèíû C). Òàêæå ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå AB
è BD â òî÷êàõ E è F . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BEF è ABD.

Îòâåò: 1 : 225 èëè 256 : 225.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (íàçîâ¼ì å¼ α) ñ ð¼áðàìè CA, CB è CD çà A′, B′

è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè CA′ : A′A = CB′ : B′B, ïðÿìûå AB è A′B′ ïàðàëëåëüíû, à çíà÷èò,
ïëîñêîñòü α íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé AB. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåä¼ì äëÿ ïðÿìîé
BD. Çíà÷èò, CB′ : B′B 6= CA′ : A′A = CD′ : D′D.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå CB′ : B′B = A′A : A′C = 4 : 1. Ïî òåîðåìå

Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
BE

EA
· AA

′

A′C
· CB

′

B′B
= 1, îòêóäà

BE

EA
=

1

16
. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà



ëó÷å AB çà òî÷êîé B, îòêóäà
BE

AB
=

1

15
. Àíàëîãè÷íî

BF

BD
=

1

15
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî

1 : 225 (ò.ê. ó èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå B).

Âî âòîðîì ñëó÷àå CB′ : B′B = A′A : A′C = 1 : 4. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
BE

EA
·

AA′

A′C
· CB

′

B′B
= 1, îòêóäà

BE

EA
= 16. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà ëó÷å BA çà òî÷êîé A,

îòêóäà
BE

AB
=

16

15
. Àíàëîãè÷íî

BF

BD
=

16

15
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî 256 : 225 (ò.ê. ó èñêîìûõ

òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå B).

8. (5 áàëëîâ)
Ìàëü÷èê Êîëÿ íå ëþáèò ÷èñëî 1234. Îí âûïèñàë íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íè îäíî èç

êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 1234 (ïîäðÿä è èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ê ýòèì ÷èñëàì íå áîëüøå 400000.

Ðåøåíèå:

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n + 1-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 9 · 9999n: 9 âàðèàíòîâ äëÿ
ïåðâîé öèôðû è íå áîëåå 9999 âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ÷åòâ¼ðêè öèôð. Êàæäîå èç
íèõ íå ìåíüøå 104n.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n+ 2-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 90 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 104n+1.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n+3-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 900 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 104n+2.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n + 4-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 8999 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ
íå ìåíüøå 104n+3.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ñàìîì áîëüøîì âûïèñàííîì ÷èñëå íå ïðåâîñõîäèò 4N +4. Òîãäà

îáùàÿ ñóììà ÷èñåë íå áîëüøå
N∑

n=0

(
9 · 9999n

10000n
+

90 · 9999n

10 · 10000n
+

900 · 9999n

100 · 10000n
+

8999 · 9999n

1000 · 10000n

)
= (9+

9 + 9 + 8, 999)
N∑

n=0

(
9999n

10000n

)
6 40 · 1

1− 0, 9999
= 400000.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
17 ìàðòà 2019 ã.

11 êëàññ
3 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà)
Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 7. Ìîæåò ëè èõ

ñóììà êâàäðàòîâ òàêæå äåëèòüñÿ íà 7?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà çà x, y è z. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë äåëèòñÿ íà 7, îäíî èç ÷èñåë
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7. Ïóñòü ýòî ÷èñëî x, òîãäà èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû ìû ïîëó÷àåì,
÷òî íè y, íè z íå äåëÿòñÿ íà 7.

Äàëåå, x2 + y2 + z2 = (x + y + z)2 − 2(xy + xz + yz) = (x + y + z)2 − 2x(y + z) − 2yz. ×èñëî
(x+y+z)2−2x(y+z) äåëèòñÿ íà 7, à 2yz íå äåëèòñÿ, çíà÷èò, è âñ¼ âûðàæåíèå íå ìîæåò äåëèòüñÿ
íà 7.

Äëÿ ó÷àñòíèêîâ, çíàêîìû ñ òåõíèêîé ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ìîæåì ïðåäëîæèòü òàêæå òàêîå
ðåøåíèå: ïîñêîëüêó x è x+y+z äåëÿòñÿ íà 7, y ≡ −z (mod 7), îòêóäà x2+y2+z2 ≡ 2y2 (mod 7).
Çíà÷èò, åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äåëèòñÿ íà 7, 2y2 òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7, à ýòî íå âåðíî.

2. (2 áàëëà)
Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî âñå åãî êîðíè ïîëîæèòåëüíû, à âñå

êîðíè åãî ïðîèçâîäíîé îòðèöàòåëüíû, ïðè óñëîâèè, ÷òî è ó ìíîãî÷ëåíà, è ó ïðîèçâîäíîé, åñòü
õîòÿ áû îäèí åäèíñòâåííûé êîðåíü?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå:

Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí (x+1)3−8: åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü � ýòî 1, ò.ê. x+1 = 2,
à åäèíñòâåííûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé ýòî −1.

3. (3 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 0 è

an+1 =
n∑

k=1

(ak + 1) ïðè n > 1. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòâåò: an = 2n−1 − 1

Ðåøåíèå:

Âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà ôîðìóëû äëÿ an+1 è an, ïîëó÷àåì an+1 − an = an + 1, òî åñòü
an+1 = 2an + 1 äëÿ n > 1.

Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó an = 2n−1− 1 ïî èíäóêöèè. Áàçà n = 1 è, äåéñòâèòåëüíî, a1 = 0 =
20 − 1.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé è óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè an = 2n−1−1,
òî an+1 = 2(2n−1 − 1) + 1 = 2n − 1.

4. (3 áàëëà)
Íàéäèòå tg x+ ctg x, åñëè èçâåñòíî, ÷òî secx− cosecx =

√
35.

Íàïîìíèì, ÷òî secx = 1/ cosx, à cosecx = 1/ sinx

Îòâåò: −5 èëè 7.

Ðåøåíèå:

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: tg x+ctg x =
1

sinx cosx
; secx−cosecx =

sinx− cosx

sinx cosx
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: t = sinx cosx è A = secx− cosecx.

Òîãäà A2 =
cos2 x− 2 cosx sinx+ sin2 x

t2
=

1− 2t

t2
. Ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

1− 2t− t2A2 = 0 è ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíîå t:

t =
−1±

√
1 + A2

A2
.

Ïðè A =
√
35 ïîëó÷àåì t = − 7

35
= −1

5
è t =

5

35
=

1

7
. Â îòâåòå ïîëó÷àåì îáðàòíûå ê t

âåëè÷èíû.



Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàéä¼òñÿ x, ïðè êîòîðîì ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè äàííîì A.

Äåéñòâèòåëüíî, t = 1
2
sin 2x, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ −1

2
6 t 6 1

2
íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé

x. Äàëåå, A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç t ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðè ýòîì îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ
A äîñòèãàþòñÿ ïðè äàííîì t: äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìåíÿòü çíàê A, äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü èëè
óìåíüøèòü x íà π.

5. (3 áàëëà)
Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà CD ðàâíà äèàãîíàëè AC. Íà ìåíüøåé äóãå BC îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî CD = CE. Íàéäèòå óãîë
∠AEB.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå:

Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà ACD è ïàðàëëåëüíîñòè BC è AD ïîëó÷àåì ∠ADC =
∠CAD = ∠ACB = α.

Ïóñòü ïðÿìàÿ AD ïåðåñåêàåòñÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà BCD â òî÷êå F .
Òîãäà CDFB � âïèñàííàÿ, ò.å. ðàâíîáåäðåííàÿ, òðàïåöèÿ, îòêóäà äóãè CD, CE è BF ðàâíû.
Îòñþäà ∠CDE = ∠BDF = β.

∠ECB = ∠EDB = γ, òàê êàê ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó.
∠CDB = ∠CDE + ∠EDB = β + γ.
∠ECA = ∠ECB+∠ACB = α+γ. Çíà÷èò, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ECA âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî ∠CAE = ∠AEC =
180◦ − α− γ

2
.

Êðîìå òîãî, α = ∠ADC = ∠CDF = ∠CDB + ∠BDF = 2β + γ

∠AEB = ∠CEB−∠AEC = (180◦−∠CDB)−180◦ − α− γ
2

= 180◦−β−γ−90◦+2β + 2γ

2
= 90◦.

6. (3 áàëëà)
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 13 â êâàäðàòíîé òàáëèöå

3× 3 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áûëà ÷¼òíà? (×èñëà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ)

Îòâåò: Èòîãî 6 · 76 · 63 + 9 · 74 · 65 + 69.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû ìîæåò áûòü ëèáî íîëü, ëèáî äâà íå÷¼òíûõ
÷èñëà, òî åñòü ëèáî îäíî, ëèáî òðè ÷¼òíûõ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ÷èñåë � íå÷¼òíîå ÷èñëî
îò 3 äî 9.

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1) Âñåãî òðè ÷¼òíûõ ÷èñëà, òî åñòü ïî îäíîìó â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Ó íàñ

3 · 2 · 1 = 6 ñïîñîáîâ âûáðàòü, ãäå ñòîÿò ýòè ÷èñëà, 76 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå ÷èñëà è 63

ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå.
2) Ïÿòü ÷¼òíûõ ÷èñåë, ò.å. îíè çàíèìàþò îäíó ñòðîêó è îäèí ñòîëáåö. 3 · 3 = 9 ñïîñîáîâ

âûáðàòü ýòè ñòðîêó è ñòîëáåö, 74 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå ÷èñëà è 65 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü
÷¼òíûå.

3) Ñåìè ÷¼òíûõ ÷èñåë áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ýòî çíà÷èò, ÷òî íå÷¼òíûõ ÷èñåë âñåãî äâà. Îíè
íå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â îäíîé ñòðîêå è îäíîì ñòîëáöå, à çíà÷èò, êàêèå-òî ñóììû
îêàæóòñÿ íå÷¼òíûìè.

4) Âñå ÷èñëà ÷¼òíûå, â òàêîì ñëó÷àå 69 ñïîñîáîâ.
Èòîãî 6 · 76 · 63 + 9 · 74 · 65 + 69.

7. (4 áàëëà)
Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ð¼áðà òåòðàýäðà ABCD, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû B, è äåëèò èõ â

îòíîøåíèè 2 : 1 (íå îáÿçàòåëüíî îò âåðøèíû B). Òàêæå ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå CD
è AC â òî÷êàõ E è F . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ EFC è ACD.

Îòâåò: 1 : 9 èëè 16 : 9.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (íàçîâ¼ì å¼ α) ñ ð¼áðàìè BA, BC è BD çà A′, C ′

è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè BA′ : A′A = BC ′ : C ′C, ïðÿìûå AC è A′C ′ ïàðàëëåëüíû, à çíà÷èò,
ïëîñêîñòü α íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé AC. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåä¼ì äëÿ ïðÿìîé
CD. Çíà÷èò, BC ′ : C ′C 6= BA′ : A′A = BD′ : D′D.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå BC ′ : C ′C = D′D : D′B = 2 : 1. Ïî òåîðåìå

Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
CE

ED
· DD

′

D′B
· BC

′

C ′C
= 1, îòêóäà

CE

ED
=

1

4
. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà



ëó÷å DC çà òî÷êîé C, îòêóäà
CE

CD
=

1

3
. Àíàëîãè÷íî

CF

CA
=

1

3
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî 1 : 9

(ò.ê. ó èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå C).

Âî âòîðîì ñëó÷àå BC ′ : C ′C = D′D : D′B = 1 : 2. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
CE

ED
·

DD′

D′B
· BC

′

C ′C
= 1, îòêóäà

CE

ED
=

4

1
. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà ëó÷å CD çà òî÷êîé D,

îòêóäà
CE

CD
=

4

3
. Àíàëîãè÷íî

CF

CA
=

4

3
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî 16 : 9 (ò.ê. ó èñêîìûõ

òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå C).

8. (5 áàëëîâ)
Äåâî÷êà Ìàøà íå ëþáèò ÷èñëî 729. Îíà âûïèñàëà íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íè îäíî

èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 729 (ïîäðÿä è èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ê ýòèì ÷èñëàì íå áîëüøå 30000.

Ðåøåíèå:

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n + 1-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 9 · 999n: 9 âàðèàíòîâ äëÿ
ïåðâîé öèôðû è íå áîëåå 999 âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé òðîéêè öèôð. Êàæäîå èç íèõ
íå ìåíüøå 103n.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n + 2-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 90 · 999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 103n+1.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 3n+ 3-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 899 · 999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 103n+2.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ñàìîì áîëüøîì âûïèñàííîì ÷èñëå íå ïðåâîñõîäèò 3N +3. Òîãäà
îáùàÿ ñóììà ÷èñåë íå áîëüøå

N∑
n=0

(
9 · 999n

1000n
+

90 · 999n

10 · 1000n
+

899 · 999n

100 · 1000n

)
= (9+9+8, 99)

N∑
n=0

(
999n

1000n

)
6 30· 1

1− 0, 999
= 30000.



Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
17 ìàðòà 2019 ã.

11 êëàññ
4 âàðèàíò
Ðåøåíèÿ

1. (2 áàëëà)
Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå òð¼õ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 17. Ìîæåò ëè èõ

ñóììà êâàäðàòîâ òàêæå äåëèòüñÿ íà 17?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì ýòè ÷èñëà çà x, y è z. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë äåëèòñÿ íà 17, îäíî èç ÷èñåë
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 17. Ïóñòü ýòî ÷èñëî x, òîãäà èç óñëîâèÿ âçàèìíîé ïðîñòîòû ìû ïîëó÷àåì,
÷òî íè y, íè z íå äåëÿòñÿ íà 17.

Äàëåå, x2 + y2 + z2 = (x + y + z)2 − 2(xy + xz + yz) = (x + y + z)2 − 2x(y + z) − 2yz. ×èñëî
(x + y + z)2 − 2x(y + z) äåëèòñÿ íà 17, à 2yz íå äåëèòñÿ, çíà÷èò, è âñ¼ âûðàæåíèå íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà 17.

Äëÿ ó÷àñòíèêîâ, çíàêîìû ñ òåõíèêîé ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ìîæåì ïðåäëîæèòü òàêæå òàêîå
ðåøåíèå: ïîñêîëüêó x è x + y + z äåëÿòñÿ íà 17, y ≡ −z (mod 17), îòêóäà x2 + y2 + z2 ≡ 2y2

(mod 17). Çíà÷èò, åñëè ñóììà êâàäðàòîâ äåëèòñÿ íà 17, 2y2 òàêæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 17, à ýòî
íå âåðíî.

2. (2 áàëëà)
Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí ïÿòîé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî âñå åãî êîðíè îòðèöàòåëüíû, à âñå êîðíè

åãî ïðîèçâîäíîé ïîëîæèòåëüíû, ïðè óñëîâèè, ÷òî è ó ìíîãî÷ëåíà, è ó ïðîèçâîäíîé, åñòü õîòÿ
áû îäèí åäèíñòâåííûé êîðåíü?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå:

Ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí (x−1)5+32: åãî åäèíñòâåííûé êîðåíü � ýòî −1, ò.ê. x−1 =
−2, à åäèíñòâåííûé êîðåíü ïðîèçâîäíîé � ýòî 1.

3. (3 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 2 è

an = a1 + a2 + . . .+ an−1 + n ïðè n > 2. Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Îòâåò: an = 5 · 2n−2 − 1 ïðè a > 1, a1 = 2

Ðåøåíèå:

Âû÷èòàÿ äðóã èç äðóãà ôîðìóëû äëÿ an+1 è an, ïîëó÷àåì an+1 − an = an + 1, òî åñòü
an+1 = 2an + 1 äëÿ n > 1.

Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó an = 5 · 2n−2 − 1 ïî èíäóêöèè. Áàçà n = 2 è, äåéñòâèòåëüíî,
a2 = a1 + 2 = 4 = 5 · 20 − 1.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé è óáåäèìñÿ, ÷òî åñëè an = 5 ·
2n−2 − 1, òî an+1 = 2(5 · 2n−2 − 1) + 1 = 5 · 2n−1 − 1.

4. (3 áàëëà)
Íàéäèòå tg x+ ctg x, åñëè èçâåñòíî, ÷òî secx− cosecx = 2

√
6.

Íàïîìíèì, ÷òî secx = 1/ cosx, à cosecx = 1/ sinx

Îòâåò: −4 èëè 6.

Ðåøåíèå:

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè: tg x+ctg x =
1

sinx cosx
; secx−cosecx =

sinx− cosx

sinx cosx
.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: t = sinx cosx è A = secx− cosecx.

Òîãäà A2 =
cos2 x− 2 cosx sinx+ sin2 x

t2
=

1− 2t

t2
. Ñîñòàâèì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

1− 2t− t2A2 = 0 è ðåøèì åãî îòíîñèòåëüíîå t:

t =
−1±

√
1 + A2

A2
.

Ïðè A = 2
√
6 =
√
24 ïîëó÷àåì t = − 6

24
= −1

4
è t =

4

24
=

1

6
. Â îòâåòå ïîëó÷àåì îáðàòíûå ê

t âåëè÷èíû.



Îñòàëîñü óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé íàéä¼òñÿ x, ïðè êîòîðîì ýòî
çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè äàííîì A.

Äåéñòâèòåëüíî, t = 1
2
sin 2x, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ −1

2
6 t 6 1

2
íàéä¼òñÿ ïîäõîäÿùèé

x. Äàëåå, A âûðàæàåòñÿ ÷åðåç t ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ïðè ýòîì îáà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ
A äîñòèãàþòñÿ ïðè äàííîì t: äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîìåíÿòü çíàê A, äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü èëè
óìåíüøèòü x íà π.

5. (3 áàëëà)
Â òðàïåöèè ABCD áîêîâàÿ ñòîðîíà AD ðàâíà äèàãîíàëè BD. Íà ìåíüøåé äóãå CD îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ACD âûáðàíà òî÷êà E òàê, ÷òî AD = DE. Íàéäèòå óãîë
∠BEC.

Îòâåò: 90◦.

Ðåøåíèå:

Èç ðàâíîáåäðåííîñòè òðåóãîëüíèêà BAD è ïàðàëëåëüíîñòè AB è CD ïîëó÷àåì ∠BAD =
∠DBA = ∠BDC = α.

Ïóñòü ïðÿìàÿ AB ïåðåñåêàåòñÿ ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ACD â òî÷êå F .
Òîãäà DAFC � âïèñàííàÿ, ò.å. ðàâíîáåäðåííàÿ, òðàïåöèÿ, îòêóäà äóãè DA, DE è CF ðàâíû.
Îòñþäà ∠DAE = ∠CAF = β.

∠EDC = ∠EAC = γ, òàê êàê ýòè óãëû îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó.
∠DAC = ∠DAE + ∠EAC = β + γ.
∠EDB = ∠EDC +∠BDC = γ +α. Çíà÷èò, â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EBD âûïîëíÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâî ∠DBE = ∠BED =
180◦ − α− γ

2
.

Êðîìå òîãî, α = ∠BAD = ∠DAF = ∠DAC + ∠CAF = 2β + γ

∠BEC = ∠DEC−∠DEB = (180◦−∠DAC)−180◦ − α− γ
2

= 180◦−β−γ−90◦+2β + 2γ

2
= 90◦.

6. (3 áàëëà)
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 9 â êâàäðàòíîé òàáëèöå

3×3 òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå áûëà íå÷¼òíà? (×èñëà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ)

Îòâåò: 6 · 46 · 53 + 9 · 44 · 55 + 59.

Ðåøåíèå:

Â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå òàáëèöû ìîæåò áûòü ëèáî îäíî, ëèáî òðè íå÷¼òíûõ
÷èñëà. Îáùåå êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ ÷èñåë � íå÷¼òíîå ÷èñëî îò 3 äî 9.

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1) Âñåãî òðè íå÷¼òíûõ ÷èñëà, òî åñòü ïî îäíîìó â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå. Ó íàñ

3 · 2 · 1 = 6 ñïîñîáîâ âûáðàòü, ãäå ñòîÿò ýòè ÷èñëà, 46 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå ÷èñëà è 53

ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü íå÷¼òíûå.
2) Ïÿòü íå÷¼òíûõ ÷èñåë, ò.å. îíè çàíèìàþò îäíó ñòðîêó è îäèí ñòîëáåö. 3 · 3 = 9 ñïîñîáîâ

âûáðàòü ýòè ñòðîêó è ñòîëáåö, 44 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü ÷¼òíûå ÷èñëà è 55 ñïîñîáîâ ðàññòàâèòü
íå÷¼òíûå.

3) Ñåìè íå÷¼òíûõ ÷èñåë áûòü íå ìîæåò, òàê êàê ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷¼òíûõ ÷èñåë âñåãî äâà. Îíè
íå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñÿ â îäíîé ñòðîêå è îäíîì ñòîëáöå, à çíà÷èò, êàêèå-òî ñóììû
îêàæóòñÿ ÷¼òíûìè.

4) Âñå ÷èñëà íå÷¼òíûå, â òàêîì ñëó÷àå 59 ñïîñîáîâ.
Èòîãî 6 · 46 · 53 + 9 · 44 · 55 + 59.

7. (4 áàëëà)
Ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ð¼áðà òåòðàýäðà ABCD, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû A, è äåëèò èõ â

îòíîøåíèè 3 : 1 (íå îáÿçàòåëüíî îò âåðøèíû A). Òàêæå ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BC
è CD â òî÷êàõ E è F . Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ EFC è BCD.

Îòâåò: 1 : 64 èëè 81 : 64.

Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (íàçîâ¼ì å¼ α) ñ ð¼áðàìè AB, AC è AD çà B′, C ′

è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè AB′ : B′B = AC ′ : C ′C, ïðÿìûå BC è B′C ′ ïàðàëëåëüíû, à çíà÷èò,
ïëîñêîñòü α íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïðÿìîé BC. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåä¼ì äëÿ ïðÿìîé
CD. Çíà÷èò, AC ′ : C ′C 6= AB′ : B′B = AD′ : D′D.

Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì ñëó÷àå AC ′ : C ′C = B′B : B′A = 1 : 3. Ïî òåîðåìå

Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
BE

EC
· CC

′

C ′A
· AB

′

B′B
= 1, îòêóäà

BE

EC
=

1

9
. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà



ëó÷å CB çà òî÷êîé B, îòêóäà
BC

CE
=

8

9
. Àíàëîãè÷íî

CD

CF
=

8

9
è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî

81 : 64 (ò.ê. ó èñêîìûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå C).

Âî âòîðîì ñëó÷àå AC ′ : C ′C = B′B : B′A = 3 : 1. Ïî òåîðåìå Ìåíåëàÿ ïîëó÷àåì
BE

EC
·

CC ′

C ′A
· AB

′

B′B
= 1, îòêóäà

BE

EC
= 9. Ïðè ýòîì òî÷êà E îêàçûâàåòñÿ íà ëó÷å BC çà òî÷êîé C,

îòêóäà
BC

CE
= 8. Àíàëîãè÷íî

CD

CF
= 8 è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ðàâíî 1 : 64 (ò.ê. ó èñêîìûõ

òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû óãëû ïðè âåðøèíå C).

8. (5 áàëëîâ)
Ìàëü÷èê Àíòîí íå ëþáèò ÷èñëî 2048. Îí âûïèñàë íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë, íè îäíî

èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð 2048 (ïîäðÿä è èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå).
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ê ýòèì ÷èñëàì íå áîëüøå 400000.

Ðåøåíèå:

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n + 1-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 9 · 9999n: 9 âàðèàíòîâ äëÿ
ïåðâîé öèôðû è íå áîëåå 9999 âàðèàíòîâ äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ÷åòâ¼ðêè öèôð. Êàæäîå èç
íèõ íå ìåíüøå 104n.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n+ 2-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 90 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 104n+1.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n+3-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 900 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ íå
ìåíüøå 104n+2.

Êîëè÷åñòâî ïîäõîäÿùèõ 4n + 4-çíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå, ÷åì 8999 · 9999n. Êàæäîå èç íèõ
íå ìåíüøå 104n+3.

Ïóñòü êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ñàìîì áîëüøîì âûïèñàííîì ÷èñëå íå ïðåâîñõîäèò 4N +4. Òîãäà

îáùàÿ ñóììà ÷èñåë íå áîëüøå
N∑

n=0

(
9 · 9999n

10000n
+

90 · 9999n

10 · 10000n
+

900 · 9999n

100 · 10000n
+

8999 · 9999n

1000 · 10000n

)
= (9+

9 + 9 + 8, 999)
N∑

n=0

(
9999n

10000n

)
6 40 · 1

1− 0, 9999
= 400000.


