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1 Îòêðûòàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ 2024/2025 ó÷. ãîä

1.1 Çàäàíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà îëèìïèàäû

1.1.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ìíîãî÷ëåí P (x)− a è ìíîãî÷ëåí P (P (x)− b) èìåþò êàê ìèíèìóì îäèí îáùèé êîðåíü.
Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a− b ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x).
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü x0 � îáùèé êîðåíü äâóõ äàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Òîãäà, âî-ïåðâûõ, P (x0) = a, à,

âî âòîðûõ, P (P (x0)− b) = 0. Íî P (P (x0)− b) = P (a− b). Óòâåðæäåíèå çàäà÷è äîêàçàíî.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 8 7 8 3 3 3 8 8 5 7
b 5 8 5 7 5 8 4 5 3 6

a− b 3 −1 3 −4 −2 −5 4 3 2 1

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Âàðèàíòû 1�5.
Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Â íà÷àëå èãðû íà äîñêå íàïèñàí ìíîãî÷ëåí

x2n+1 + x2n + . . . + x2 + x + 1. Â ñâîé õîä èãðîê ìîæåò ëèáî çàìåíèòü ìíîãî÷ëåí íà åãî
ïðîèçâîäíóþ, ëèáî, åñëè â ìíîãî÷ëåíå áîëüøå îäíîãî îäíî÷ëåíà, ñòåðåòü ñ äîñêè îäèí èç
îäíî÷ëåíîâ.

Åñëè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè êàêîãî-òî îäíî÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ 0, îí íà äîñêå íå ïè-
øåòñÿ.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íà äîñêå îñòà¼òñÿ ÷èñëî. Ïåòÿ õî÷åò, ÷òîáû ýòî ÷èñëî áûëî
êàê ìîæíî áîëüøå, à Âàñÿ � ÷òîáû êàê ìîæíî ìåíüøå.

Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
Îòâåò: (n+ 1)!
Ðåøåíèå:
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí axk ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåâðàùàåòñÿ â îäíî÷ëåí

akxk−1 (èëè èñ÷åçàåò, åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ îäíî÷ëåí ðàâåí 0). Ðåçóëüòàò èãðû çàâèñèò îò
òîãî, ìíîãîêðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì êàêîãî îäíî÷ëåíà ïîëó÷åíà èòîãîâàÿ êîíñòàí-
òà. Ïðè ýòîì íà êàæäîì õîäó èñ÷åçàåò íå áîëåå îäíîãî îäíî÷ëåíà, ïîýòîìó èãðà ïðîäëèòñÿ
ìèíèìóì 2n+ 1 õîä (èçíà÷àëüíî îäíî÷ëåíîâ 2n+ 2).

Ïåòèíà ñòðàòåãèÿ � âñ¼ âðåìÿ äèôôåðåíöèðîâàòü ìíîãî÷ëåí. Ïåòÿ íà÷èíàåò ïåðâûé,
îí ñäåëàåò ìèíèìóì n+ 1 õîä è óíè÷òîæèò âñå îäíî÷ëåíû, èçíà÷àëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ
áûëà îò 0 äî n âêëþ÷èòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà,
Ïåòÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî îñòàâøèéñÿ îäíî÷ëåí áóäåò èìåòü èçíà÷àëüíóþ ñòåïåíü íå ìåíüøå
n + 1, à çíà÷èò, åãî èòîãîâîå çíà÷åíèå ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ â êîíñòàíòó áóäåò íå ìåíüøå
(n+ 1)!.

Âàñèíà ñòðàòåãèÿ âñ¼ âðåìÿ ñòèðàòü ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà. Âàñÿ ñäåëàåò íå ìåíåå
n õîäîâ è óíè÷òîæèò âñå îäíî÷ëåíû, èçíà÷àëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ áûëà áîëüøå n + 1.
Òàêèì îáðàçîì, âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà, Âàñÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî îñòàâøèé-
ñÿ îäíî÷ëåí áóäåò èìåòü èçíà÷àëüíóþ ñòåïåíü íå áîëüøå n + 1, à çíà÷èò, åãî èòîãîâîå
çíà÷åíèå ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ â êîíñòàíòó áóäåò íå áîëüøå (n+ 1)!.
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Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5
n 1010 1011 1012 1013 1014

Ñòåïåíü 2021 2023 2025 2027 2029
Îòâåò 1011! 1012! 1013! 1014! 1015!

Çàìå÷àíèå: Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè äëÿ Ïåòè â ýòèõ âàðèàíòàõ òàêæå ïîäõîäèò óäàëåíèå
ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

Âàðèàíòû 6�10.
Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Â íà÷àëå èãðû íà äîñêå íàïèñàí ìíîãî÷ëåí

x2n+1 + x2n + . . . + x2 + x + 1. Â ñâîé õîä èãðîê ìîæåò ëèáî çàìåíèòü ìíîãî÷ëåí íà åãî
ïðîèçâîäíóþ, ëèáî, åñëè â ìíîãî÷ëåíå áîëüøå îäíîãî îäíî÷ëåíà, ñòåðåòü ñ äîñêè îäèí èç
îäíî÷ëåíîâ.

Åñëè ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè êàêîãî-òî îäíî÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ 0, îí íà äîñêå íå ïè-
øåòñÿ.

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà íà äîñêå îñòà¼òñÿ ÷èñëî. Âàñÿ õî÷åò, ÷òîáû ýòî ÷èñëî áûëî
êàê ìîæíî áîëüøå, à Ïåòÿ � ÷òîáû êàê ìîæíî ìåíüøå.

Êàêîå ÷èñëî îñòàíåòñÿ íà äîñêå ïðè ïðàâèëüíîé èãðå?
Îòâåò: n!
Ðåøåíèå:
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îäíî÷ëåí axk ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïðåâðàùàåòñÿ â îäíî÷ëåí

akxk−1 (èëè èñ÷åçàåò, åñëè ïîëó÷èâøèéñÿ îäíî÷ëåí ðàâåí 0). Ðåçóëüòàò èãðû çàâèñèò îò
òîãî, ìíîãîêðàòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì êàêîãî îäíî÷ëåíà ïîëó÷åíà èòîãîâàÿ êîíñòàí-
òà. Ïðè ýòîì íà êàæäîì õîäó èñ÷åçàåò íå áîëåå îäíîãî îäíî÷ëåíà, ïîýòîìó èãðà ïðîäëèòñÿ
ìèíèìóì 2n+ 1 õîä (èçíà÷àëüíî îäíî÷ëåíîâ 2n+ 2).

Ïåòèíà ñòðàòåãèÿ âñ¼ âðåìÿ ñòèðàòü ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà. Ïåòÿ íà÷èíàåò ïåðâûé,
îí ñäåëàåò íå ìåíåå n+1 õîäà è óíè÷òîæèò âñå îäíî÷ëåíû, èçíà÷àëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ
áûëà áîëüøå n. Òàêèì îáðàçîì, âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà, Ïåòÿ ãàðàíòèðóåò,
÷òî îñòàâøèéñÿ îäíî÷ëåí áóäåò èìåòü èçíà÷àëüíóþ ñòåïåíü íå áîëüøå n, à çíà÷èò, åãî
èòîãîâîå çíà÷åíèå ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ â êîíñòàíòó áóäåò íå áîëüøå n!.

Âàñèíà ñòðàòåãèÿ � âñ¼ âðåìÿ äèôôåðåíöèðîâàòü ìíîãî÷ëåí. Âàñÿ íà÷èíàåò âòîðîé,
îí ñäåëàåò ìèíèìóì n õîäîâ è óíè÷òîæèò âñå îäíî÷ëåíû, èçíà÷àëüíàÿ ñòåïåíü êîòîðûõ
áûëà îò 0 äî n−1 âêëþ÷èòåëüíî. Òàêèì îáðàçîì, âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà,
Âàñÿ ãàðàíòèðóåò, ÷òî îñòàâøèéñÿ îäíî÷ëåí áóäåò èìåòü èçíà÷àëüíóþ ñòåïåíü íå ìåíüøå
n, à çíà÷èò, åãî èòîãîâîå çíà÷åíèå ïîñëå ïðåâðàùåíèÿ â êîíñòàíòó áóäåò íå ìåíüøå n!.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 6 7 8 9 10
n 1010 1011 1012 1013 1014

Ñòåïåíü 2021 2023 2025 2027 2029
Îòâåò 1010! 1011! 1012! 1013! 1014!

Çàìå÷àíèå: Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèè äëÿ Âàñè â ýòèõ âàðèàíòàõ òàêæå ïîäõîäèò óäàëåíèå
ìëàäøèõ ÷ëåíîâ.

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ñôåðà S ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû A, B è C è ñåðåäèíû ð¼áåð AD, BD è CD òåòðàýäðà

ABCD. Âûñîòà òåòðàýäðà, îïóùåííàÿ èç òî÷êè D, èìååò äëèíó 2h, à ðàäèóñ îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ñîñòàâëÿåò 2 ·

√
k.

Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû S.
Îòâåò: ñì. òàáëèöó ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè
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Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé óêàçàííûìè ñåðåäèíàìè ð¼áåð (íàçîâ¼ì åãî

A1B1C1), ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC ñ êîýôôèöèåíòîì 1
2
. Çíà÷èò, è ðàäèóñ åãî îïèñàííîé

îêðóæíîñòè â äâà ðàçà ìåíüøå, è ñîñòàâëÿåò
√
k.

Öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ íàçîâ¼ì O1 è O ñîîòâåòñòâåííî,
öåíòð ñôåðû íàçîâ¼ì O′. Ïëîñêîñòè ABC è A1B1C1 ïàðàëëåëüíû è èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñî
ñôåðîé � ýòî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ, ïîýòîìó òî÷êè O′, O è O1 ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, ïåðåïåíäèêóëÿðíîé ýòèì ïëîñêîñòÿìè. Çíà÷èò, OO1 = h (ðàññòîÿíèå ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè, ðàâíîå ïîëîâèíå âûñîòû òåòðàýäðà).

Ïóñòü R � èñêîìûé ðàäèóñ ñôåðû, OO′ = |x|, ãäå x áóäåì ñ÷èòàòü îòðèöàòåëüíûì,
åñëè òî÷êà O′ ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó, îò O, ÷òî è O1. Òîãäà èç òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ O′O1A1 è O′OA ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

R2 = (x+ h)2 + (
√
k)2 è R2 = x2 + (2 ·

√
k)2.

Ïðèðàâíÿâ èõ ïðàâûå ÷àñòè, ðàñêðûâ ñêîáêè è ñîêðàòèâ x2, ïîëó÷àåì 2xh + h2 + k = 4k,

îòêóäà x =
3k − h2

2h
.

Òåïåðü ïîäñòàâèâ x â ðàâåíñòâî R2 = x2 + (2 ·
√
k)2, íàéä¼ì

R =
√
x2 + 4k =

√(
3k − h2

2h

)2

+ 4k.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
h 120 90 36 50 72 68 110 126 36 40
k 5600 6600 504 1500 2016 2040 5720 8400 1056 960
x 10 65 3 20 6 11 23 37 26 16

Îòâåò 150 175 45 80 90 91 153 187 70 64

Çàìå÷àíèå: Ïîñêîëüêó òåòðàýäðû ABCD è A1B1C1D ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå
D, òî÷êà D ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êàìè O è O1 (à çíà÷èò, è ñ O′), ïîýòîìó â äàí-
íîì òåòðàýäðå âûñîòà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Âïðî÷åì, â ðåøåíèè ìû ýòîãî ôàêòà íå èñïîëüçîâàëè.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Àíòîí âûáðàë íåñêîëüêî n-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îêàçàëîñü, ÷òî

ëþáûå äâà ìíîæåñòâà èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé ýëåìåíò, íî íèêàêèå ÷åòûðå íå èìåþò
îáùåãî ýëåìåíòà.

Äîêàæèòå, ÷òî âûáðàííûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå 2n.
Äîêàçàòåëüñòâî:
Ðàññìîòðèì ëþáîå èç âûáðàííûõ ìíîæåñòâ, íàçîâ¼ì åãî A. Êàæäîå èç îñòàâøèõñÿ èìå-

åò ñ íèì êàê ìèíèìóì îäèí îáùèé ýëåìåíò, ïðè ýòîì íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü áîëüøå ÷åì äâóì äðóãèì ìíîæåñòâàì, ïîýòîìó îñòàëüíûõ ìíîæåñòâ
íå áîëåå 2n, à âìåñòå ñ A � íå áîëåå 2n+ 1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ìíîæåñòâ íå ìîæåò ñîñòàâëÿòü â òî÷íîñòè 2n+ 1.
Ïðåäïîëîæèì, ýòî òàê. Çíà÷èò, êàæäûå äâà ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷íîñòè ïî

îäíîìó ýëåìåíòó è êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ðîâíî òð¼ì ìíîæåñòâàì.
Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ âî âñåõ ìíîæåñòâàõ: íàäî ðàçìåð

ìíîæåñòâà óìíîæèòü íà êîëè÷åñòâî âûáðàííûõ ìíîæåñòâ è ïîäåëèòü íà 3, ïîñêîëüêó

êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ðîâíî òð¼ì ìíîæåñòâàì. Ïîëó÷àåòñÿ
n · (2n+ 1)

3
.
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Îäíàêî, ÷èñëà â çàäà÷å ïîäîáðàíû òàê, ÷òî íè n, íè 2n+1 íà òðè íå äåëÿòñÿ (êàæäîå n â
êàæäîì èç âàðèàíòîâ äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 3), ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåìàÿ ñèòóàöèÿ
íåâîçìîæíà.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n 80 95 65 110 125 170 140 500 200 800
2n 160 190 130 220 250 340 280 1000 400 1600

2n+ 1 161 191 131 221 251 341 281 1001 401 1601

Çàäà÷à 5. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, . . . , xn òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäûõ äâóõ èç

íèõ îäíî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äðóãîãî ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì. Íàéäèòå íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

logx1
x2 + logx2

x3 + logx3
x4 + . . .+ logxn−1

xn + logxn
x1

Îòâåò: 2n− 2 +
1

2n−1
.

Ðåøåíèå:
Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ ýòî ÷èñëî: x1 � ëþáîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî, áîëüøåå 1, x2 = x2
1, x3 = x2

2, . . .xn = x2
n−1 = x2n−1

1 .

Ïåðåóïîðÿäî÷èì íàøè ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ: a1 < a2 < a3 < . . . < an. Òîãäà a2 = ak11 ,

a3 = ak22 , . . . , an = a
kn−1

n−1 . Ñîîòâåòñòâåííî, a3 = ak1k21 , . . . , an = a
k1...kn−1

1 .
Ê ñîæàëåíèþ, ìû íå ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî x1 < x2 < x3 < . . . < xn, ïîòîìó ÷òî ïðè ýòî

íàðóøàåòñÿ îáùíîñòü: ñîñåäíèå ïî âîçðàñòàíèþ ýëåìåíòû íå îáÿçàòåëüíî èäóò ïîäðÿä.
Îäíàêî, ïîñêîëüêó îò öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà ïåðåìåííûõ íè÷åãî íå ïîìåíÿåòñÿ, ìû ìî-

æåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 = a1. Âûäåëèì ñðåäè ÷èñåë x1, . . .xn ñàìóþ äëèííóþ âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè òî÷íåå b1 = x1, b2 = x2, b3 � ïåðâûé èç ýëåìåíòîâ x3, . . .xn,
áîëüøèé x2, b4 � ïåðâûé èç ýëåìåíòîâ, ñëåäóþùèõ çà b3, áîëüøèé b3 è òàê äàëåå. Ïî-
ñëåäíèì ýëåìåíòîì ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò bm = an � íàèáîëüøåå ñðåäè âñåõ
÷èñåë.

Ðàññìîòðèì â íàøåé ñóììå ëîãàðèôìîâ òîëüêî òå ëîãàðèôìû, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà b2, . . . bm. Íà ñàìîì äåëå, ýòî âñå ëîãàðôèìû èç èñêîìîé ñóììû, áîëüøèå
åäèíèöû. Îñíîâàíèÿ ýòèõ ëîãàðèôìîâ íàçîâ¼ì c2, . . . cm è çàïèøåì èõ ñóììó:

logc2 b2 + logc3 b3 + . . .+ logcm bm ⩾ logb1 b2 + logb2 b3 + . . .+ logbm−1
bm

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ci ⩽ bi−1 èç îïðåäåëåíèÿ bi: bi � ïåðâûé ïîñëå bi−1

ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk, áîëüøèé, ÷åì bi−1, çíà÷èò, âñå ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk, ìåæäó bi−1 è bi (åñëè îíè åñòü) ìåíüøå, ÷åì bi.

Äàëåå, logb1 b2 = k1 · . . . · kj1 , logb2 b3 = kj1+1 · . . . · kj2 , . . . , logbm−1
bm = kjm−2 · . . . · kn.

Âñå ki � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ìåíüøèå 2, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èõ íàáîðà ïðîèçâåäåíèå
íå ìåíüøå ñóììû. Çíà÷èò, logc2 b2 + logc3 b3 + . . .+ logcm bm ⩾ k1 + . . .+ kn, à âñÿ ñóììà èç
óñëîâèÿ òåì áîëåå íå ìåíüøå k1 + . . .+ kn.

Ïðè ýòîì åñëè êàêîå-òî èç ki áîëüøå 2, ñóììà ëîãàðèôìîâ ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå, ÷åì â
ïðèâåä¼ííîì ïðèìåðå. Çíà÷èò, åñëè ñóùåñòâóåò êàêîé-òî ìåíüøèé ïðèìåð, âñå ki äëÿ íåãî
òàêæå äîëæíû áûòü ðàâíû 2 è
logc2 b2 + logc3 b3 + . . .+ logcm bm ⩾ k1 + . . .+ kn = 2(n− 1).

Îäíàêî èç ýòîãî íå ñëåäóåò àâòîìàòè÷åñêèå, ÷òî âñå ëîãàðèôìû èç ýòîé ñóììû ðàâíû
2, ïîñêîëüêó 2 · 2 = 2 + 2 è â ýòîì ìåñòå íåêîòðûå èç íàøèõ íåðàâåíñòâî îáðàùàþòñÿ â
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ðàâåíñòâà. Çíà÷èò, â íàøåé ñóììå ëîãàðèôìîâ, áîëüøèõ åäèíèöû, åñòü òîëüêî äâîéêè è
÷åòâ¼ðêè.

Êðîìå òîãî, â èñêîìîé ñóììå åñòü êàê ìèíèìóì îäèí ëîãàðèôì, ìåíüøèé åäèíèöû �

ýòî ëîãàðèôì ïî ñàìîìó áîëüøîìó îñíîâàíèþ. Îí òî÷íî íå ìåíüøå, ÷åì logan a1 =
1

2n−1
,

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì (1�5):

Âàðèàíò 1 2 3 4 5
n 90 100 120 150 200

Îòâåò: 178
1

289
198

1

299
238

1

2119
298

1

2149
398

1

2199

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì (6�10):

Âàðèàíò 6 7 8 9 10
n 250 300 1000 80 500

Îòâåò: 498
1

2249
598

1

2299
1998

1

2999
158

1

279
998

1

2499

Çàäà÷à 6. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Íàéäèòå âñå ïàðû ÷èñëåë (p, n), ãäå p� ïðîñòîå, à n� öåëîå è ïðè ýòîì p4+a = n2+5pn.
Â îòâåòå óêàæèòå çíà÷åíèÿ n. Åñëè èõ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå

÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: ñì. òàáëèöó ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè
Ðåøåíèå:
Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, åñëè p ̸= 5, ÷èñëî p4 äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà

5. (Òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ â ýòîì ïðîñòûì ïåðåáîðîì îñòàòêîâ). ×èñëî a â ëþáîì èç
âàðèàíòîâ çàêàí÷èâàåòñÿ íà 1, òî åñòü òàêæå äà¼ò îñòàòîê 1. 5pn äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò,
åñëè p ̸= 5, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî n2 äà¼ò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 5, ÷òî íåâîçìîæíî.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé p = 5. Â ýòîì ñëó÷àå íàì íàäî ðåøèòü êâàäðàòíîå óðàâíå-

íèå n2 + 25n − 625 − a = 0, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà n1,2 =
−25±

√
3125 + 4a

2
.

×èñëà â óñëîâèè ïîäîáðàíû òàê, ÷òîá âñå ýòè óðàâíåíèÿ èìåëè ïî äâà ðåøåíèÿ.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 211 341 551 701 941 1111 1381 1571 1871 2081
D 3969 4489 5329 5929 6889 7569 8649 9409 10609 11449√
D 63 67 73 77 83 87 93 97 103 107

Îòâåò 1: −44 −46 −49 −51 −54 −56 −59 −61 −64 −66
Îòâåò 2: 19 21 24 26 29 31 34 36 39 41

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Íà íåé îòìå÷åíà òî÷êà F . ×åðåç òî÷êó

F ïðîâåäåíû îòðåçêè BK, CT ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, à HK ïåðåñåêàåò CT â òî÷êå R.

Èçâåñòíî, ÷òî BT =
a(a+ b)

a− b
, TF = a, FR = b. Íàéòè äëèíó AB.

Îòâåò:
2a2

a− b
.
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Ðåøåíèå:

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî HA � áèññåêòðèñà ∠THK.
Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû:

1 =
CK

KA
· AT
TB

· BH

HC
=

SHKC

SHKA

· SHTA

SHTB

· BH

HC
=

=
HC ·HK · sin∠KHC

HA ·HK · sin(90◦ − ∠KHC)
· HA ·HT · sin(90◦ − ∠BHT )

HT ·HB · sin∠BHT
· BH

HC

=
tg∠KHC

tg∠BHT
⇒ ∠KHC = ∠BHT.

(Èëè ñðàçó ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èçîãîíàëÿõ.)

Äàëåå, òàê êàêHC � âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà ∠THR, òî
CR

TC
=

FR

TF
, òî åñòü

TC − a− b

TC
=

=
b

a
⇒ 1− a+ b

TC
=

b

a
⇒ ⇒ a+ b

TC
=

a− b

a
⇒ TC =

a(a+ b)

a− b
.

Äàëåå çàìå÷àåì, ÷òî BT = TC. Òîãäà ∠BAH = 90◦−∠ABC = 90◦−∠TCB = ∠HFC =
= ∠AFT , çíà÷èò AT = TF = a.

Ñëåäîâàòåëüíî, AB = BT + TA =
a(a+ b)

a− b
+ a =

2a2

a− b
.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
TF = a 7 5 6 8 6 7 10 8 9 8
FR = b 6 4 4 4 5 5 5 6 6 7
BT 91 45 30 24 66 42 30 56 45 120

Îòâåò: 98 50 36 32 72 49 40 64 54 128

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â Íîíêâèíòëÿíäèè n ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Ïóòåøå-

ñòâåííèê îáíàðóæèë, ÷òî íåâîçìîæíî ïðîåõàòü ïî ïÿòè ðàçíûì äîðîãàìè è âåðíóòñÿ â
èñõîäíûé ãîðîä. Äîêàæèòå, ÷òî â ñòðàíå íå áîëåå m äîðîã.

Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà ãîðîäà. Äâà ãîðîäà ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íå áîëåå,
÷åì îäíîé äîðîãîé. Ïî êàæäîé äîðîãå ìîæíî äâèãàòüñÿ â ëþáîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé.
Ïóòåøåñòâåííèê ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî äîðîãàì.

Äîêàçàòåëüñòâî:
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Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âî âñåõ âàðèàíòàõ m =
n(n− 1)

3
.

Áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûé ìàðøðóò èç ïÿòè äîðîã, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî çàïðåùåíî
óñëîâèåì, 5-öèêëîì.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè ìû ðàññìîòðèì êàêèå-ëèáî øåñòü ãîðîäîâ, ìåæäó íèìè áó-
äåò ïðîâåäåíî íå áîëåå 10 äîðîã èç âîçìîæíûõ 15. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ìåæäó
êàêèìè-òî øåñòüþ ãîðîäàìè ïðîâåäåíî íå ìåíåå 11 äîðîã. Òîãäà ñðåäè ýòèõ øåñòè ãîðîäîâ
è ñîåäèíÿþùèõ èõ äîðîã íàéä¼ì 5-öèêë, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî çàïðåùåíî óñëîâèåì.

Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìû ñìîæåì íàéòè 5-öèêë, åñëè äîðîã ðîâíî 11. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè äîðîã áîëüøå 11, óäàëèì ëèøíèå è äîêàæåì, ÷òî öèêë èç 5-öèêë ñðåäè
îñòàâøèõñÿ äîðîã âñ¼ ðàâíî íàéä¼òñÿ.

Äëÿ óäîáñòâà, åñëè êàêèå-òî äâà ãîðîäà íå ñîåäèíåíû äîðîãîé, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îíè ñîåäèíåíû àíòèäîðîãîé. Òàêèì îáðàçîì, ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ìû ñìîæåì íàéòè
5-öèêë, åñëè ìåæäó øåñòüþ ãîðîäàìè ïðîâåäåíû ðîâíî ÷åòûðå àíòèäîðîãè.

Êàêèå-òî äâå àíòèäîðîãè òî÷íîâ âûõîäÿò èç îäíîãî ãîðîäà. Èñêëþ÷èì åãî è ðàññìîò-
ðèì îñòàâøèåñÿ ïÿòü ãîðîäîâ. Ïðîíóìåðóåì èõ ÷èñëàìè îò 1 äî 5. Ìåæäó ýòèìè ãîðîäàìè
íå áîëåå äâóõ àíòèäîðîã. Îïÿòü æå, äîñòàòî÷íî íàéòè 5-öèêë â ñèòóàöèè, êîãäà ýòèõ àí-
òèäîðîã ðîâíî äâå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàéä¼òñÿ è ïîäàâíî.

Åñòü äâå âîçìîæíûõ ñèòóàöèè: êîãäà ýòè àíòèäîðîãè èìåþò îáùèé êîíåö, è êîãäà íå
èìåþò.

Â ïåðâîì ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî àíòèäîðîãè ñîåäèíÿþò ãîðîä 1
ñ ãîðîäàìè 2 è 3. Òîãäà ìû ìîæåì íàéòè ñëåäóþùèé 5-öèêë: 1-4-2-3-5-1.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ó íàøè àíòèäîðîãè ñîåäèíÿþò ãîðîä 1 ñ ãîðîäîì 2,
à ãîðîä 3 ñ ãîðîäîì 4. Òîãäà ìû ñìîæåì íàéòè òàêîé 5-öèêë: 1-3-5-2-4-1

Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 5 ãîðîäîâ ïðîâåäåíî íå áîëåå 10 äîðîã èç 15, òî åñòü

ìàêñèìóì
2

3
îò èç âñåõ âîçìîæíûõ äîðîã. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà ãîðîäîâ ñ ïðîâåä¼ííîé

ìåæäó íèìè äîðîãîé èëè àíòèäîðîãîé âõîäèò â ðàâíîå ÷èñëî òàêèõ øåñò¼ðîê, ïîýòîìó

îáùåå êîëè÷åñòâî äîðîã òàêæå ñîñòàâëÿåò íå áîëåå
2

3
îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî, òî åñòü

ìàêñèìóì
2

3
· n(n− 1)

2
=

n(n− 1)

3
.

Äîêàæåì ýòî ÷óòü áîëåå ñòðîãî. Â êàæäîé øåñò¼ðêå ãîðîäîâ íå áîëåå 10 äîðîã. Âñåãî
ýòèõ øåñò¼ðîê C6

n. Èòîãî ïîëó÷àåì 10C6
n äîðîã, îäíàêî, êàæäàÿ èç íèõ ïîñ÷èòàíà íåñêîëüêî

ðàç. À èìåííî, ê êàæäîé ïàðå ãîðîäîâ ìîæíî ïîäîáðàòü åù¼ 4 ãîðîäà C4
n−2 ñïîñîáàìè,

çíà÷èò, èìåííî ñòîëüêî ðàç ìû ïîñ÷èòàëè êàæäóþ äîðîãó.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî äîðîã íå áîëåå
10C6

n

C4
n−2

=
10 · n(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)(n−5)

720
(n−2)(n−3)(n−4)(n−5)

24

=
n(n− 1)

3
.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì (1�5):

Âàðèàíò 1 2 3 4 5
×èñëî ãîðîäîâ (n) 600 900 1200 1500 1800
Îãðàíè÷åíèå (m) 119800 269700 479600 749500 1079400

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì (6�10):

Âàðèàíò 6 7 8 9 10
×èñëî ãîðîäîâ (n) 2100 2400 2700 3000 450
Îãðàíè÷åíèå (m) 1469300 1919200 2429100 2999000 67350
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1.1.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, a5 = 9. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìåäèàíà
ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a500.
Îòâåò: 172
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 6, a7 = 7, a8 = 8,

a9 = 8, a10 = 9, a11 = 9, a12 = 9.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a10 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8);
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a500 = a497 + 1 = a494 + 2 = . . . = a8 +
492

3
= 8 + 164 = 172.

Âàðèàíò 2
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4, a5 = 5. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìåäèàíà
ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a1000.
Îòâåò: 336
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 4, a7 = 5, a8 = 5,

a9 = 6, a10 = 6, a11 = 6.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a9 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:
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1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 7);
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a1000 = a997 + 1 = a994 + 2 = . . . = a7 +
993

3
= 5 + 331 = 336.

Âàðèàíò 3
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 5,
a2 = 4, a3 = 3, a4 = 2, a5 = 1. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìåäèàíà
ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a800.
Îòâåò: 268
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 4, a7 = 4, a8 = 4,

a9 = 5, a10 = 5.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a6 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.(ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 6).
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a800 = a797 + 1 = a794 + 2 = . . . = a8 +
792

3
= 4 + 264 = 268.

Âàðèàíò 4
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 1,
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a2 = 4, a3 = 9, a4 = 16, a5 = 25. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî
ìåäèàíà ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a150.
Îòâåò: 60
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 10, a7 = 11, a8 = 12,

a9 = 13, a10 = 13, a11 = 13, a12 = 14, a13 = 14.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a9 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 9).
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a150 = a147 + 1 = a144 + 2 = . . . = a9 +
141

3
= 13 + 47 = 60.

Âàðèàíò 5
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 2, a3 = 3, a4 = 5, a5 = 7. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìåäèàíà
ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a400.
Îòâåò: 137
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 4, a7 = 5, a8 = 6,

a9 = 6, a10 = 7, a11 = 7, a12 = 7.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a10 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a400 = a397 + 1 = a394 + 2 = . . . = a10 +
390

3
= 7 + 130 = 137.

Âàðèàíò 6
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 2,
a2 = 3, a3 = 5, a4 = 7, a5 = 11. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî
ìåäèàíà ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a200.
Îòâåò: 72
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 6, a7 = 7, a8 = 8,

a9 = 8, a10 = 9, a11 = 9, a12 = 9.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a10 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a200 = a197 + 1 = a194 + 2 = . . . = a8 +
192

3
= 8 + 64 = 72.

Âàðèàíò 7
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 2,
a2 = 3, a3 = 5, a4 = 8, a5 = 13. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî
ìåäèàíà ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a700.
Îòâåò: 239
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 6, a7 = 7, a8 = 8,

a9 = 9, a10 = 9, a11 = 9, a12 = 10.
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Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a9 êàæ-
äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8);
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a700 = a697 + 1 = a694 + 2 = . . . = a10 +
690

3
= 9 + 230 = 239.

Âàðèàíò 8
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 3, a3 = 6, a4 = 10, a5 = 15. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî
ìåäèàíà ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a350.
Îòâåò: 123
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 7, a7 = 8, a8 = 9,

a9 = 10, a10 = 10, a11 = 10, a12 = 11.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a9 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8);
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
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÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a350 = a347 + 1 = a344 + 2 = . . . = a8 +
342

3
= 9 + 114 = 123.

Âàðèàíò 9
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 0,
a2 = 1, a3 = 4, a4 = 9, a5 = 16. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî
ìåäèàíà ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a550.
Îòâåò: 188
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 5, a7 = 6, a8 = 7,

a9 = 8, a10 = 8, a11 = 8, a12 = 9.
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a9 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:

1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2 (ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 8);
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a550 = a547 + 1 = a544 + 2 = . . . = a10 +
540

3
= 8 + 180 = 188.

Âàðèàíò 10
Ìåäèàíà ïÿò¼ðêè ÷èñåë � ýòî ñðåäíåå ïî âåëè÷èíå èç íèõ, òî åñòü åñëè a ⩽ b ⩽ c ⩽ d ⩽

e, ìåäèàíà ðàâíà ÷èñëó c. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an çàäàíà íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a1 = 10,
a2 = 6, a3 = 3, a4 = 1, a5 = 0. Êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî ìåäèàíà
ïÿòè ïðåäûäóùèõ, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íàéäèòå a200.
Îòâåò: 68
Ðåøåíèå: Ïîñ÷èòàåì âðó÷íóþ íåñêîëüêî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ: a6 = 4, a7 = 4, a8 = 4,

a9 = 5, a10 = 5, a11 = 5..
Ïîñ÷èòàâ ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äàëüøå, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî íà÷èíàÿ ñ a6 êàæ-

äûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîâòîðÿåòñÿ òðè ðàçà ïîäðÿä, à ïîñëå ýòîãî òàêæå òðè ðàçà
ïîäðÿä èä¼ò ýòî ÷èñëî, óâåëè÷åííîå íà 1. Òàêèì îáðàçîì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà,
an+3 = an + 1.

Äîêàæåì ýòó çàêîíîìåðíîñòü, âåäü ïðîñòî çàìåòèòü å¼ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî ðåøå-
íèÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèè: áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ïÿò¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë an, an1 , an+2, an+3, an+4 èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òð¼õ âèäîâ:
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1) x, x, x+ 1, x+ 1, x+ 1;
2) x, x+ 1, x+ 1, x+ 1, x+ 2;
3) x, x, x, x+ 1, x+ 1(ýòîò âèä ïðèíèìàåò áàçà íàøåé èíäóêöèè ïðè n = 6);
Â ïåðâîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé ýëåìåíò

íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+ 2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë, íà÷è-
íàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 2).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî òàêæå ÷èñëî x + 1, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x+2 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó ÷èñåë:
x + 1, x + 1, x + 1, x + 2, x + 2, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âèäó 3) c x + 1
âìåñòî x.

Íàêîíåö â òðåòüåì ñëó÷àå ìåäèàíà íàøåé ïÿò¼ðêè ýòî ÷èñëî x, çíà÷èò ñëåäóþùèé
ýëåìåíò íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an+5 = x + 1 è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïÿò¼ðêó
÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ an+1 è èìåþùóþ âèä 1).

Çíà÷èò, a200 = a197 + 1 = a194 + 2 = . . . = a8 +
192

3
= 4 + 64 = 68.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 1 1 5 1 1 2 2 1 0 10
b 3 2 4 4 2 3 3 3 1 6
c 5 3 3 9 3 5 5 6 4 3
d 7 4 2 16 5 7 8 10 9 1
e 9 5 1 25 7 11 13 15 16 0
n 500 1000 800 150 400 200 700 350 550 200

Îòâåò 172 336 268 60 137 72 239 123 188 68

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî
a

b
+

b

a
= 2+

n2

c
, ïðè÷¼ì âñå äðîáè íåñîêðàòèìû.

Íàéäèòå |a− b|.
×èñëî n â çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, ñì. òàáëèöó.
Îòâåò: |a− b| = n
Ðåøåíèå:
Ïåðåíåñ¼ì 2 â ëåâóþ ÷àñòü, ïðèâåä¼ì å¼ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ïîëó÷èì

a2 − 2ab+ b2

ab
=

(a− b)2

ab
=

n2

c
.

×èñëà a è b íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, ïîýòîìó a+b òàêæå íå èìååò ñ íèìè îáùèé äå-
ëèòåëåé. Åñëè íåñîêðàòèìûå äðîáè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëèòåëÿìè è çíàìåíàòåëÿìè ðàâíû,
òî èõ ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè ñîâïàäàþò. Çíà÷èò, (a− b)2 = n2, îòêóäà |a− b| = n.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
×èñëèòåëü (n2) 16 25 36 49 64 81 100 121 400 900

Îòâåò (n) 4 5 6 7 8 9 10 11 20 30

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Íà ñòîðîíå AB îòìå÷åíà òî÷êà K. Îêà-

çàëîñü, ÷òî AK = a, KB = b, BH = c, CH = d.
Îòðåçêè AH è CK ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M . Íàéäèòå ñèíóñ óãëà ∠MBH.
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Îòâåò:

√
a+ b− c

(2(a+ b))
.

Ðåøåíèå: (âàðèàíòû 1�9)

Ïóñòü BM è AC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå D. Ïî òåîðåìå ×åâû
AD

DC
=

BH

CH
· AK
BK

=
ac

bd
.

×èñëà â óñëîâèè ïîäîáðàíû òàê, ÷òî d =
ac2

b2 + a(b− c)
, ïîýòîìó

AD

DC
=

ac

b · ac2

b2+a(b−c)

=

=
b2 + a(b− c)

bc
Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

a+ b

c+ d
=

a+ b

c+ ac2

b2+a(b−c)

=
(a+ b)(b2 + a(b− c))

c(b2 + a(b− c)) + ac2
=

(a+ b)(b2 + a(b− c))

b2c+ abc− ac2 + ac2
=

=
(a+ b)(b2 + a(b− c))

bc(a+ b)
=

b2 + a(b− c)

bc
.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî BD áèññåêòðèñà ∠B.
Â ðàáîòàõ ó÷àñòíèêîâ, ðàçóìååòñÿ, âñå ýòè ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî â ÷èñëåííîì âèäå.

Âû÷èñëÿåì cos∠B =
BH

AB
=

a+ b

c
è ïî ôîðìóëå ñèíóñà ïîëîâèííîãî óãëà íàõîäèì

sin∠MBH =

√
a+ b− c

(2(a+ b)
.

Ðåøåíèå: (âàðèàíò 10)
(Àíàëîãè÷íîå ðåøåíèå ïðîõîäèò è äëÿ âàðèàíòîâ 1�9). Çàïèøåì òåîðåìó Ìåíåëàÿ äëÿ

òðåóãîëüíèêà ABH è òî÷åê C, M , K ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé:

AK

BK
· BC

CH
· MH

AM
= 1 ⇒ 2 · MH

AM
· 2 = 1,

òî åñòü MH =
1

4
AM =

1

5
AH.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì AH =
√
152 − 42 =

√
221. Îòñþäà AM =

√
221

5
,

MB =

√
222

25
+ 22 =

√
321

5
, sin∠MBH =

MH

MB
=

√
221√
321
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Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì (1�5):

Âàðèàíò 1 2 3 4 5
AK = a 5 20 6 5 10
BK = b 10 10 9 5 5
BH = c 12 6 10 6 6
CH = d 8 4 8 9 24
cosB 4

5
1
5

2
3

3
5

2
5

Îòâåò (îêðóãë¼ííî, â ìåíüøóþ ñòîðîíó) 0,316 0,632 0,408 0,447 0,547

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì (6�10):

Âàðèàíò 6 7 8 9 10
AK = a 16 5 7 8 10
BK = b 8 10 14 12 5
BH = c 9 5 6 5 2
CH = d 27 1 1 1 2
cosB 3

8
1
3

2
7

1
4

2
15

Îòâåò (îêðóãë¼ííî, â ìåíüøóþ ñòîðîíó) 0,559 0,577 0,597 0,612 0,829

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)

Ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ai è bi òàêîâû, ÷òî
n∑

i=1

ai = x,
n∑

i=1

bi = y. Íàéäèòå íàèìåíüøåå

âîçìîæíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
n∑

i=1

(ai + bi)
3

aibi
.

Îòâåò:
(x+ y)3

xy
Ðåøåíèå:
Ïðåîáðàçóåì:

n∑
i=1

(ai + bi)
3

aibi
=

n∑
i=1

a3i + b3i
aibi

+ 3 · a
2
i bi + aib

2
i

aibi
=

n∑
i=1

a3i + b3i
aibi

+ 3x+ 3y.

Òåïåðü îöåíèì ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà äëÿ äðîáåé:

n∑
i=1

a3i + b3i
aibi

=
n∑

i=1

a2i
bi

+
n∑

i=1

b2i
ai

⩾
(
∑n

i=1 ai)
2

(
∑n

i=1 bi)
+

(
∑n

i=1 bi)
2

(
∑n

i=1 ai)
=

x2

y
+

y2

x
.

Èòîãî, ñêëàäûâàÿ ìû ïîëó÷àåì

n∑
i=1

(ai + bi)
3

aibi
≥ 3x+ 3y +

x2

y
+

y2

x
=

(x+ y)3

xy

Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â
ðàâåíñòâî. Äëÿ íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî-Øâàðöà ýòî ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå
a1
b1

=
a2
b2

= . . . =
an
bn
, òî åñòü â ñëó÷àå a1 = . . . = an =

x

n
, à b1 = . . . , bn =

y

n
.
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Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x 25 10 8 10 50 4 20 5 20 16
y 4 8 20 25 8 50 5 8 25 10

Îòâåò 243, 89 72, 9 137, 2 171, 5 487, 78 787, 32 156, 25 54, 925 182, 25 109, 85

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Äàíà òðàïåöèÿ ABCD, áîêîâûå ñòîðîíû êîòîðîé èìåþò äëèíû AB = a, CD = b.

Òàêæå èçâåñòíà äëèíà äèàãîíàëè BD = d.
Òî÷êà K íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû AB çà òî÷êó A òàêîâà, ÷òî ∠BKD = ∠ADC. Òàêæå

îêàçàëîñü, ÷òî AD � áèññåêòðèñà ∠BDK.
Òî÷êà L íà ëó÷å DA òàêîâà, ÷òî ∠LKA = ∠CBD.
Íàéäèòå äëèíó DL.

Îòâåò:
bd

a
Ðåøåíèå:
Âî-ïåðâûõ, ∠BKD = ∠ADC ïî óñëîâèþ, ∠ADC = 180◦ − ∠BCD (êàê îäíîñòîðîííèå

óãëîâ â òðàïåöèè), ïîýòîìó ÷åòûð¼õóãîëüíèê KBCD � âïèñàííûé.
Âî-âòîðûõ, çàìåòèì, ÷òî òî÷êà L îïðåäåëåíà íå îäíîçíà÷íî: îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ êàê

íà ïðîäîëæåíèè ëó÷à DA çà òî÷êó L, òàê è íà îòðåçêå AD.
Ðàçáåð¼ì ñíà÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé.
Ïåðâûé ñëó÷àé:

Ïîéì¼ì, ÷òî âñå ïÿòü îòìå÷åííûõ íà ðèñóíêå óãëà ðàâíû: ∠LKA = ∠CBD ïî óñëîâèþ,
∠CBD = ∠BDL êàê íàêðåñò ëåæàùèé, ∠BDL = ∠DLK, òàê êàê DA áèññåêòðèñà. Èç
ðàâåíñòâà ∠BDL = ∠LKA ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà L ëåæèò íà òîé æå îêðóæíîñòè, ÷òî è
òî÷êè B, C, D è K. Îòñþäà ∠LBK = ∠LDK, êàê îïèðàþóùèéñÿ íà òó æå äóãó.

Êðîìå òîãî, èç ðàâåíñòâà óêàçàííûõ âûøå óãëîâ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî BK = KL = CD =
b.

Ñïîñîá 1. Òåîðåìà ñèíóñîâ:
Çàïèøåì òðè òåîðåìû ñèíóñîâ.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà BDL:
DL

BD
=

sin∠DBL

sin∠BLD
.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà ABD:
AB

BD
=

sin∠BDA

sin∠BAD
.

Äëÿ òðåóãîëüíèêà BD:
BD

CD
=

sin∠BCD

sin∠CBD
.
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Çàìåòèì, ÷òî ∠CBD = ∠BDL = ∠BDA; ∠DBL = ∠DBA+ ∠ABL = ∠DBA+
+ ∠KBL = ∠DBA + ∠CBD = ∠ABC = 180◦ − ∠BAD, ïîýòîìó sin∠DBL = sin∠BAD;
íàêîíåö, ∠BLD = 180◦ − ∠BCD, ïîýòîìó èõ ñèíóñû òàêæå ðàâíû.

Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé â òåîðåìàõ ñèíóñîâ ðàâíî åäèíèöå, ïîýòîìó
DL

BD
·

AB

BD

BD

CD
= 1, îòêóäà DL =

BD · CD

AB
=

bd

a
.

Ñïîñîá 2. Òåîðåìà Ïòîëåìåÿ.

Ïî òåîðåìå Ïòîëåìåÿ äëÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèêà BDKL, DL =
BD ·KL+BL ·DK

BK
. Ïî-

ñêîëüêó BL = KL = CD = b, ïîëó÷àåì DL = b · BD +DK

BK
= b · BD

BK
·
(
1 +

DK

BD

)
.

Ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó áèññåêòðèñû äëÿ òðåóãîëüíèêà KBD,
DK

BD
=

AK

AB
, ïîýòîìó

DL = b · BD

BK
·
(
1 +

AK

AB

)
= b · BD

BK
· AB + AK

AB
= b · d

BK
· BK

a
=

bd

a
.

Âòîðîé ñëó÷àé:
Ïîñêîëüêó ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè òî÷êè L èç ïåðâîãî ñëó÷àÿ, ëåæàùóþ

íà îòðåçêå AD ¾âåðñèþ¿ òî÷êè L íàçîâ¼ì L′.

∠KBD è ∠KLD îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó, ïîýòîìó ðàâíû, òî åñòü ∠ABD = ∠ALK.
∠BAD = ∠LAK âåðòèêàëüíûå, ïîýòîìó òðåóãîëüíèêè BAD è LAK ïîäîáíû, AL =
AB · LK

BD
=

ab

d
. Çíà÷èò, AD = DL− AL =

bd

a
− ab

d
=

b(d2 − a2)

ad
.

Èç òîãî æå ñàìîãî ïîäîáèÿ ïîëó÷àåì AK = AD · LK
BD

= AD · b
d
.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê AKD ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó AL′K ïî äâóì óãëàì,

îòêóäà AL′ =
AK2

AD
=

AD2 · b2

d2

AD
= = AD · b

2

d2
=

b(d2 − a2)

ad
· b

2

d2
=

b3(d2 − a2)

ad3
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

DL′ = AD − AL′ = AD ·
(
1− b2

d2

)
=

b(d2 − a2)

ad
· d

2 − b2

d2
=

b(d2 − a2)(d2 − b2)

ad3
.
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Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a 8 6 6 8 10 9 10 8 12 12
b 12 8 9 10 15 12 14 12 15 16
d 20 15 12 20 24 21 30 18 28 33

DL(Îòâåò 1) 30 20 18 25 36 28 42 27 35 44

AL
16

5

12

5

3

1

16

5

25

6

27

7

10

3

32

9

36

7

48

11
AL(ïðèáë) 3, 2 2, 4 3 3, 2 4, 17 3, 86 3, 33 3, 56 5, 14 4, 36

AD
134

5

88

5

15

1

109

5

191

6

169

7

116

3

211

9

209

7

436

11
AD(ïðèáë) 26, 8 17, 6 15 21, 8 31, 83 24, 14 38, 67 23, 44 29, 86 39, 64

AK
402

25

704

75

45

4

545

50

2865

144

676

49

812

45

1266

81

3135

196

6976

363
AK(ïðèáë) 16, 08 9, 39 11, 25 10, 9 19, 9 13, 8 18, 04 15, 63 15, 99 19, 22

AL′ 1206

125

5632

1125

135

16

2725

500

42975

3456

2704

343

5684

675

7596

729

47025

5488

111616

11979
AL′(ïðèáë) 9, 65 5, 01 8, 44 5, 45 12, 43 7, 88 8, 42 10, 42 8, 57 9, 32

DL′(Îòâåò 2)
2144

125

14168

1125

105

16

8175

500

67041

3456

5577

343

20416

675

9495

729

116831

5488

363188

11979
DL′(ïðèáë) 17, 15 12, 59 6, 56 16, 35 19, 4 16, 26 30, 25 13, 02 21, 29 30, 32

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Íà îäíîé èç êëåòîê âåðõíåé ñòðîêè êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà, ñòîèò øàõìàòíûé

ñëîí. Îí íà÷èíàåò äâèæåíèå, çà îäèí õîä ïåðåìåùàÿñü íà îäíó êëåòêó ïî äèàãîíàëè â
îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Äîñòèãíóâ êëåòêè íà ñòîðîíå ïðÿìîóãîëüíèêà, ñëîí ìåíÿåò
íàïðàâëåíèå íà 90◦.

×åðåç n õîäîâ ñëîí âïåðâûå âåðíóëñÿ íà èñõîäíóþ êëåòêó, íè ðàçó íå ïîïàâ â óãîë
ïðÿìîóãîëüíèêà. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà. Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî,
ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: Òàêîå íåâîçìîæíî.
Ðåøåíèå (äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ):
Ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: äàâàéòå ñëîí áóäåò õîäèòü íå ïî êëåòêàì, à ïî èõ öåíòðàì.

Ïóñòü íàø ïðÿìîóãîëüíèê èìååò ðàçìåð (a+1)× (b+1). Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðÿìîóãîëü-
íèê, ãðàíèöû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ïî öåíòðàì íèæíåé è âåðõíåé ñòðîêè è ïðàâîãî è ëåâîãî
ñòîëáöà èñõîäíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Îòðàçèì íîâûé ïðÿìîóãîëüíèê ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî âñåõ åãî ñòîðîí, çàòåì ïîëó÷èâøèåñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè òàêæå îòðàçèì, è òàê äàëåå.
Ïîëó÷èì ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó, ÿ÷åéêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè a× b.

Ñîåäèíèì òåïåðü öåíòðû êëåòîê, íà êîòîðûõ íàõîäèëñÿ ñëîí, îòðåçêàìè. Íàçîâ¼ì îáú-
åäèíåíèå ýòèõ îòðåçêîâ òðàåêòîðèåé ñëîíà. Â íàøåé íîâîé èíòåðïðåòàöèè, êîãäà ñëîí
äîõîäèò äî êðàÿ äîñêè è ìåíÿåò íàïðàâëåíèå, åãî òðàåêòîðèÿ ìåíÿåòñÿ ïîä óãëîì 90◦,
îòðàæàÿñü îò êðàÿ äîñêè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ
çàäà÷ó ïðî îòðàæåíèÿ.

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû îòðàçèòü òðàåêòîðèþ ñëîíà îò ñòîðîíû íîâîãî òðåóãîëüíèêà ïîä
óãëîì 90◦, ïðîäëèì å¼ äàëüøå ïî ïðÿìîé â îòðàæ¼ííîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Áóäåì ïðîäîë-
æàòüñÿ äâèæåíèå ñëîíà ïî ïðÿìîé, ïîïàäàÿ âî âñ¼ íîâûå è íîâûå îòðàæ¼ííûå ïðÿìîóãîëü-
íèêè. Äâèæåíèå ñëîíà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ñëîí ïîïàäàåò â òî÷êó, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì
íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèå èñõîäíîé.

Ââåä¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â ëåâîì âåðõíåì óãëó íàøåãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
Òîãäà èñõîäíàÿ òî÷êà èìååò êîîðäèíàòû (x, 0) ãäå x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òî÷êè, ÿâëÿþ-
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ùèåñÿ îáðàçàìè íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòðàæåíèé èñõîäíîé, èìåþò âåðòèêàëüíóþ
êîîðäèíàòó, äåëÿùóþñÿ íà 2a, à ãîðèçîíòàëüíóþ 2ka± x èëè

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñìåùåíèå íàøåãî ñëîíà ïî âåðòèêàëè çà n õîäîâ ðàâíî â òî÷íîñòè
n, îòêóäà n äåëèòñÿ íà 2b. Îäíàêî âî âñåõ âàðèàíòàõ n = pq, ãäå p è q � íå÷¼òíûå ïðîñòûå
÷èñëà. Çíà÷èò, ýòî íåâîçìîæíî.

Êîðîòêîå ðåøåíèå.
Ïðèâåä¼ííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëèë áû ðåøèòü çàäà÷ó ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâè-

ÿõ. Äëÿ ðåøåíèÿ æå äàííîé çàäà÷è ñ íå÷¼òíûì n äîñòàòî÷íî ñëåäóþùåãî ñîîáðàæåíèÿ:
çà íå÷¼òíîå ÷èñëî õîäîâ ñëîí â ïðèíöèïå íå ìîæåò âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó, òàê êàê
êàæäûé ðàç îí ñäâèãàåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè íà 1, çíà÷èò, åãî ñóììàðíûé ñäâèã
ïî êàæäîé êîîðäèíàòå çà n õîäîâ áóäåò íå÷¼òíûì, à äëÿ òîãî, ÷òîáû âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ
òî÷êó íóæíî îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç ñäâèíóòüñÿ âïðàâî è âëåâî.

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Íà êîíôåðåíöèè ïî òåîðèè ãðàôîâ ñîáðàëîñü ìíîãî ó÷¼íûõ. Îíè âûÿñíèëè ñëåäóþùèå

âåùè:
(1) Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî a çíàêîìûõ íà êîíôåðåíöèè.
(2) Ó ëþáûõ äâóõ çíàêîìûõ ðîâíî b îáùèõ çíàêîìûõ íà êîíôåðåíöèè.
(3) Ó ëþáûõ äâóõ íåçíàêîìûõ ðîâíî c îáùèõ çíàêîìûõ íà êîíôåðåíöèè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñàäèòü çà êðóãëûé ñòîë ÷åòâåðûõ ó÷¼íûõ òàê, ÷òîáû

ñïðàâà è ñëåâà îò êàæäîãî ñèäåëè åãî çíàêîìûå?
(Ïîðÿäîê ðàññàäêè äëÿ äàííîé ÷åòâåðêè ó÷¼íûõ âàæåí è äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ â îòâå-

òå).

Îòâåò: n(dc(c− 1) + ab(b− 1), ãäå d =
a(a− b− 1)

c
, n = a+ d+ 1.

Ðåøåíèå:
Íàéä¼ì ñíà÷àëà îáùåå êîëè÷åñòâî ó÷¼íûõ n. Ðàññìîòðèì êàêîãî-òî îäíîãî ó÷¼íîãî. Ó

íåãî åñòü a çíàêîìûõ. Ó êàæäîãî èç íèõ òàêæå a çíàêîìûõ, íî ñðåäè ýòèõ a óæå ïîñ÷èòàíû
b îáùèõ çíàêîìûõ ñ ïåðâûì ó÷¼íûì è ñàì ïåðâûé ó÷¼íûé. Îñòà¼òñÿ åù¼ a−b−1 çíàêîìûé
ó êàæäîãî, èòîãî a(a− b− 1). Â ýòî ÷èñëî âîøëè âñå íåçíàêîìûå ñ ïåðâûì ó÷¼íûì ëþäè,
ïðè÷¼ì êàæäûé ðîâíî c ðàç áëàãîäàðÿ òðåòüåìó óñëîâèþ. Çíà÷èò, âñåãî ïîëó÷àåì n =

1+a+
a(a− b− 1)

c
ó÷¼íûõ. Ó êàæäîãî èç íèõ ïðè ýòîì ðîâíî d =

a(a− b− 1)

c
íåçíàêîìûõ

íà êîíôåðåíöèè.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ëþáîé èç èíòåðåñóþùèõ íàñ ñïîñîáîâ. Íà ïåðâîå ìåñòî ìû ìîæåì

ïîñàäèòü ëþáîãî ÷åëîâåêà. Íàïðîòèâ íåãî òàêæå ìîæåò ñèäåòü ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ïåðâûé ÷åëîâåê âûáèðàåòñÿ n ñïîñîáàìè. Íåçíàêîìîãî ÷åëîâå-

êà íàïðîòèâ ìîæíî âûáðàòü d ñïîñîáàìè. Òîãäà îñòàâøèåñÿ äâà âûáèðàþòñÿ c(c− 1) ñïî-
ñîáàìè òàê êàê ìû çíàåì, ñêîëüêî ó ïåðâûõ äâîèõ îáùèõ çíàêîìûõ. Ïîëó÷àåì n ·d ·c(c−1)
ñïîñîáîâ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû âûáèðàåì ÷åëîâåêà íàïðîòèâ èç a çíàêîìûõ ïåðâîãî ÷åëîâåêà, à
äàëüøå b(b − 1) ñïîñîáàìè âûáèðàåì èõ îáùèõ çíàêîìûõ. Ïîëó÷àåì âñåãî n · a · b(b − 1)
ñïîñîáîâ.

Ïîëó÷åííûå äâà ÷èñëà íåîáõîäèìî ñëîæèòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà.
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Òàáëèöà ïàðàìåòðîâ è îòâåòîâ ïî âàðèàíòàì (1�5):

Âàðèàíò a b c n (ó÷¼íûõ) d (íåçíàêîìûõ) 1-å ñëàãàåìîå 2-å ñëàãàåìîå Îòâåò
1 81 60 54 112 30 9616320 32114880 41731200
2 78 55 66 105 26 11711700 24324300 36036000
3 72 51 45 105 32 6652800 19278000 25930800
4 54 26 27 109 54 4131972 3825900 7957872
5 44 19 16 111 66 1758240 1670328 3428568

Òàáëèöà ïàðàìåòðîâ è îòâåòîâ ïî âàðèàíòàì (6�10):

Âàðèàíò a b c n (ó÷¼íûõ) d (íåçíàêîìûõ) 1-å ñëàãàåìîå 2-å ñëàãàåìîå Îòâåò
6 66 37 42 111 44 8410248 9758232 18168480
7 56 27 28 113 56 4783968 4442256 9226224
8 36 15 9 117 80 673920 884520 1558440
9 80 52 60 117 36 14910480 24822720 39733200
10 54 21 27 119 64 5346432 2698920 8045352

Çàìå÷àíèå. Ãîâîðÿ â òåðìèíàõ òåîðèè ãðàôîâ, âñå ýòè ãðàôû ðåàëüíî ñóùåñòâóþò. Îíè
íàçûâàþòñÿ ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè. Èõ ìîæíî íàéòè íà ýòîé ñòðàíèöå:
https://aeb.win.tue.nl/graphs/srg/srgtab101-150.html

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Îáîçíà÷èì çà d(n) ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî

÷èñëî).
Íàéäèòå âñå òàêèå n, ÷òî n = 3p · d(n) (ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, ñâîé äëÿ êàæäîãî

âàðèàíòà).
Îòâåò: 72p.
Ðåøåíèå:
Î÷åâèäíî, n äåëèòñÿ íà 3 è íà p. Ðàçëîæèì n â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë:

n = 3lpkpk11 . . . pkmm . Òîãäà d(n) = (l + 1)(k + 1)(k1 + 1) . . . (km + 1). Ðàçäåëèâ n íà 3p · d(n)
ïîëó÷èì

3l−1

l + 1
· pk−1

k + 1
· pk11
k1 + 1

. . . · pkmm
km + 1

= 1.

Çàìåòèì, ÷òî âñå äðîáè â ýòîì ïðîèçâåäåíèè, êðîìå ïåðâûõ äâóõ, ãàðàíòèðîâàííî íå

ìåíüøå 1 (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
21

1 + 1
= 1). Òîãäà êàê ìèíèìóì îäíà èç

ïåðâûõ äâóõ äðîáåé íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, êàê è èõ ïðîèçâåäåíèå.
Âòîðàÿ äðîáü íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû òîëüêî ïðè k = 1, ïîñêîëüêó âî âñåõ âàðèàíòàõ

p ⩾ 7. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ðàâíà
1

2
. Ïåðâàÿ æå äðîáü ìîæåò áûòü ðàâíà êàê

1

2
ïðè l = 1,

òàê è
32−1

2 + 1
= 1 ïðè l = 2. Ïðè ýòîì ïðè k > 1 âòîðàÿ äðîáü ñîñòàâëÿåò êàê ìèíèìóì

p

3
,

à ïðè l > 2 ïåðâàÿ äðîáü ñîñòàâëÿåò êàê ìèíèìóì
32

3 + 1
=

9

4
. È òî è äðóãîå áîëüøå äâóõ,

÷òî äåëàåò ïðîèçâåäåíèå äðîáåé áîëüøå åäèíèöû.
Îñòàëîñü ðàçîáðàòü äâà ñëó÷àÿ: k = l = 1 è k = 1, l = 2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå è ïåðâàÿ, è âòîðàÿ äðîáü ðàâíû
1

2
, à èõ ïðîèçâåäåíèå ñîñòàâëÿåò

1

4
.

Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ äîëæíî áûòü ðàâíî 4. Ìíîæèòåëü 2 â ÷èñëèòåëå ìîæåò
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ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî îäíî èç îñòàâøèõñÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíî 2. Ðàññìîòðèì äðîáè âèäà
2k1

k1 + 1
, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò 4: ýòî

21

1 + 1
= 1,

22

2 + 1
=

4

3
,

23

3 + 1
= 2,

24

4 + 1
=

16

5
= 3

1

5
.

Íàñ óñòðàèâàþò òîëüêî äðîáè, ó êîòîðûõ ïîñëå ñîêðàùåíèÿ â ÷èñëèòåëå îñòà¼òñÿ õîòÿ áû

4. Åñëè ìû èñïîëüçóåì äðîáü
4

3
, íàì ïîíàäîáèòüñÿ åù¼ îäèí ìíîæèòåëü 3 â ÷èñëèòåëå,

êîòîðîãî ó íàñ íåò, åñëè æå âîçüì¼ì
16

5
, íàì ïîíàäîáèòñÿ åù¼ äðîáü ñ 5 â ÷èñëèòåëå, òî

åñòü ìèíèìóì
5

2
, ÷òî óæå äà¼ò ñëèøêîì áîëüøîå ïðîèçâåäåíèå.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ïåðâàÿ äðîáü ðàâíà
1

2
, à âòîðàÿ ðàâíà 1. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå îñòàëü-

íûõ äîëæíî áûòü ðàâíî 2. Ìû ìîæåì äîáàâèòü ê íèì òîëüêî
23

3 + 1
= 2 è ïîëó÷èòü åäèíèöó

â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåíèÿ.
Çíà÷èò, n = 3lpk23 = 32 · 23 · p = 72p.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6
p 11 13 17 19 7 23

3p(÷èñëî â óñëîâèè) 33 39 51 57 21 69
792 936 1224 1368 504 1656

1.1.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(4) = 63, f(−3) = 14.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
Îòâåò: 7
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 16a+4b+c = 63,

9a− 3b+ c = 14. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 7(a+ b) = 49, îòêóäà a+ b = 7.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Âàðèàíò 2.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(5) = 72, f(−4) = 27.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
Îòâåò: 5
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 25a+5b+c = 72,

16a− 4b+ c = 27. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 9(a+ b) = 45, îòêóäà a+ b = 5.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Âàðèàíò 3.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(6) = 77, f(−5) = 33.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
Îòâåò: 4
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 36a+6b+c = 77,

25a− 5b+ c = 33. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 11(a+ b) = 44, îòêóäà a+ b = 4.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Âàðèàíò 4.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(7) = 91, f(−6) = 52.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
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Îòâåò: 3
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 49a+7b+c = 91,

36a− 6b+ c = 52. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 13(a+ b) = 39, îòêóäà a+ b = 3.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Âàðèàíò 5.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(8) = 90, f(−7) = 60.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
Îòâåò: 2
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 64a+8b+c = 90,

49a− 7b+ c = 60. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 15(a+ b) = 30, îòêóäà a+ b = 2.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Âàðèàíò 6.
Êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x) òàêîâ, ÷òî f(9) = 102, f(−8) = 85.
Íàéäèòå f(1)− f(0).
Îòâåò: 1
Ðåøåíèå: Ïóñòü íàø êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí èìååò âèä ax2+bx+c. Òîãäà 81a+9b+c = 102,

64a− 8b+ c = 85. Âû÷èòàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì 17(a+ b) = 17, îòêóäà a+ b = 1.
Çàìåòèì, ÷òî a+ b ýòî è åñòü f(1)− f(0).

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6
x1 4 5 6 7 8 9
y1 63 72 77 91 90 102
x2 −3 −4 −5 −6 −7 −8
y2 14 27 33 52 60 85

Îòâåò 7 5 4 3 2 1

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå).
ABCD � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê, AD = CD = a, BD = b, ∠C = 90◦. Íàéäèòå

ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD.

Îòâåò:
2a ·

√
b2 − a2

a+ b+
√
b2 − a2

.

Ðåøåíèå:
Âîîáùå-òî ìû õîòåëè ñïðîñèòü ïðî ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC,

ýòî ÷óòü áîëåå èíòåðåñíàÿ çàäà÷à, íî äàâàéòå ðåøàòü òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü.
Íàì íàäî íàéòè ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü ïî ôîðìóëå, r =
S

p
, ãäå S � ïëîùàäü, à p � ïîëóïåðèìåòð.

Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà BC =
√
b2 − a2. Çíà÷èò, p =

a+ b+
√
b2 − a2

2
, S =

a ·
√
b2 − a2

2
,

r =
a ·

√
b2 − a2

a+ b+
√
b2 − a2

.

Çàìå÷àíèå: âìåñòî ýòèõ âû÷èñëåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

r =
BC + CD −BD

2
äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5 6
a 10 12 12 10 6 12
b 20 36 48 25 9 16

Îòâåò (ïðèáëèæ¼ííî) 3, 66 4, 97 5, 24 3, 96 1, 85 3, 29

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå).
ABCD � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X, à äèà-

ãîíàëè òðàïåöèè â òî÷êå Y . Òî÷êà K, ëåæàùàÿ ìåæäó ïðÿìûìè AD è BC òàêîâà, ÷òî
∠BKC+∠DKA = ∠BY C. O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABK. AB = a,
BX = b, OK = r

Íàéäèòå OX2.
Îòâåò: r2 + (a+ b)b.
Ðåøåíèå:
Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ âïèñàíà â îêðóæíîñòü.

Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà K ëåæèò íà òîé æå îêðóæíîñòè. Åñëè K äåéñòâèòåëüíî ëåæèò íà
ýòîé îêðóæíîñòè,

∠BKC + ∠DKA =

⌣

BC

2
+

⌣

AD

2
= ∠BY C. Åñëè K âíóòðè îêðóæíîñòè, óãëû ∠BKC è

∠DKA áîëüøå ïîëîâèí ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã, à åñëè ñíàðóæè � ìåíüøå. Çíà÷èò, K ëå-
æèò íà òîé æå îêðóæíîñòè, à öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â òî÷êå O, à å¼ ðàäèóñ ðàâåí
r.

Ïî òåîðåìå î ñòåïåíè òî÷êè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè, AX · BX = OX2 − r2, îòêóäà
OX2 = r2 + (a+ b)b.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4
a 10 7 16 9
b 8 9 9 16
r 16 9 20 48

Îòâåò 400 225 625 2704
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Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Â êëåòêàõ òàáëèöû 7× 7 ðàññòàâëåíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 2× 3 èëè 3× 2 ñóììà ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 60.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìåòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?
Îòâåò: 540
Ðåøåíèå. Îöåíêà:

Ïîñêîëüêó 2+2+3 = 7, ìû ìîæåì âûäåëèòü â íàøåé òàáëèöå 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 2×3
è 3×2 òàê êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Â öåíòðå îñòàíåòñÿ îäíà êëåòêà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ
÷èñëî, íå áîëüøåå 60. Â êàæäîì èç âîñüìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóììà ÷èñåë òàêæå íå áîëüøå
60, èòîãî ïîëó÷àåì ìàêñèìóì 9 · 60 = 540.

Ïðèìåð: Âî âñåõ êëåòêàõ ðàññòàâëÿåì íóëè, êðîìå öåíòðàëüíîé êëåòêè, ÷åòûð¼õ óãëîâ
è ÷åòûð¼õ ñåðåäèí ñòîðîí. Â ýòèõ äåâÿòè êëåòêàõ ïèøåì 60.

Âàðèàíò 2. Â êëåòêàõ òàáëèöû 11×11 ðàññòàâëåíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 5× 3 èëè 3× 5 ñóììà ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 50.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìåòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?
Îòâåò: 450
Ðåøåíèå. Îöåíêà:
Ïîñêîëüêó 3 + 3 + 5 = 11, ìû ìîæåì âûäåëèòü â íàøåé òàáëèöå 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ

5× 3 è 3× 5 àíàëîãè÷íî ïîêàçàíîìó íà ðèñóíêå â âàð. 1. Â öåíòðå îñòàíåòñÿ îäíà êëåòêà,
â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷èñëî, íå áîëüøåå 50. Â êàæäîì èç âîñüìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóììà
÷èñåë òàêæå íå áîëüøå 50, èòîãî ïîëó÷àåì ìàêñèìóì 9 · 50 = 450.

Ïðèìåð: Âî âñåõ êëåòêàõ ðàññòàâëÿåì íóëè, êðîìå öåíòðàëüíîé êëåòêè, ÷åòûð¼õ óãëîâ
è ÷åòûð¼õ ñåðåäèí ñòîðîí. Â ýòèõ äåâÿòè êëåòêàõ ïèøåì 50.

Âàðèàíò 3. Â êëåòêàõ òàáëèöû 15×15 ðàññòàâëåíû íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 4× 7 èëè 7× 4 ñóììà ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 10.

Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìåòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?
Îòâåò: 90
Ðåøåíèå. Îöåíêà:
Ïîñêîëüêó 4 + 4 + 7 = 15, ìû ìîæåì âûäåëèòü â íàøåé òàáëèöå 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ

4× 7 è 7× 4 àíàëîãè÷íî ïîêàçàíîìó íà ðèñóíêå â âàð. 1. Â öåíòðå îñòàíåòñÿ îäíà êëåòêà,
â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷èñëî, íå áîëüøåå 10. Â êàæäîì èç âîñüìè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñóììà
÷èñåë òàêæå íå áîëüøå 10, èòîãî ïîëó÷àåì ìàêñèìóì 9 · 10 = 90.

Ïðèìåð: Âî âñåõ êëåòêàõ ðàññòàâëÿåì íóëè, êðîìå öåíòðàëüíîé êëåòêè, ÷åòûð¼õ óãëîâ
è ÷åòûð¼õ ñåðåäèí ñòîðîí. Â ýòèõ äåâÿòè êëåòêàõ ïèøåì 10.
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Áóäåì îáîçíà÷àòü abc ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð a, b è c
â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÍÎÄ(abc, bca)?

Îòâåò: 243
Ðåøåíèå.Ïðèìåð:
abc = 972 = 243 · 4, bca = 729 = 243 · 3.
Îöåíêà: Îáîçíà÷èì èñêîìûé ÍÎÄ çà d. Åñëè abc è bca) äåëÿòñÿ íà d, íà íåãî òàêæå

äåëèòñÿ ÷èñëî 10 · abc− bca = 999a
Çàìåòèì, ÷òî 999 = 33 · 37. Åñëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî îäíîâðåìåííî äåëèòñÿ íà 3 è íà 37,

òî îíî äåëèòñÿ íà 111, à çíà÷èò ñîñòîèò èç îäèíàêîâûõ öèôð è íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è.

Åñëè d ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 37, òî îíî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 33a, ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ýòîãî ÷èñëà êàê ðàç ðàâíî 243.

Åñëè d äåëèòñÿ íà 37, òî îíî, ïî äîêàçàííîìó âûøå, íå äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, d ÿâëÿåòñÿ
äåëèòåëåì ÷èñëà 37a, ïðè÷¼ì a íå äåëèòñÿ íà 3. Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àè d = 7 · 37 è
d = 8 · 37, îñòàëüíûå âàðèàíòû ñëèøêîì ìàëû.

Ðàññìîòðèì âñå òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà ýòè äâà. 7 · 37 = 259, 2 · 7 · 37 = 518,
3 · 7 · 37 = 777, ýòè ÷èñëà íàì íå ïîäõîäÿò. 8 · 37 = 296, 2 · 8 · 37 = 592, 3 · 8 · 37 = 888, ýòè
÷èñëà íàì òàêæå íå ïîäõîäÿò.

Âàðèàíò 2. Áóäåì îáîçíà÷àòü abba ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç öèôð a, b, b è a â óêàçàííîì
ïîðÿäêå, ïðè÷¼ì a ̸= b. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÍÎÄ(abba, baab)?

Îòâåò: 132
Ðåøåíèå.Ïðèìåð:
abba = 4884 = 132 · 37, baab = 8448 = 132 · 64.
Îöåíêà: Îáîçíà÷èì èñêîìûé ÍÎÄ çà d. Åñëè abba è baab) äåëÿòñÿ íà d, íà íåãî òàêæå

äåëèòñÿ èõ ñóììà, ðàâíàÿ 1111 · (a+ b) = 11 · 101 · (a+ b). Îáà ÷èñëà î÷åâèäíî íå äåëÿòñÿ
íà 101 ïðè a ̸= b. Çíà÷èò, 11 · (a+ b) äåëèòñÿ íà d.

Ïîñêîëüêó a+ b íå áîëüøå 17, ÷òîáû ïîëó÷èòü îòâåò, áîëüøèé 132 = 11 · 12, d äîëæíî
áûòü â òî÷íîñòè ðàâíî 11 · (a+ b)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, abba − baab = 891(a − b) = 11 · 34 · (a − b) òàêæå äåëèòñÿ íà d.
Ïîñêîëüêó a − b ⩽ 8, ÷òîáû d áûëî áîëüøå 11 · 12, íåîáõîäèìî, ÷òîáû d äåëèëîñü íà 3,
çíà÷èò, è a+ b äåëèòñÿ íà 3.

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé a + b = 15, d = 11 · 15. Îäíàêî îí íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó
òîãäà è a, è b äîëæíû äåëèòüñÿ íà 5.

Âàðèàíò 3. Áóäåì îáîçíà÷àòü abc ÷èñëî, ñîñòîÿùåå èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ öèôð a, b è c
â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÍÎÄ(abc, cba)?

Îòâåò: 99
Ðåøåíèå.Ïðèìåðû:
abc = 198 = 99 · 2, cba = 891 = 99 · 9.
abc = 297 = 99 · 3, cba = 792 = 99 · 8.
abc = 396 = 99 · 3, cba = 693 = 99 · 7.
abc = 495 = 99 · 5, cba = 594 = 99 · 6.
Îöåíêà: Îáîçíà÷èì èñêîìûé ÍÎÄ çà d. Åñëè abc è cba) äåëÿòñÿ íà d, íà íåãî òàêæå

äåëèòñÿ abc− cba = 99(a− c).
Åñëè d íå äåëèòñÿ íà 11, òî 9(a − c) äåëèòñÿ íà d, à ýòî ÷èñëî ìåíüøå 99. Åñëè d íå

äåëèòñÿ íà 3, òî 11(a − c) äåëèòñÿ íà d, à ýòî ÷èñëî òàêæå ìåíüøå 99. Çíà÷èò, d äåëèòñÿ
íà 33.

Äàëüøå ìîæíî ïåðåáðàòü âñ¼ òðåõçíà÷íûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 33, èëè çàìåòèòü ñëå-
äóþùåå:
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abc = xy · 11. Åñëè x + y < 10, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî a = x, b = x + y, c = y. Àíàëîãè÷íî
cba = yx · 11, òî åñòü íàì íàäî íàéòè íàèáîëüøèé âîçìîæíûé îáùèé äåëèòåëü xy è yx. Íà
íåãî äîëæíà äåëèòüñÿ òàêæå èç ñóììà 11 · (x + y). Íî ïðè ðàçëè÷íûõ x è y ÷èñëî xy íå
äåëèòñÿ íà 11, çíà÷èò d íå ïðåâîñõîäèò 11 · (x+ y) ⩽ 99.

Åñëè æå x+y ⩾ 10, âñ¼ æå ïðèäåòñÿ ïåðåáðàòü. Ïðè ýòîì xy, êàê è d, äîëæíî äåëèòüñÿ
íà 3.

39 · 11 = 429, 48 · 11 = 528, 57 · 11 = 627, 66 · 11 = 726, 75 · 11 = 825, 84 · 11 = 924,
93 · 11 > 1000, 69 · 11 = 759, 78 · 11 = 858, 87 · 11 = 957, 96 · 11 > 1000, 99 · 11 > 1000.

Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ó ëþáîé ïîäõîäÿùåé ïîä óñëîâèå ïàðû ÍÎÄ ðàâåí 33.

Çàäà÷à 6. (4 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)

Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî
1

abc
− k2

(
a

bc
+

b

ac
+

c

ab

)
= 2k3.

Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë a, b, c åñòü ÷èñëî, íå ìåíüøåå
1

2k
.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ñäåëàåì çàìåíó x = ka, y = kb, z = kc ïîëó÷èì
k3

xyz
− k2

(
kx

yz
+

ky

xz
+

kz

xy

)
= 2k3.

Äîìíîæèâ íà xyz è ðàçäåëèâ íà k3 ïîëó÷èì 1− (x2+ y2+ z2) = 2xyz èëè x2+ y2+ z2+
2xyz = 1. Íàì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë x, y è z îäíî íå ìåíüøå
1

2
. Ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó åñëè âñå ÷èñëà ìåíüøå

1

2
, ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà

ìåíüøå 1.
Êîììåíòàðèé: ýòà çàäà÷à âçÿëàñü èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ óãëîâ òðåóãîëüíèêà: åñëè α,

β è γ óãëû òðåóãîëüíèêà, òî äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

sin
(α
2

)2

+ sin

(
β

2

)2

+ sin
(γ
2

)2

+ 2 sin
(α
2

)
sin

(
β

2

)
sin

(γ
2

)
= 1.

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â Íîíêâèíòëÿíäèè n ãîðîäîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Ïóòåøå-

ñòâåííèê îáíàðóæèë, ÷òî íåâîçìîæíî ïðîåõàòü ïî ïÿòè ðàçíûì äîðîãàìè è âåðíóòñÿ â
èñõîäíûé ãîðîä. Äîêàæèòå, ÷òî â ñòðàíå íå áîëåå m äîðîã.

Êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò äâà ãîðîäà. Äâà ãîðîäà ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íå áîëåå,
÷åì îäíîé äîðîãîé. Ïî êàæäîé äîðîãå ìîæíî äâèãàòüñÿ â ëþáîì èç äâóõ íàïðàâëåíèé.
Ïóòåøåñòâåííèê ìîæåò äâèãàòüñÿ òîëüêî ïî äîðîãàì.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âî âñåõ âàðèàíòàõ m = 0.7 · n(n− 1)

2
, òî åñòü m ñîñòàâëÿåò

7

10
îò ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà äîðîã, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû ìåæäó n ãîðîäàìè.

Áóäåì íàçûâàòü çàìêíóòûé ìàðøðóò èç ïÿòè äîðîã, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî çàïðåùåíî
óñëîâèåì, 5-öèêëîì.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ñðåäè ëþáûõ ïÿòè ãîðîäîâ ïðîâåäåíî íå ìåíüøå âîñüìè (èç äåñÿòè
âîçìîæíûõ) äîðîã, òî ñðåäè ýòèõ ãîðîäîâ ìîæíî íàéòè 5-öèêë. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîðîã
íå ìåíüøå âîñüìè, òî îòñòóñòâóþò íå áîëüøå äâóõ äîðîã. Ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ãîðîäà
òàê, ÷òîáû îòñóòñòâîâàëè äîðîãè, ñîåäèíÿþùèå ãîðîäà 1 è 2, 1 è 3 ëèáî ãîðîäà 1 è 2, 3 è
4.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû íàéä¼ì 5-öèêë 1-4-2-3-5-1, âî âòîðîì 1-3-5-2-4-1.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïàðà ãîðîäîâ ñ ïðîâåä¼ííîé ìåæäó íèìè äîðîãîé èëè àíòèäîðîãîé

âõîäèò â ðàâíîå ÷èñëî òàêèõ ïÿò¼ðîê, ïîýòîìó îáùåå êîëè÷åñòâî äîðîã òàêæå ñîñòàâëÿåò

íå áîëåå
7

10
îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî, òî åñòü ìàêñèìóì

7

10
· n(n− 1)

2
=

7n(n− 1)

20
.
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Äîêàæåì ýòî ÷óòü áîëåå ñòðîãî. Â êàæäîé ïÿò¼ðêå ãîðîäîâ íå áîëåå 7 äîðîã. Âñåãî
ýòèõ ïÿò¼ðîê C5

n. Èòîãî ïîëó÷àåì ìàêñèìóì 7C5
n äîðîã, îäíàêî, êàæäàÿ èç íèõ ïîñ÷èòàíà

íåñêîëüêî ðàç. À èìåííî, ê êàæäîé ïàðå ãîðîäîâ ìîæíî ïîäîáðàòü åù¼ 3 ãîðîäà C3
n−2

ñïîñîáàìè, çíà÷èò, èìåííî ñòîëüêî ðàç ìû ïîñ÷èòàëè êàæäóþ äîðîãó.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãî äîðîã íå áîëåå
7C5

n

C3
n−2

=
7 · n(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)

120
(n−2)(n−3)(n−4)

6

=
7n(n− 1)

20
.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4
n 200 300 400 500
m 13930 31395 55860 87325

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ)(Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Îáîçíà÷èì çà d(n) ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî

÷èñëî).
Íàéäèòå âñå òàêèå n, ÷òî n = p · d(n).
Îòâåò: 8p, 12p.
Ðåøåíèå:
Î÷åâèäíî, n äåëèòñÿ íà p. Ðàçëîæèì n â ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé ïðîñòûõ ÷èñåë: n =

pkpk11 . . . pkmm . Òîãäà d(n) = (k + 1)(k1 + 1) . . . (km + 1). Ðàçäåëèâ n íà p · d(n) ïîëó÷èì

3l−1

l + 1
· pk−1

k + 1
· pk11
k1 + 1

. . . · pkmm
km + 1

= 1.

Çàìåòèì, ÷òî âñå äðîáè â ýòîì ïðîèçâåäåíèè, êðîìå ïåðâîãî ãàðàíòèðîâàííî íå ìåíüøå

1 (ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
2k

1 + 1
= 1). Òîãäà ïåðâàÿ äðîáü ãàðàíòèðîâàííî

íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû.
Ïåðâàÿ äðîáü íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû òîëüêî ïðè k = 1, ïîñêîëüêó âî âñåõ âàðèàíòàõ

p ⩾ 7. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ðàâíà
1

2
.

Ìíîæèòåëü 2 â ÷èñëèòåëå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîëüêî îäíî èç îñòàâøèõñÿ ïðîñòûõ ÷èñåë

ðàâíî 2. Ðàññìîòðèì äðîáè âèäà
2k1

k1 + 1
, êîòîðûå íå ïðåâîñõîäÿò 2: ýòî

21

1 + 1
= 1,

22

2 + 1
=

4

3
,

23

3 + 1
= 2.

21

1 + 1
= 1 íå óñòðàèâàåò íàñ, ïîñêîëüêó äâîéêà â ÷èñëèòåëå íå îáðàçóåòñÿ.

Íàëè÷èå â ïðîèçâåäåíèå äðîáè
22

2 + 1
=

4

3
îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíà áûòü åù¼ äðîáü ñ

ìíîæèòåëåì 3 â ÷èñëèòåëå. Îäíàêîâ
32

2 + 1
= 3 è áîëüøèå äðîáè äàäóò â èòîãå ñëèøêîì

áîëüøîå ïðîèçâåäåíèå, à âîò âàðèàíò
31

1 + 1
=

3

2
íàñ óñòðàèâàåò. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ïåðâûé

îòâåò n = 12p.
23

3 + 1
= 2 äà¼ò íàì âòîðîé îòâåò 8p.

Òàáëèöà ñ ïàðàìåòðàìè è îòâåòàìè ïî âàðèàíòàì:

Âàðèàíò 1 2 3 4 5
p 11 13 17 19 23
8p 88 104 136 152 184
12p 132 156 204 228 276
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1.1.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Âàñÿ ðåøàë ïðèâåä¼ííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîðíÿìè x1 = −3
è x2 ïî òåîðåìå Âèåòà, íî ïåðåïóòàë âòîðîé êîýôôèöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí è ïîëó÷èë
öåëûå êîðíè x3 = −1 è x4.

Íàéäèòå x2 è x4.
Îòâåò: x2 = −2, x4 = −5
Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé

êîýôôèöèåíò ðàâåí −(x1+x2), à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí x1x2. Èç óñëîâèÿ, ÷òî äëÿ âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ýòè ÷èñëà ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, ïîëó÷àåì{

−x1 − x2 = x3x4

−x3 − x4 = x1x2
èëè, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîðíåé,

{
3− x2 = −x4

1− x4 = −3x2
.

Îòñþäà x2 = 3 + x4, 1− x4 = −3(3 + x4) ⇒ 10 = −2x4 ⇒ x4 = −5 ⇒ x2 = −2.

Âàðèàíò 2. Âàñÿ ðåøàë ïðèâåä¼ííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîðíÿìè x1 = 4
è x2 ïî òåîðåìå Âèåòà, íî ïåðåïóòàë âòîðîé êîýôôèöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí è ïîëó÷èë
öåëûå êîðíè x3 = 2 è x4.

Íàéäèòå x2 è x4. Â îòâåòå çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: x2 = 0, x4 = −2
Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé

êîýôôèöèåíò ðàâåí −(x1+x2), à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí x1x2. Èç óñëîâèÿ, ÷òî äëÿ âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ýòè ÷èñëà ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, ïîëó÷àåì{

−x1 − x2 = x3x4

−x3 − x4 = x1x2
èëè, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîðíåé,

{
−4− x2 = 2x4

−2− x4 = 4x2
.

Îòñþäà x2 = −4− 2x4, −2− x4 = 4(−4− 2x4) ⇒ 14 = −7x4 ⇒ x4 = −2 ⇒ x2 = 0.

Âàðèàíò 3. Âàñÿ ðåøàë ïðèâåä¼ííîå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ öåëûìè êîðíÿìè x1 = 1
è x2 ïî òåîðåìå Âèåòà, íî ïåðåïóòàë âòîðîé êîýôôèöèåíò è ñâîáîäíûé ÷ëåí è ïîëó÷èë
öåëûå êîðíè x3 = 3 è x4.

Íàéäèòå x2 è x4. Â îòâåòå çàïèøèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: x2 = 1, x4 = −4
Ðåøåíèå: Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîé

êîýôôèöèåíò ðàâåí −(x1+x2), à ñâîáîäíûé ÷ëåí ðàâåí x1x2. Èç óñëîâèÿ, ÷òî äëÿ âòîðîãî
óðàâíåíèÿ ýòè ÷èñëà ïîìåíÿëèñü ìåñòàìè, ïîëó÷àåì{

−x1 − x2 = x3x4

−x3 − x4 = x1x2
èëè, ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ êîðíåé,

{
−1− x2 = 3x4

−3− x4 = x2
.

Îòñþäà x2 = −1− 3x4, −3− x4 = −1− 3x4 ⇒ −2 = −2x4 ⇒ x4 = 1 ⇒ x2 = −4.

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Ñóììà òð¼õ ÷èñåë ðàâíà 0, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 17. Íàéäèòå ñóììó
êóáîâ ýòèõ òð¼õ ÷èñåë.

Îòâåò: 51
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 +

b2 + c2 − ab − ac − bc). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè a + b + c = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
a3 + b3 + c3 = 3abc, îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îòâåò
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Âàðèàíò 2. Ñóììà òð¼õ ÷èñåë ðàâíà 0, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 19. Íàéäèòå ñóììó
êóáîâ ýòèõ òð¼õ ÷èñåë.

Îòâåò: 57
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 +

b2 + c2 − ab − ac − bc). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè a + b + c = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
a3 + b3 + c3 = 3abc, îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îòâåò

Âàðèàíò 3. Ñóììà òð¼õ ÷èñåë ðàâíà 0, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 23. Íàéäèòå ñóììó
êóáîâ ýòèõ òð¼õ ÷èñåë.

Îòâåò: 69
Ðåøåíèå: Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì òîæäåñòâîì a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 +

b2 + c2 − ab − ac − bc). Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè a + b + c = 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
a3 + b3 + c3 = 3abc, îòêóäà íåìåäëåííî ïîëó÷àåì îòâåò

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1. ABCD � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1728. Íà îòðåçêå BC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ,
÷òî BK = 720. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AK, âîññòàâëåííûé â òî÷êå K, ïåðåñåêàåò îò-
ðåçîê CD â òî÷êå L. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé KL, âîññòàâëåííûé â òî÷êå L, ïåðåñåêàåò
îòðåçîê AD â òî÷êå M .

Íàéäèòå äëèíó LM .
Îòâåò: 1417
Ðåøåíèå:

∠LKC = 180◦ − 90◦ − ∠AKB = ∠KAB, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüííûå òðåóãîëüíèêè LKC
è KAB ïîäîáíûå. Àíàëîãè÷íî ïîäîáåí èì òðåóãîëüíèê MLD.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

LM =
KA ·DL

AB
=

√
AB2 +BK2 · (CD − LC)

1728
=

=

√
17282 + 7202 · (CD − LC)

1728
=

1872 · (CD − LC)

1728
.

Èç òåõ æå ïîäîáèé LC =
BK · CK

AB
=

720 · 1008
1728

= 420, ïîýòîìó LM =
1872 · 1308

1728
=

= 1417.

Âàðèàíò 2. ABCD � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1600. Íà îòðåçêå BC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ,
÷òî BK = 1200. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AK, âîññòàâëåííûé â òî÷êå K, ïåðåñåêàåò
îòðåçîê CD â òî÷êå L. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé KL, âîññòàâëåííûé â òî÷êå L, ïåðåñåêàåò
îòðåçîê AD â òî÷êå M .
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Íàéäèòå äëèíó LM .
Îòâåò: 1625
Ðåøåíèå:
∠LKC = 180◦ − 90◦ − ∠AKB = ∠KAB, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüííûå òðåóãîëüíèêè LKC

è KAB ïîäîáíûå. Àíàëîãè÷íî ïîäîáåí èì òðåóãîëüíèê MLD.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

LM =
KA ·DL

AB
=

√
AB2 +BK2 · (CD − LC)

1728
=

=

√
16002 + 12002 · (CD − LC)

1600
=

2000 · (CD − LC)

1600
.

Èç òåõ æå ïîäîáèé LC =
BK · CK

AB
=

1200 · 400
1600

= 300, ïîýòîìó LM =
2000 · 1300

1600
=

= 1625.

Âàðèàíò 3. ABCD � êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 3375. Íà îòðåçêå BC âçÿòà òî÷êà K òàêàÿ,
÷òî BK = 1800. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé AK, âîññòàâëåííûé â òî÷êå K, ïåðåñåêàåò
îòðåçîê CD â òî÷êå L. Ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé KL, âîññòàâëåííûé â òî÷êå L, ïåðåñåêàåò
îòðåçîê AD â òî÷êå M .

Íàéäèòå äëèíó LM .
Îòâåò: 2873
Ðåøåíèå:
∠LKC = 180◦ − 90◦ − ∠AKB = ∠KAB, ïîýòîìó ïðÿìîóãîëüííûå òðåóãîëüíèêè LKC

è KAB ïîäîáíûå. Àíàëîãè÷íî ïîäîáåí èì òðåóãîëüíèê MLD.
Îòñþäà ïîëó÷àåì

LM =
KA ·DL

AB
=

√
AB2 +BK2 · (CD − LC)

3375
=

=

√
33752 + 18002 · (CD − LC)

3375
=

3825 · (CD − LC)

3375
.

Èç òåõ æå ïîäîáèé LC =
BK · CK

AB
=

1800 · 1575
3375

= 840, ïîýòîìó LM =
3825 · 2535

3375
=

= 2873.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC âçÿòû òî÷êè B è D. Ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ACD ðàâíû 30 è 40 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AB, BC, CD è AD.

Îòâåò: 5
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Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíèå ëèíèè EF è GH òðåóãîëüíèêîâ ABC è ACD ïàðàëëåëüíû ñòî-
ðîíå AC è â äâà ðàçà êîðî÷å å¼. Çíà÷èò, ÷åòûð¼õóãîëüíèê EFHG ïàðàëëåëîãðàìì.

Åãî ïëîùàäü ðàâíà äëèíå EF , óìíîæåííîé íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè EF è GH.
Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè îò GH è EF äî AC, êîòîðûå ñîñòàâ-
ëÿþò ïîëîâèíû îò âûñîò h2 è h1 òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD.

Çíà÷èò, SEFHG = EF ·
(
h2

2
− h1

2

)
=

AC

2
· h2

2
− AC

2
· h1

2
=

SABC

2
− SACD

2
=

40− 30

2
= 5.

Âàðèàíò 2. Ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC âçÿòû òî÷êè B è D. Ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ACD ðàâíû 40 è 60 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AB, BC, CD è AD.

Îòâåò: 10
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíèå ëèíèè EF è GH òðåóãîëüíèêîâ ABC è ACD ïàðàë-

ëåëüíû ñòîðîíå AC è â äâà ðàçà êîðî÷å å¼. Çíà÷èò, ÷åòûð¼õóãîëüíèê EFHG ïàðàëëåëî-
ãðàìì.

Åãî ïëîùàäü ðàâíà äëèíå EF , óìíîæåííîé íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè EF è GH.
Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè îò GH è EF äî AC, êîòîðûå ñîñòàâ-
ëÿþò ïîëîâèíû îò âûñîò h2 è h1 òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD.

Çíà÷èò, SEFHG = EF ·
(
h2

2
− h1

2

)
=

AC

2
· h2

2
− AC

2
· h1

2
=

SABC

2
− SACD

2
=

60− 40

2
= 10.

Âàðèàíò 3. Ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC âçÿòû òî÷êè B è D. Ïëîùàäè òðåóãîëü-
íèêîâ ABC è ACD ðàâíû 20 è 24 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà,
îáðàçîâàííîãî ñåðåäèíàìè îòðåçêîâ AB, BC, CD è AD.

Îòâåò: 2
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíèå ëèíèè EF è GH òðåóãîëüíèêîâ ABC è ACD ïàðàë-

ëåëüíû ñòîðîíå AC è â äâà ðàçà êîðî÷å å¼. Çíà÷èò, ÷åòûð¼õóãîëüíèê EFHG ïàðàëëåëî-
ãðàìì.

Åãî ïëîùàäü ðàâíà äëèíå EF , óìíîæåííîé íà ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè EF è GH.
Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè îò GH è EF äî AC, êîòîðûå ñîñòàâ-
ëÿþò ïîëîâèíû îò âûñîò h2 è h1 òðåóãîëüíèêîâ ABD è ACD.

Çíà÷èò, SEFHG = EF ·
(
h2

2
− h1

2

)
=

AC

2
· h2

2
− AC

2
· h1

2
=

SABC

2
− SACD

2
=

24− 20

2
= 2.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà óòðîåííîìó
ïðîèçâåäåíèþ äâóõ èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ýòà ñóììà?

Îòâåò: 99
Ðåøåíèå: Åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå÷¼òíûå, òî èõ ñóììà ÷¼òíà, à óòðîåííîå ïðîèçâå-

äåíèå ëþáûõ äâóõ íå÷¼òíî, ïîýòîìó îíè íå ìîãóò áûòü ðàâíû. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîñòûõ
÷èñåë ðàâíî 2, à èõ îáøàÿ ñóììà íå÷¼òíà. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå äâóõ èç íèõ òîæå äîëæíî
áûòü íå÷¼òíî, çíà÷èò, 2 íå ó÷àñòâóåò â ýòîì ïðîèçâåäåíèè.
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Çàïèøåì ýòî â âèäå ôîðìóëû: 2 + p + q + r = 3pq. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà 3 è
ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, äîáàâèâ â êàæäóþ ÷àñòü ïî åäèíèöå: 3r+7 = 9pq−3p−3q+1,
îòêóäà (3p− 1)(3q − 1)− 7 = 3r.

Íàì ïîäõîäèò âàðèàíò p = 3, q = 11 èëè íàîáîðîò, òîãäà r = 83, 2 + 3 + 11 + 83 =
= 3 · 3 · 11 = 99.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî íàèìåíüøèé âàðèàíò, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ïàðû íå÷¼ò-

íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ìåíüøå
99

3
= 33.

p = 3, q = 5: (3p− 1)(3q − 1)− 7 = 105 = 3 · 35, íî 35 íå ïðîñòîå.
p = 3, q = 7: (3p− 1)(3q − 1)− 7 = 153 = 3 · 51, íî 51 íå ïðîñòîå.
Ñëåäóþùåå ïðîñòîå q ïðè p = 3 ýòî êàê ðàç 11, çíà÷èò, îñòàëüíûå âàðèàíòû ïðè p = 3

äàþò åù¼ áîëüøåå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè æå îáà ÷èñëà áîëüøå òð¼õ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå õîòÿ
áû 5 · 7 = 35.

Âàðèàíò 2. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ èç íèõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ýòà ñóììà?

Îòâåò: 33
Ðåøåíèå: Åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå÷¼òíûå, òî èõ ñóììà ÷¼òíà, à óòðîåííîå ïðîèçâå-

äåíèå ëþáûõ äâóõ íå÷¼òíî, ïîýòîìó îíè íå ìîãóò áûòü ðàâíû. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîñòûõ
÷èñåë ðàâíî 2, à èõ îáøàÿ ñóììà íå÷¼òíà. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå äâóõ èç íèõ òîæå äîëæíî
áûòü íå÷¼òíî, çíà÷èò, 2 íå ó÷àñòâóåò â ýòîì ïðîèçâåäåíèè.

Çàïèøåì ýòî â âèäå ôîðìóëû: 2+p+ q+ r = pq. Ïîëó÷àåì r+3 = pq−p− q+1, îòêóäà
(p− 1)(q − 1)− 3 = r.

Íàì ïîäõîäèò âàðèàíò p = 3, q = 11 èëè íàîáîðîò, òîãäà r = 17, 2 + 3 + 11 + 17 =
= 3 · 11 = 33.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî íàèìåíüøèé âàðèàíò, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ïàðû íå÷¼ò-
íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ìåíüøå 33.

p = 3, q = 5: (p− 1)(q − 1)− 3 = 5, íî òî åñòü r = p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
p = 3, q = 7: (p− 1)(q − 1)− 3 = 9, íî 9 íå ïðîñòîå.
Ñëåäóþùåå ïðîñòîå q ïðè p = 3 ýòî êàê ðàç 11, çíà÷èò, îñòàëüíûå âàðèàíòû ïðè p = 3

äàþò åù¼ áîëüøåå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè æå îáà ÷èñëà áîëüøå òð¼õ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå õîòÿ
áû 5 · 7 = 35.

Âàðèàíò 3. Ñóììà ÷åòûð¼õ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
äâóõ èç íèõ, óìíîæåííîìó íà 5. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ýòà ñóììà?

Îòâåò: 165
Ðåøåíèå: Åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà íå÷¼òíûå, òî èõ ñóììà ÷¼òíà, à óòðîåííîå ïðîèçâå-

äåíèå ëþáûõ äâóõ íå÷¼òíî, ïîýòîìó îíè íå ìîãóò áûòü ðàâíû. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîñòûõ
÷èñåë ðàâíî 2, à èõ îáùàÿ ñóììà íå÷¼òíà. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå äâóõ èç íèõ òîæå äîëæíî
áûòü íå÷¼òíî, çíà÷èò, 2 íå ó÷àñòâóåò â ýòîì ïðîèçâåäåíèè.

Çàïèøåì ýòî â âèäå ôîðìóëû: 2 + p + q + r = 5pq. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà 5 è
ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå, äîáàâèâ â êàæäóþ ÷àñòü ïî åäèíèöå: 5r+11 = 25pq−5p−5q+1,
îòêóäà (5p− 1)(5q − 1)− 11 = 5r.

Íàì ïîäõîäèò âàðèàíò p = 3, q = 11 èëè íàîáîðîò, òîãäà r = 149, 2 + 3 + 11 + 149 =
= 5 · 3 · 11 = 165.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòî íàèìåíüøèé âàðèàíò, äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå ïàðû íå÷¼ò-

íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ìåíüøå
165

5
= 33.

p = 3, q = 5: (5p− 1)(5q − 1)− 11 = 325 = 5 · 65, íî 65 íå ïðîñòîå.
p = 3, q = 7: (5p− 1)(5q − 1)− 7 = 465 = 5 · 93, íî 93 íå ïðîñòîå.
Ñëåäóþùåå ïðîñòîå q ïðè p = 3 ýòî êàê ðàç 11, çíà÷èò, îñòàëüíûå âàðèàíòû ïðè p = 3

äàþò åù¼ áîëüøåå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè æå îáà ÷èñëà áîëüøå òð¼õ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå õîòÿ
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áû 5 · 7 = 35.

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Â êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç ïðîèçâåäåíèå âîñüìè ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë ìîæåò áûòü áîëüøå èõ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî?

Îòâåò: 5040
Ðåøåíèå: Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ñóììàðíîå ñòåïåíè

âõîæäåíèÿ â êàæäîå èç íèõ, à â íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå � â ìàêñèìàëüíîé.
Èç âîñüìè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë íà ïðîñòûå ÷èñëà áîëüøèå 7, äåëèòñÿ ìàêñèìóì îäíî

èç íèõ, çíà÷èò â ÍÎÊ è â ïðîèçâåäåíèå ýòè ïðîñòûå ÷èñëà âõîäÿò â îäíîé è òîé æå ñòåïåíè.
Íà ïðîñòîå ÷èñëî 7 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì äâà ÷èñëà. Â îäíî èç íèõ 7 âõîäèò â ïåðâîé

ñòåïåíè, â äðóãîå � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â
ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 5 äåëÿòñÿ òàêæå ìàêñèìóì äâà ÷èñëà. Â îäíî èç íèõ 5 âõîäèò â ïåðâîé
ñòåïåíè, â äðóãîå � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â
ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 3 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì òðè ÷èñëà. Â äâà èç íèõ 3 âõîäèò â ïåðâîé
ñòåïåíè, â îñòàâøååñÿ � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü,
à â ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 2.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 2 äåëÿòñÿ ðîâíî 4 ÷èñëà. Èç íèõ ðîâíî 2 äåëÿòñÿ íà 2 ·2 = 4, à èç íèõ
îäíî äåëèòñÿ íà êàêóþ-òî áîëüøóþ ñòåïåíü. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü,
à â ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 4.

Èòîãî ïîëó÷àåì îòâåò 24 · 32 · 5 · 7 = 5040.

Âàðèàíò 2. Â êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç ïðîèçâåäåíèå äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ
÷èñåë ìîæåò áûòü áîëüøå èõ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî?

Îòâåò: 362880
Ðåøåíèå: Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ñóììàðíîå ñòåïåíè

âõîæäåíèÿ â êàæäîå èç íèõ, à â íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå � â ìàêñèìàëüíîé.
Èç äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë íà ïðîñòûå ÷èñëà áîëüøèå 7, äåëèòñÿ ìàêñèìóì îäíî

èç íèõ, çíà÷èò â ÍÎÊ è â ïðîèçâåäåíèå ýòè ïðîñòûå ÷èñëà âõîäÿò â îäíîé è òîé æå ñòåïåíè.
Íà ïðîñòîå ÷èñëî 7 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì äâà ÷èñëà. Â îäíî èç íèõ 7 âõîäèò â ïåðâîé

ñòåïåíè, â äðóãîå � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â
ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 5 äåëÿòñÿ òàêæå ìàêñèìóì äâà ÷èñëà. Â îäíî èç íèõ 5 âõîäèò â ïåðâîé
ñòåïåíè, â äðóãîå � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â
ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 3 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì ÷åòûðå ÷èñëà. Èç íèõ îäíî èëè äâà äåëÿòñÿ íà 9
è ìàêñèìóì îäíî ìîæåò äåëèòüñÿ íà êàêóþ-òî áîëüøóþ ñòåïåíü òðîéêè. Åñëè äåëÿùååñÿ
íà 9 ÷èñëî îäíî, òî â ÍÎÊ âîéä¼ò òðîéêà â òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è â ýòîì ÷èñëå, à â
ïðîèçâåäåíèå � â ñòåïåíè íà 3 áîëüøå. Åñëè æå åñòü âòîðîå ÷èñëî, äåëÿùåå íà 9, òî
ñòåïåíü áóäåò áîëüøå íå íà 3, à íà 4.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 2 äåëÿòñÿ ðîâíî 5 ÷èñåë. Èç íèõ äâà èëè òðè äåëÿòñÿ íà 2 ·2 = 4, îäíî
èëè äâà íà 23 = 8 è ìàêñèìóì îäíî íà áîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò
ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ ìàêñèìóì íà 1+ 1+ 2+ 3 = 7.

Èòîãî ïîëó÷àåì îòâåò 27 · 34 · 5 · 7 = 362880.

Âàðèàíò 3. Â êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç ïðîèçâåäåíèå îäèííàäöàòè ïîäðÿä
èäóùèõ ÷èñåë ìîæåò áûòü áîëüøå èõ íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî?

Îòâåò: 3628800
Ðåøåíèå: Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî âõîäèò â ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â ñóììàðíîå ñòåïåíè

âõîæäåíèÿ â êàæäîå èç íèõ, à â íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå � â ìàêñèìàëüíîé.
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Èç äåñÿòè ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë íà ïðîñòûå ÷èñëà áîëüøèå 7, äåëèòñÿ ìàêñèìóì îäíî
èç íèõ, çíà÷èò â ÍÎÊ è â ïðîèçâåäåíèå ýòè ïðîñòûå ÷èñëà âõîäÿò â îäíîé è òîé æå ñòåïåíè.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 7 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì äâà ÷èñëà. Â îäíî èç íèõ 7 âõîäèò â ïåðâîé
ñòåïåíè, â äðóãîå � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â
ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 5 äåëÿòñÿ òàêæå ìàêñèìóì òðè ÷èñëà. Â äâà èç íèõ 5 âõîäèò â ïåðâîé
ñòåïåíè, â îñòàâøååñÿ � â ñòåïåíè áîëüøå 1. Çíà÷èò, â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü,
à â ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ íà 1.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 3 äåëÿòñÿ ìàêñèìóì ÷åòûðå ÷èñëà. Èç íèõ îäíî èëè äâà äåëÿòñÿ íà 9
è ìàêñèìóì îäíî ìîæåò äåëèòüñÿ íà êàêóþ-òî áîëüøóþ ñòåïåíü òðîéêè. Åñëè äåëÿùååñÿ
íà 9 ÷èñëî îäíî, òî â ÍÎÊ âîéä¼ò òðîéêà â òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è â ýòîì ÷èñëå, à â
ïðîèçâåäåíèå � â ñòåïåíè íà 3 áîëüøå. Åñëè æå åñòü âòîðîå ÷èñëî, äåëÿùåå íà 9, òî
ñòåïåíü áóäåò áîëüøå íå íà 3, à íà 4.

Íà ïðîñòîå ÷èñëî 2 äåëÿòñÿ ïÿòü èëè øåñòü ÷èñåë. Èç íèõ äâà èëè òðè äåëÿòñÿ íà
2 · 2 = 4, îäíî èëè äâà íà 23 = 8 è ìàêñèìóì îäíî íà áîëüøóþ ñòåïåíü äâîéêè. Çíà÷èò,
â ÍÎÊ âîéä¼ò ýòà áîëüøàÿ ñòåïåíü, à â ïðîèçâåäåíèå � îíà, óâåëè÷åííàÿ ìàêñèìóì íà
1 + 1 + 1 + 2 + 3 = 8.

Èòîãî ïîëó÷àåì îòâåò 28 · 34 · 52 · 7 = 3628800.

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Ôîêóñíèê ðàçäàë çðèòåëÿì ðàçíîöâåòíûå øëÿïû, à çàòåì ñêàçàë: ¾Êàê
áû âû íå ïîìåíÿëèñü øëÿïàìè, ÿ ñìîãó âûáðàòü ñåìåðûõ èç âàñ òàê, ÷òî íè îäèí èç
íèõ íå ïîëó÷èë øëÿïó îò äðóãîãî¿. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ÷èñëå çðèòåëåé ôîêóñíèê
ãàðàíòèðîâàííî áóäåò ïðàâ?

Îòâåò: 19
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì êàêîãî-òî îäíîãî çðèòåëÿ. Îí îòäàë øëÿïó êàêîìó-òî äðóãîìó

çðèòåëþ, òîò îòäàë øëÿïó òðåòüåìó è òàê äàëåå. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìû
ðàíî èëè ïîçäíî äîéä¼ì äî ÷åëîâåêà, êîòîðûé îòäàë øëÿïó ïåðâîìó çðèòåëþ. Ïîâòîðèâ
àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñî âñåìè îñòàëüíûìè çðèòåëÿìè, ìû îáíàðóæèì, ÷òî çðèòåëè
òàêèì îáðàçîì ðàçáèëèñü íà öèêëû.

Â ñåì¼ðêå çðèòåëåé, êîòîðóþ âûáèðàåò ôîêóñíèê, íå ìîæåò áûòü äâîèõ, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â îäíîì öèêëå. Çíà÷èò, èç êàæäîãî öèêëà ìû ìîæåì âçÿòü ïîëîâèíó
çðèòåëåé, îêðóãë¼ííóþ âíèç.

Ïî÷åìó íåëüçÿ ìåíüøå 19?
Åñëè îáùåå ÷èñëî çðèòåëåé ìåíüøå 19, òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà øåñòü (èëè ìåíüøå)

öèêëîâ ïî äâà èëè òðè ÷åëîâåêà â êàæäîì, âåäü ëþáîå ÷èñëî èìååò âèä 3k, 3k + 2 èëè
3k + 1 = 3(k − 1) + 2 + 2, ïðè÷¼ì k íå áîëüøå 6 â ïåðâîì ñëó÷àå, è íå áîëüøå 5 âî âòîðîì
è òðåòüåì.

Èç êàæäîãî òàêîãî öèêëà ôîêóñíèê ñìîæåò âûáðàòü ìàêñèìóì îäíîãî ÷åëîâåêà, èòîãî
íå áîëüøå 6.

Ïî÷åìó 19 ïîäõîäèò?
Åñëè çðèòåëåé ðîâíî 19, è îíè ðàçáèâàþòñÿ íà 7 èëè áîëüøå öèêëîâ, ôîêóñíèê ãàðàí-

òèðîâàííî ïðàâ. Åñëè æå öèêëîâ n < 7, ìû ìîæåì âûáðàòü èç êàæäîãî èç íèõ íå ìåíåå
l − 1

2
÷åëîâåê, ãäå l � äëèíà ýòîãî öèêëà. Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ÷èñëà, ìû ïîëó÷èì îáùóþ

äëèíó âñåõ öèêëîâ, òî åñòü 19, äåë¼ííóþ íà 2, ìèíóñ
n

2
, ÷òî íå áîëüøå 3. Èòîãî ôîêóñíèê

ñìîæåò âûáðàòü íå ìåíåå 6, 5 ÷åëîâåê, òî åñòü íå ìåíåå 7.

Âàðèàíò 2. Ôîêóñíèê ðàçäàë çðèòåëÿì ðàçíîöâåòíûå øëÿïû, à çàòåì ñêàçàë: ¾Êàê
áû âû íå ïîìåíÿëèñü øëÿïàìè, ÿ ñìîãó âûáðàòü âîñüìåðûõ èç âàñ òàê, ÷òî íè îäèí èç
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íèõ íå ïîëó÷èë øëÿïó îò äðóãîãî¿. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ÷èñëå çðèòåëåé ôîêóñíèê
ãàðàíòèðîâàííî áóäåò ïðàâ?

Îòâåò: 22
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì êàêîãî-òî îäíîãî çðèòåëÿ. Îí îòäàë øëÿïó êàêîìó-òî äðóãîìó

çðèòåëþ, òîò îòäàë øëÿïó òðåòüåìó è òàê äàëåå. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìû
ðàíî èëè ïîçäíî äîéä¼ì äî ÷åëîâåêà, êîòîðûé îòäàë øëÿïó ïåðâîìó çðèòåëþ. Ïîâòîðèâ
àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñî âñåìè îñòàëüíûìè çðèòåëÿìè, ìû îáíàðóæèì, ÷òî çðèòåëè
òàêèì îáðàçîì ðàçáèëèñü íà öèêëû.

Â ñåì¼ðêå çðèòåëåé, êîòîðóþ âûáèðàåò ôîêóñíèê, íå ìîæåò áûòü äâîèõ, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â îäíîì öèêëå. Çíà÷èò, èç êàæäîãî öèêëà ìû ìîæåì âçÿòü ïîëîâèíó
çðèòåëåé, îêðóãë¼ííóþ âíèç.

Ïî÷åìó íåëüçÿ ìåíüøå 22?
Åñëè îáùåå ÷èñëî çðèòåëåé ìåíüøå 22, òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ñåìü (èëè ìåíüøå)

öèêëîâ ïî äâà èëè òðè ÷åëîâåêà â êàæäîì, âåäü ëþáîå ÷èñëî èìååò âèä 3k, 3k + 2 èëè
3k + 1 = 3(k − 1) + 2 + 2, ïðè÷¼ì k íå áîëüøå 7 â ïåðâîì ñëó÷àå, è íå áîëüøå 6 âî âòîðîì
è òðåòüåì.

Èç êàæäîãî òàêîãî öèêëà ôîêóñíèê ñìîæåò âûáðàòü ìàêñèìóì îäíîãî ÷åëîâåêà, èòîãî
íå áîëüøå 7.

Ïî÷åìó 22 ïîäõîäèò?
Åñëè çðèòåëåé ðîâíî 22, è îíè ðàçáèâàþòñÿ íà 8 èëè áîëüøå öèêëîâ, ôîêóñíèê ãàðàí-

òèðîâàííî ïðàâ. Åñëè æå öèêëîâ n < 8, ìû ìîæåì âûáðàòü èç êàæäîãî èç íèõ íå ìåíåå
l − 1

2
÷åëîâåê, ãäå l � äëèíà ýòîãî öèêëà. Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ÷èñëà, ìû ïîëó÷èì îáùóþ

äëèíó âñåõ öèêëîâ, òî åñòü 22, äåë¼ííóþ íà 2, ìèíóñ
n

2
, ÷òî íå áîëüøå 3,5. Èòîãî ôîêóñíèê

ñìîæåò âûáðàòü íå ìåíåå 11− 3, 5 = 7, 5 ÷åëîâåê, òî åñòü íå ìåíåå 8.

Âàðèàíò 3. Ôîêóñíèê ðàçäàë çðèòåëÿì ðàçíîöâåòíûå øëÿïû, à çàòåì ñêàçàë: ¾Êàê
áû âû íå ïîìåíÿëèñü øëÿïàìè, ÿ ñìîãó âûáðàòü øåñòåðûõ èç âàñ òàê, ÷òî íè îäèí èç
íèõ íå ïîëó÷èë øëÿïó îò äðóãîãî¿. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì ÷èñëå çðèòåëåé ôîêóñíèê
ãàðàíòèðîâàííî áóäåò ïðàâ?

Îòâåò: 16
Ðåøåíèå: Ðàññìîòðèì êàêîãî-òî îäíîãî çðèòåëÿ. Îí îòäàë øëÿïó êàêîìó-òî äðóãîìó

çðèòåëþ, òîò îòäàë øëÿïó òðåòüåìó è òàê äàëåå. Ïðîäîëæàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìû
ðàíî èëè ïîçäíî äîéä¼ì äî ÷åëîâåêà, êîòîðûé îòäàë øëÿïó ïåðâîìó çðèòåëþ. Ïîâòîðèâ
àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñî âñåìè îñòàëüíûìè çðèòåëÿìè, ìû îáíàðóæèì, ÷òî çðèòåëè
òàêèì îáðàçîì ðàçáèëèñü íà öèêëû.

Â ñåì¼ðêå çðèòåëåé, êîòîðóþ âûáèðàåò ôîêóñíèê, íå ìîæåò áûòü äâîèõ, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â îäíîì öèêëå. Çíà÷èò, èç êàæäîãî öèêëà ìû ìîæåì âçÿòü ïîëîâèíó
çðèòåëåé, îêðóãë¼ííóþ âíèç.

Ïî÷åìó íåëüçÿ ìåíüøå 16?
Åñëè îáùåå ÷èñëî çðèòåëåé ìåíüøå 16, òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà ïÿòü (èëè ìåíüøå)

öèêëîâ ïî äâà èëè òðè ÷åëîâåêà â êàæäîì, âåäü ëþáîå ÷èñëî èìååò âèä 3k, 3k + 2 èëè
3k + 1 = 3(k − 1) + 2 + 2, ïðè÷¼ì k íå áîëüøå 5 â ïåðâîì ñëó÷àå, è íå áîëüøå 4 âî âòîðîì
è òðåòüåì.

Èç êàæäîãî òàêîãî öèêëà ôîêóñíèê ñìîæåò âûáðàòü ìàêñèìóì îäíîãî ÷åëîâåêà, èòîãî
íå áîëüøå 5.

Ïî÷åìó 16 ïîäõîäèò?
Åñëè çðèòåëåé ðîâíî 16 è îíè ðàçáèâàþòñÿ íà 6 èëè áîëüøå öèêëîâ, ôîêóñíèê ãàðàí-

òèðîâàííî ïðàâ. Åñëè æå öèêëîâ n < 6, ìû ìîæåì âûáðàòü èç êàæäîãî èç íèõ íå ìåíåå
l − 1

2
÷åëîâåê, ãäå l � äëèíà ýòîãî öèêëà. Ïðîñóììèðîâàâ ýòè ÷èñëà, ìû ïîëó÷èì îáùóþ
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äëèíó âñåõ öèêëîâ, òî åñòü 16, äåë¼ííóþ íà 2, ìèíóñ
n

2
, ÷òî íå áîëüøå 2,5. Èòîãî ôîêóñíèê

ñìîæåò âûáðàòü íå ìåíåå 8− 2, 5 = 5, 5 ÷åëîâåê, òî åñòü íå ìåíåå 6.

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ)

Âàðèàíò 1. Äåòè íàðèñîâàëè ìåëêàìè íà êëåò÷àòîé äîñêå 1000 × 1000 ïî êëåòî÷êàì
70000 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 15 êàæäûé. Ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è äàæå
ñîâïàäàòü.

Âàñÿ ïîñ÷èòàë âñå êëåòêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âíóòðè õîòÿ áû äâóõ èç íà-
ðèñîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ó íåãî ïîëó÷èòüñÿ?

Îòâåò: 15
Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: âñå (èëè ïî÷òè âñå) ïðÿìîóãîëüíèêè ñîâïàäàþò, îñòàëüíûå êëåòêè ïîêðûòû

íå áîëåå, ÷åì îäèí ðàç.
Îöåíêà: Ïóñòü òàêèõ êëåòîê ìåíüøå 15. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ñîâïà-

äàþò. Èç êëåòîê, íàêðûòûõ áîëåå ÷åì îäíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì, êàæäàÿ íàêðûòà íå áîëåå,
÷åì 60 äðóãèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷åòûðå âèäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 15:
1× 15, 3× 5, 5× 3, 15× 1. Îäíó è òó æå êëåòêó ñîäåðæàò íå áîëüøå 15 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
îäíîãî âèäà.

Èòîãî ïîëó÷àåì íå áîëåå 14 · 60 = 840 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ýòè 14 (èëè
ìåíüøå) êëåòîê. Îñòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó èõ íå áîëåå, ÷åì
10002

15
= 666662

3
.

Çíà÷èò, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøå 70000. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå, çíà÷èò, òàêèõ êëåòîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 15.

Âàðèàíò 2. Äåòè íàðèñîâàëè ìåëêàìè íà êëåò÷àòîé äîñêå 1000 × 1000 ïî êëåòî÷êàì
50000 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 21 êàæäûé. Ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è äàæå
ñîâïàäàòü.

Âàñÿ ïîñ÷èòàë âñå êëåòêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âíóòðè õîòÿ áû äâóõ èç íà-
ðèñîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ó íåãî ïîëó÷èòüñÿ?

Îòâåò: 21
Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: âñå (èëè ïî÷òè âñå) ïðÿìîóãîëüíèêè ñîâïàäàþò, îñòàëüíûå êëåòêè ïîêðûòû

íå áîëåå, ÷åì îäèí ðàç.
Îöåíêà: Ïóñòü òàêèõ êëåòîê ìåíüøå 21. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ñîâïà-

äàþò. Èç êëåòîê, íàêðûòûõ áîëåå ÷åì îäíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì, êàæäàÿ íàêðûòà íå áîëåå,
÷åì 84 äðóãèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷åòûðå âèäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 21:
1× 21, 3× 7, 7× 3, 21× 1. Îäíó è òó æå êëåòêó ñîäåðæàò íå áîëüøå 21 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
îäíîãî âèäà.

Èòîãî ïîëó÷àåì íå áîëåå 20 · 84 = 1680 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ýòè 20 (èëè
ìåíüøå) êëåòîê. Îñòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó èõ íå áîëåå, ÷åì
10002

21
= 47619 1

21
.

Çíà÷èò, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøå 50000. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå, çíà÷èò, òàêèõ êëåòîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 15.

Âàðèàíò 3. Äåòè íàðèñîâàëè ìåëêàìè íà êëåò÷àòîé äîñêå 1000 × 1000 ïî êëåòî÷êàì
35000 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 35 êàæäûé. Ïðÿìîóãîëüíèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ è äàæå
ñîâïàäàòü.

Âàñÿ ïîñ÷èòàë âñå êëåòêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ âíóòðè õîòÿ áû äâóõ èç íà-
ðèñîâàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ó íåãî ïîëó÷èòüñÿ?

Îòâåò: 35
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Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: âñå (èëè ïî÷òè âñå) ïðÿìîóãîëüíèêè ñîâïàäàþò, îñòàëüíûå êëåòêè ïîêðûòû

íå áîëåå, ÷åì îäèí ðàç.
Îöåíêà: Ïóñòü òàêèõ êëåòîê ìåíüøå 35. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íèêàêèå äâà èç íèõ íå ñîâïà-

äàþò. Èç êëåòîê, íàêðûòûõ áîëåå ÷åì îäíèì ïðÿìîóãîëüíèêîì, êàæäàÿ íàêðûòà íå áîëåå,
÷åì 140 äðóãèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷åòûðå âèäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïëîùàäè 35:
1× 35, 5× 7, 7× 5, 35× 1. Îäíó è òó æå êëåòêó ñîäåðæàò íå áîëüøå 35 ïðÿìîóãîëüíèêîâ
îäíîãî âèäà.

Èòîãî ïîëó÷àåì íå áîëåå 34 · 140 = 4760 ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñîäåðæàùèõ ýòè 34 (èëè
ìåíüøå) êëåòîê. Îñòàëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïîýòîìó èõ íå áîëåå, ÷åì
10002

35
= 285713

7
.

Çíà÷èò, ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìåíüøå 35000. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå, çíà÷èò, òàêèõ êëåòîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 35.

Çàìå÷àíèå Âñå îöåíêè â ýòîé çàäà÷å äîâîëüíî ãðóáûå, ïîýòîìó àíàëîãè÷íîå óòâåðæäå-
íèå ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ ìåíüøåãî ÷èñëà ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

1.1.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Íà êîíêóðñå øåñòü ñóäåé âûñòàâëÿþò ñâîè îöåíêè (öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà), çàòåì ñàìàÿ áîëüøàÿ è ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ îöåíêè îòáðàñûâàþòñÿ, è èòîãîâàÿ
îöåíêà ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ îöåíîê. Åñëè ñàìûõ áîëüøèõ îöå-
íîê íåñêîëüêî, îòáðàñûâàåòñÿ òîëüêî îäíà èç íèõ, àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñàìîé ìàëåíü-
êîé îöåíêè.

Ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò øåñòè ñóäåé â ñóììå 60 áàëëîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî áàëëîâ
ó íåãî ìîãëî îêàçàòüñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ñàìîé áîëüøîé è ñàìîé ìàëåíüêîé îöåíêè?

Îòâåò: 48
Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: Çíà÷åíèå 48 äîñòèãàåòñÿ. êîãäà ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò ïÿòè ñóäåé îöåíêó 12, à

îò ïîñëåäíåãî � îöåíêó 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îöåíîê 0 è 12 ó ó÷àñòíèêà
îñòà¼òñÿ 4 · 12 = 48 áàëëîâ.

Îöåíêà: Áîëüøå 48 áàëëîâ èòîãîâàÿ îöåíêà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îòáðîøåííàÿ íàè-
áîëüøàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ.
Åñëè ó÷àñòíèê â èòîãå ïîëó÷èë áîëüøå 48 áàëëîâ, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷åòûð¼õ îñòàâ-
øèõñÿ íå îòáðîøåííûìè îöåíîê ñîñòàâëÿåò áîëüøå, ÷åì 48 : 4 = 12, à çíà÷èò âìåñòå ýòè
ïÿòü îöåíîê äàþò óæå áîëüøå, ÷åì 48 + 12 = 60. Ïîñêîëüêó îòáðîøåííàÿ íàèìåíüøàÿ
îöåíêà íåîòðèöàòåëüíà, ñóììà âñåõ øåñòè îöåíîê òàêæå áîëüøå 60, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ.

Âàðèàíò 2. Íà êîíêóðñå ñåìü ñóäåé âûñòàâëÿþò ñâîè îöåíêè (öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà), çàòåì ñàìàÿ áîëüøàÿ è ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ îöåíêè îòáðàñûâàþòñÿ, è èòîãîâàÿ
îöåíêà ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îñòàâøèõñÿ ïÿòè îöåíîê. Åñëè ñàìûõ áîëüøèõ îöåíîê
íåñêîëüêî, îòáðàñûâàåòñÿ òîëüêî îäíà èç íèõ, àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñàìîé ìàëåíüêîé
îöåíêè.

Ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò ñåìè ñóäåé â ñóììå 60 áàëëîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî áàëëîâ
ó íåãî ìîãëî îêàçàòüñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ñàìîé áîëüøîé è ñàìîé ìàëåíüêîé îöåíêè?

Îòâåò: 50
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Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: Çíà÷åíèå 50 äîñòèãàåòñÿ. êîãäà ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò øåñòè ñóäåé îöåíêó 10,

à îò ïîñëåäíåãî � îöåíêó 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îöåíîê 0 è 10 ó ó÷àñòíèêà
îñòà¼òñÿ 5 · 10 = 50 áàëëîâ.

Îöåíêà: Áîëüøå 50 áàëëîâ èòîãîâàÿ îöåíêà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îòáðîøåííàÿ íàè-
áîëüøàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïÿòè îñòàâøèõñÿ. Åñëè
ó÷àñòíèê â èòîãå ïîëó÷èë áîëüøå 50 áàëëîâ, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ
íå îòáðîøåííûìè îöåíîê ñîñòàâëÿåò áîëüøå, ÷åì 50 : 5 = 10, à çíà÷èò âìåñòå ýòè ïÿòü
îöåíîê äàþò óæå áîëüøå, ÷åì 50 + 10 = 60. Ïîñêîëüêó îòáðîøåííàÿ íàèìåíüøàÿ îöåíêà
íåîòðèöàòåëüíà, ñóììà âñåõ øåñòè îöåíîê òàêæå áîëüøå 60, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Âàðèàíò 3. Íà êîíêóðñå ïÿòü ñóäåé âûñòàâëÿþò ñâîè îöåíêè (öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå ÷èñëà), çàòåì ñàìàÿ áîëüøàÿ è ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ îöåíêè îòáðàñûâàþòñÿ, è èòîãîâàÿ
îöåíêà ó÷àñòíèêà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé îñòàâøèõñÿ òð¼õ îöåíîê. Åñëè ñàìûõ áîëüøèõ îöåíîê
íåñêîëüêî, îòáðàñûâàåòñÿ òîëüêî îäíà èç íèõ, àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ ñàìîé ìàëåíüêîé
îöåíêè.

Ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò ïÿòè ñóäåé â ñóììå 60 áàëëîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî áàëëîâ
ó íåãî ìîãëî îêàçàòüñÿ ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ñàìîé áîëüøîé è ñàìîé ìàëåíüêîé îöåíêè?

Îòâåò: 45
Ðåøåíèå:
Ïðèìåð: Çíà÷åíèå 45 äîñòèãàåòñÿ. êîãäà ó÷àñòíèê ïîëó÷èë îò ÷åòûð¼õ ñóäåé îöåíêó 15,

à îò ïîñëåäíåãî � îöåíêó 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ îöåíîê 0 è 15 ó ó÷àñòíèêà
îñòà¼òñÿ 3 · 15 = 45 áàëëîâ.

Îöåíêà: Áîëüøå 50 áàëëîâ èòîãîâàÿ îöåíêà áûòü íå ìîæåò, òàê êàê îòáðîøåííàÿ íàè-
áîëüøàÿ îöåíêà äîëæíà áûòü íå ìåíüøå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïÿòè îñòàâøèõñÿ. Åñëè
ó÷àñòíèê â èòîãå ïîëó÷èë áîëüøå 50 áàëëîâ, ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷åòûð¼õ îñòàâøèõñÿ
íå îòáðîøåííûìè îöåíîê ñîñòàâëÿåò áîëüøå, ÷åì 50 : 5 = 10, à çíà÷èò âìåñòå ýòè ïÿòü
îöåíîê äàþò óæå áîëüøå, ÷åì 50 + 10 = 60. Ïîñêîëüêó îòáðîøåííàÿ íàèìåíüøàÿ îöåíêà
íåîòðèöàòåëüíà, ñóììà âñåõ øåñòè îöåíîê òàêæå áîëüøå 60, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Â ôèëèàëå êîðïîðàöèè ðàáîòàëè íà÷àëüíèê è 9 ïîä÷èí¼ííûõ. Çàðïëàòà
íà÷àëüíèêà áûëà âäâîå áîëüøå ñðåäíåé çàðïëàòû ïîä÷èí¼ííûõ. Ïðè î÷åðåäíîì ïîâûøå-
íèè çàðïëàòû íà÷àëüíèê ôèëèàëà îò÷èòàëñÿ î ïîâûøåíèè ñðåäíåé çàðïëàòû ïî ôèëèàëó
íà 20%, ïðè ýòî ñðåäíÿÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ âûðîñëà òîëüêî íà 10%.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ âûðîñëà çàðïëàòà íà÷àëüíèêà?
Îòâåò: Íà 65%.
Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ïîä÷èí¼ííûå ïîëó÷àëè â ñðåäíåì 10x ðóáëåé êàæäûé, òîãäà

íà÷àëüíèê ïîëó÷àë 20x ðóáëåé, Îáøàÿ ñóììà âñåõ çàðïëàò ñîñòàâëÿëà 9 ·10x+20x = 110x.
Ïîñëå ïîâûøåíèÿ ñóììàðíàÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ ñîñòàâèëà 90x ·1, 1 = 99x, à îáøàÿ

çàðïëàòà âñåõ ñîòðóäíèêîâ ôèëèàëà óâåëè÷èëàñü äî 110x · 1, 2 = 132x. Çíà÷èò, çàðïëàòà
íà÷àëüíèêà ñîñòàâèëà 132x−99x = 33x, ÷òî ñîñòàâëÿåò 165% îò åãî èçíà÷àëüíîé çàðïëàòà.

Çíà÷èò, çàðïëàòà íà÷àëüíèêà ïîâûñèëàñü íà 65%.

Âàðèàíò 2. Â ôèëèàëå êîðïîðàöèè ðàáîòàëè íà÷àëüíèê è 19 ïîä÷èí¼ííûõ. Çàðïëàòà
íà÷àëüíèêà áûëà âäâîå áîëüøå ñðåäíåé çàðïëàòû ïîä÷èí¼ííûõ. Ïðè î÷åðåäíîì ïîâûøå-
íèè çàðïëàòû íà÷àëüíèê ôèëèàëà îò÷èòàëñÿ î ïîâûøåíèè ñðåäíåé çàðïëàòû ïî ôèëèàëó
íà 20%, ïðè ýòî ñðåäíÿÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ âûðîñëà òîëüêî íà 10%.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ âûðîñëà çàðïëàòà íà÷àëüíèêà?
Îòâåò: Íà 115%.
Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ïîä÷èí¼ííûå ïîëó÷àëè â ñðåäíåì 10x ðóáëåé êàæäûé, òîãäà

íà÷àëüíèê ïîëó÷àë 20x ðóáëåé, Îáøàÿ ñóììà âñåõ çàðïëàò ñîñòàâëÿëà 19·10x+20x = 210x.
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Ïîñëå ïîâûøåíèÿ ñóììàðíàÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ ñîñòàâèëà 190x · 1, 1 = 209x, à
îáøàÿ çàðïëàòà âñåõ ñîòðóäíèêîâ ôèëèàëà óâåëè÷èëàñü äî 210x · 1, 2 = 252x. Çíà÷èò,
çàðïëàòà íà÷àëüíèêà ñîñòàâèëà 252x−209x = 43x, ÷òî ñîñòàâëÿåò 215% îò åãî èçíà÷àëüíîé
çàðïëàòà.

Çíà÷èò, çàðïëàòà íà÷àëüíèêà ïîâûñèëàñü íà 115%.

Âàðèàíò 3. Â ôèëèàëå êîðïîðàöèè ðàáîòàëè íà÷àëüíèê è 24 ïîä÷èí¼ííûõ. Çàðïëàòà
íà÷àëüíèêà áûëà âäâîå áîëüøå ñðåäíåé çàðïëàòû ïîä÷èí¼ííûõ. Ïðè î÷åðåäíîì ïîâûøå-
íèè çàðïëàòû íà÷àëüíèê ôèëèàëà îò÷èòàëñÿ î ïîâûøåíèè ñðåäíåé çàðïëàòû ïî ôèëèàëó
íà 20%, ïðè ýòî ñðåäíÿÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ âûðîñëà òîëüêî íà 10%.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ âûðîñëà çàðïëàòà íà÷àëüíèêà?
Îòâåò: Íà 140%.
Ðåøåíèå: Ïðåäïîëîæèì, ïîä÷èí¼ííûå ïîëó÷àëè â ñðåäíåì 10x ðóáëåé êàæäûé, òîãäà

íà÷àëüíèê ïîëó÷àë 20x ðóáëåé, Îáøàÿ ñóììà âñåõ çàðïëàò ñîñòàâëÿëà 24·10x+20x = 260x.
Ïîñëå ïîâûøåíèÿ ñóììàðíàÿ çàðïëàòà ïîä÷èí¼ííûõ ñîñòàâèëà 240x · 1, 1 = 264x, à

îáøàÿ çàðïëàòà âñåõ ñîòðóäíèêîâ ôèëèàëà óâåëè÷èëàñü äî 260x · 1, 2 = 312x. Çíà÷èò,
çàðïëàòà íà÷àëüíèêà ñîñòàâèëà 312x−264x = 48x, ÷òî ñîñòàâëÿåò 240% îò åãî èçíà÷àëüíîé
çàðïëàòà.

Çíà÷èò, çàðïëàòà íà÷àëüíèêà ïîâûñèëàñü íà 140%.

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà AB = CD = 4,
AD = BC = 5. Òî÷êà K íà îòðåçêå AD òàêîâà, ÷òî AK = 1. Òî÷êà L íà îòðåçêå CD
òàêîâà, ÷òî DL = 1.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, íàéäèòå ∠KBL.
Îòâåò: 45◦.
Ðåøåíèå: DK = AD − AK = 5 − 1 = 4. Ïîëó÷àåòñÿ AB = DK = 4, AK = DL = 1,

∠BAK = ∠KDL = 90◦, îòêóäà ∆BAK = ∆KDL.
Çíà÷èò, BK = KL è òðåóãîëüíèê BKL ðàâíîáåäðåííûé.
Çàìåòèì, ÷òî ∠BKL = 180◦−∠AKB−∠DKL = 180◦−∠DLK−∠DKL = ∠KDL = 90◦.

(Ïåðâîå ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ∠BKL, ∠AKB è ∠DKL â ñóììå îáðàçóþò ðàçâ¼ðíó-
òûé, âòîðîå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, à òðåòüå èç òîãî, ÷òî
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦)

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê BKL ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ∠BKL = 90◦, îòêóäà îñòàëüíûå
äâà óãëà ýòîãî òðåóãîüëüíèêà ðàâíû ïî 45◦.

Âàðèàíò 2. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà AB = CD = 6,
AD = BC = 5. Òî÷êà K íà îòðåçêå AB òàêîâà, ÷òî AK = 1. Òî÷êà L íà îòðåçêå BC
òàêîâà, ÷òî BL = 1.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, íàéäèòå ∠KDL.
Îòâåò: 45◦.
Ðåøåíèå: BK = AB − AK = 6 − 1 = 5. Ïîëó÷àåòñÿ AD = BK = 4, AK = BL = 1,

∠DAK = ∠KBL = 90◦, îòêóäà ∆DAK = ∆KBL.
Çíà÷èò, DK = KL è òðåóãîëüíèê DKL ðàâíîáåäðåííûé.
Çàìåòèì, ÷òî ∠DKL = 180◦−∠AKD−∠BKL = 180◦−∠BLK−∠BKL = ∠KBL = 90◦.

(Ïåðâîå ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ∠DKL, ∠AKD è ∠BKL â ñóììå îáðàçóþò ðàçâ¼ðíó-
òûé, âòîðîå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, à òðåòüå èç òîãî, ÷òî
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦)

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê BKL ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ∠DKL = 90◦, îòêóäà îñòàëüíûå
äâà óãëà ýòîãî òðåóãîüëüíèêà ðàâíû ïî 45◦.
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Âàðèàíò 3. Â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà AB = CD = 7,
AD = BC = 5. Òî÷êà K íà îòðåçêå CD òàêîâà, ÷òî CK = 2. Òî÷êà L íà îòðåçêå AD
òàêîâà, ÷òî DL = 2.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦, íàéäèòå ∠KBL.
Îòâåò: 45◦.
Ðåøåíèå: DK = CD − CK = 7 − 2 = 5. Ïîëó÷àåòñÿ CB = DK = 5, CK = DL = 2,

∠BCK = ∠KDL = 90◦, îòêóäà ∆BCK = ∆KDL.
Çíà÷èò, BK = KL è òðåóãîëüíèê BKL ðàâíîáåäðåííûé.
Çàìåòèì, ÷òî ∠BKL = 180◦−∠CKB−∠DKL = 180◦−∠DLK−∠DKL = ∠KDL = 90◦.

(Ïåðâîå ðàâåíñòâî âåðíî, ïîñêîëüêó ∠BKL, ∠CKB è ∠DKL â ñóììå îáðàçóþò ðàçâ¼ðíó-
òûé, âòîðîå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, à òðåòüå èç òîãî, ÷òî
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180◦)

Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê BKL ðàâíîáåäðåííûé ñ óãëîì ∠BKL = 90◦, îòêóäà îñòàëüíûå
äâà óãëà ýòîãî òðåóãîüëüíèêà ðàâíû ïî 45◦.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Ó Àëèñû è Áîáà åñòü ïàëî÷êà äëèíîé îäèí ìåòð. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïà-
ëî÷êè îíè èãðàþò â èãðó, ïåðâîé õîäèò Àëèñà. Â ñâîé õîä èãðîê ìîæåò ñëîìàòü îäíó èç
èìåþùèõñÿ ïàëî÷åê íà äâå ÷àñòè ìåíüøåãî ðàçìåðà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îñòà¼òñÿ
ðîâíî 125 ïàëî÷åê.

Àëèñà õî÷åò, ÷òîáû èç êàêèõ-òî òð¼õ ïàëî÷åê â êîíöå èãðû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê, Áîá õî÷åò åé ïîìåøàòü.

Êòî èç íèõ ìîæåò âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà?
Îòâåò: Àëèñà.
Ðåøåíèå: Ïðèâåä¼ì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Àëèñû.
Ïåðâûì õîäîì Àëèñà ëîìàåò ïàëî÷êó ïîïîëàì. Ó íå¼ ïîëó÷àþòñÿ äâå ïàëî÷êè îäè-

íàêîâîé äëèíû. Êàæäûì ñâîèì ñëåäóþùèì õîäîì Àëèñà áóäåò äîáèâàòüñÿ òîãî, ÷òîáû
âñå èìåþùèåñÿ ïàëî÷êè ðàçáèâàëèñü íà ïàðû ïàëî÷åê îäèíàêîâîé äëèíû. Äëÿ ýòîãî îíà
áóäåò áðàòü ïàëî÷êó òîé æå äëèíû, ÷òî òîëüêî ÷òî ñëîìàë Áîá è äåëèòü å¼ íà äâå ïàëî÷êè
òî÷íî òàê æå, êàê îí.

Ïîñëå ïîñëåäíåãî õîäà Àëèñû îñòà¼òñÿ 62 ïàðû ïàëî÷åê. Áîá ñâîèì ïîñëåäíèì õîäîì
ëîìàåò îäíó èç ïàëî÷åê, íî 61 ïàðà ïàëî÷åê âñ¼ åù¼ îñòà¼òñÿ.

Íà ñàìîì äåëå, äàæå äâóõ ïàð ðàâíûõ ïàëî÷åê äîñòàòî÷î, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåóãîëü-
íèê. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïàðó ñàìûõ äëèííûõ ïàëî÷åê. Ìû ìîæåì ñîñòàâèòü òðå-
óãîëüíèê èñïîëüçóÿ ýòó ïàðó è ëþáóþ ïàëî÷êó ìåíüøåé äëèíû.

Âàðèàíò 2. Ó Àëèñû è Áîáà åñòü ïàëî÷êà äëèíîé îäèí ìåòð. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïà-
ëî÷êè îíè èãðàþò â èãðó, ïåðâîé õîäèò Àëèñà. Â ñâîé õîä èãðîê ìîæåò ñëîìàòü îäíó èç
èìåþùèõñÿ ïàëî÷åê íà äâå ÷àñòè ìåíüøåãî ðàçìåðà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îñòà¼òñÿ
ðîâíî 99 ïàëî÷åê.

Àëèñà õî÷åò, ÷òîáû èç êàêèõ-òî òð¼õ ïàëî÷åê â êîíöå èãðû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê, Áîá õî÷åò åé ïîìåøàòü.

Êòî èç íèõ ìîæåò âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà?
Îòâåò: Àëèñà.
Ðåøåíèå: Ïðèâåä¼ì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Àëèñû.
Ïåðâûì õîäîì Àëèñà ëîìàåò ïàëî÷êó ïîïîëàì. Ó íå¼ ïîëó÷àþòñÿ äâå ïàëî÷êè îäè-

íàêîâîé äëèíû. Êàæäûì ñâîèì ñëåäóþùèì õîäîì Àëèñà áóäåò äîáèâàòüñÿ òîãî, ÷òîáû
âñå èìåþùèåñÿ ïàëî÷êè ðàçáèâàëèñü íà ïàðû ïàëî÷åê îäèíàêîâîé äëèíû. Äëÿ ýòîãî îíà
áóäåò áðàòü ïàëî÷êó òîé æå äëèíû, ÷òî òîëüêî ÷òî ñëîìàë Áîá è äåëèòü å¼ íà äâå ïàëî÷êè
òî÷íî òàê æå, êàê îí.
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Ïîñëå ïîñëåäíåãî õîäà Àëèñû îñòà¼òñÿ 44 ïàðû ïàëî÷åê. Áîá ñâîèì ïîñëåäíèì õîäîì
ëîìàåò îäíó èç ïàëî÷åê, íî 43 ïàðû ïàëî÷åê âñ¼ åù¼ îñòà¼òñÿ.

Íà ñàìîì äåëå, äàæå äâóõ ïàð ðàâíûõ ïàëî÷åê äîñòàòî÷î, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåóãîëü-
íèê. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïàðó ñàìûõ äëèííûõ ïàëî÷åê. Ìû ìîæåì ñîñòàâèòü òðå-
óãîëüíèê èñïîëüçóÿ ýòó ïàðó è ëþáóþ ïàëî÷êó ìåíüøåé äëèíû.

Âàðèàíò 3. Ó Àëèñû è Áîáà åñòü ïàëî÷êà äëèíîé îäèí ìåòð. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ïà-
ëî÷êè îíè èãðàþò â èãðó, ïåðâîé õîäèò Àëèñà. Â ñâîé õîä èãðîê ìîæåò ñëîìàòü îäíó èç
èìåþùèõñÿ ïàëî÷åê íà äâå ÷àñòè ìåíüøåãî ðàçìåðà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà îñòà¼òñÿ
ðîâíî 77 ïàëî÷åê.

Àëèñà õî÷åò, ÷òîáû èç êàêèõ-òî òð¼õ ïàëî÷åê â êîíöå èãðû ìîæíî áûëî ñîñòàâèòü
òðåóãîëüíèê, Áîá õî÷åò åé ïîìåøàòü.

Êòî èç íèõ ìîæåò âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé ñîïåðíèêà?
Îòâåò: Àëèñà.
Ðåøåíèå: Ïðèâåä¼ì âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ äëÿ Àëèñû.
Ïåðâûì õîäîì Àëèñà ëîìàåò ïàëî÷êó ïîïîëàì. Ó íå¼ ïîëó÷àþòñÿ äâå ïàëî÷êè îäè-

íàêîâîé äëèíû. Êàæäûì ñâîèì ñëåäóþùèì õîäîì Àëèñà áóäåò äîáèâàòüñÿ òîãî, ÷òîáû
âñå èìåþùèåñÿ ïàëî÷êè ðàçáèâàëèñü íà ïàðû ïàëî÷åê îäèíàêîâîé äëèíû. Äëÿ ýòîãî îíà
áóäåò áðàòü ïàëî÷êó òîé æå äëèíû, ÷òî òîëüêî ÷òî ñëîìàë Áîá è äåëèòü å¼ íà äâå ïàëî÷êè
òî÷íî òàê æå, êàê îí.

Ïîñëå ïîñëåäíåãî õîäà Àëèñû îñòà¼òñÿ 38 ïàð ïàëî÷åê. Áîá ñâîèì ïîñëåäíèì õîäîì
ëîìàåò îäíó èç ïàëî÷åê, íî 37 ïàð ïàëî÷åê âñ¼ åù¼ îñòà¼òñÿ.

Íà ñàìîì äåëå, äàæå äâóõ ïàð ðàâíûõ ïàëî÷åê äîñòàòî÷î, ÷òîáû ïîëó÷èòü òðåóãîëü-
íèê. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïàðó ñàìûõ äëèííûõ ïàëî÷åê. Ìû ìîæåì ñîñòàâèòü òðå-
óãîëüíèê èñïîëüçóÿ ýòó ïàðó è ëþáóþ ïàëî÷êó ìåíüøåé äëèíû.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 9× 9 ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Íà
íåé ñòîÿò ÷¼òíûå ëàäüè � ôèãóðû, êîòîðûå áüþò ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, íî òîëüêî
ïîëÿ òîãî öâåòà, íà êîòîðîì íàõîäÿòñÿ. ×¼òíàÿ ëàäüÿ ìîæåò áèòü ïîëÿ ñâîåãî öâåòà ñêâîçü
äðóãóþ ÷¼òíóþ ëàäüþ, íàõîäÿùóþñÿ íà ïîëå äðóãîãî öâåòà.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà òàêîé äîñêå òàê,
÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Îòâåò: 17
Ðåøåíèå: Ïðîíóìåðóåì êëåòêè äîñêè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå:

1 2 1 2 . . . 1
3 4 3 4 . . . 3
1 2 1 2 . . . 1
3 4 3 4 . . . 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
3 4 3 4 . . . 3
1 2 1 2 . . . 1

Òàêèì îáðàçîì, áåëûå êëåòêè ïðîíóìåðîâàíû öèôðàìè 1 è 4, à ÷¼ðíûå � öèôðàìè 2 è
3. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî áüþò äðóã äðóãà òîëüêî ÷¼òíûå ëàäüè, ñòîÿùèå íà êëåòêàõ, ïðîíó-
ìåðîâàííûõ îäíîé öèôðîé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 1, ñòîÿò íå ïåðåñå÷åíèè ïÿòè ñòðîê
è ïÿòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 5 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå
2, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ïÿòè ñòðîê è ÷åòûð¼õ ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàê-
ñèìóì 4 ëàäüè. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 3, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ÷åòûð¼õ ñòðîê è ïÿòè
ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 4 ëàäüè. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 4, ñòîÿò
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íà ïåðåñå÷åíèè ÷åòûð¼õ ñòðîê è ÷åòûð¼õ ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 4
ëàäüè. Èòîãî ìàêñèìóì 17 ëàäåé.

Ïðèìåð î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îöåíêè. Äîñòàòî÷íî ðàññòàâèòü ëàäåé íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè è íà äèàãîíàëè ñðàçó ïîä íåé.

Âàðèàíò 2. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 11×11 ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Íà
íåé ñòîÿò ÷¼òíûå ëàäüè � ôèãóðû, êîòîðûå áüþò ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, íî òîëüêî
ïîëÿ òîãî öâåòà, íà êîòîðîì íàõîäÿòñÿ. ×¼òíàÿ ëàäüÿ ìîæåò áèòü ïîëÿ ñâîåãî öâåòà ñêâîçü
äðóãóþ ÷¼òíóþ ëàäüþ, íàõîäÿùóþñÿ íà ïîëå äðóãîãî öâåòà.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà òàêîé äîñêå òàê,
÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Îòâåò: 21
Ðåøåíèå: Ïðîíóìåðóåì êëåòêè äîñêè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå â âàð. 1.
Òàêèì îáðàçîì, áåëûå êëåòêè ïðîíóìåðîâàíû öèôðàìè 1 è 4, à ÷¼ðíûå � öèôðàìè 2 è

3. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî áüþò äðóã äðóãà òîëüêî ÷¼òíûå ëàäüè, ñòîÿùèå íà êëåòêàõ, ïðî-
íóìåðîâàííûõ îäíîé öèôðîé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 1, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè øåñòè
ñòðîê è øåñòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 6 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìå-
ðîâàííûå 2, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè øåñòè ñòðîê è ïÿòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü
ìàêñèìóì 5 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 3, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ïÿòè ñòðîê è øåñòè
ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 5 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 4, ñòîÿò
íà ïåðåñå÷åíèè ïÿòè ñòðîê è ïÿòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 5 ëàäåé.
Èòîãî ìàêñèìóì 21 ëàäüÿ.

Ïðèìåð î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îöåíêè. Äîñòàòî÷íî ðàññòàâèòü ëàäåé íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè è íà äèàãîíàëè ñðàçó ïîä íåé.

Âàðèàíò 3. Êëåò÷àòàÿ äîñêà 13×13 ðàñêðàøåíà â äâà öâåòà â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Íà
íåé ñòîÿò ÷¼òíûå ëàäüè � ôèãóðû, êîòîðûå áüþò ïî ãîðèçîíòàëè è âåðòèêàëè, íî òîëüêî
ïîëÿ òîãî öâåòà, íà êîòîðîì íàõîäÿòñÿ. ×¼òíàÿ ëàäüÿ ìîæåò áèòü ïîëÿ ñâîåãî öâåòà ñêâîçü
äðóãóþ ÷¼òíóþ ëàäüþ, íàõîäÿùóþñÿ íà ïîëå äðóãîãî öâåòà.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷¼òíûõ ëàäåé ìîæíî ðàññòàâèòü íà òàêîé äîñêå òàê,
÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Îòâåò: 25
Ðåøåíèå: Ïðîíóìåðóåì êëåòêè äîñêè êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå â âàð. 1.
Òàêèì îáðàçîì, áåëûå êëåòêè ïðîíóìåðîâàíû öèôðàìè 1 è 4, à ÷¼ðíûå � öèôðàìè

2 è 3. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî áüþò äðóã äðóãà òîëüêî ÷¼òíûå ëàäüè, ñòîÿùèå íà êëåòêàõ,
ïðîíóìåðîâàííûõ îäíîé öèôðîé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 1, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ñåìè
ñòðîê è ñåìè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 7 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðî-
âàííûå 2, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè ñåìè ñòðîê è øåñòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü
ìàêñèìóì 6 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 3, ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè øåñòè ñòðîê è ñåìè
ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 6 ëàäåé. Êëåòêè, ïðîíóìåðîâàííûå 4, ñòî-
ÿò íà ïåðåñå÷åíèè øåñòè ñòðîê è øåñòè ñòîëáöîâ. Íà íèõ ìîæíî ïîñòàâèòü ìàêñèìóì 6
ëàäåé. Èòîãî ìàêñèìóì 25 ëàäåé.

Ïðèìåð î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îöåíêè. Äîñòàòî÷íî ðàññòàâèòü ëàäåé íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè è íà äèàãîíàëè ñðàçó ïîä íåé.

Çàäà÷à 6. (4 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóììà îñòàòêà è
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ïðè äåëåíèè íà 19 íå áîëüøå, ÷åì ñóììà îñòàòêà è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî
ïðè äåëåíèè íà 20.

Îòâåò: 6859 = 193

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî çà N è çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì:
N = 19a + b = 20c + d, ãäå b < 19, d < 20. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ äîëæíî âûïîëíÿòñÿ
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íåðàâåíñòâî a+ b ⩽ c+ d.
Ñëó÷àé a = c = 0 íàì íå èíòåðåñåí, òàê êàê N ïîëó÷àåòñÿ íå áîëüøå 18. Çàìåòèì, ÷òî

åñëè a = c > 0, òî èç ðàâåíñòâà äëÿ N ìû ïîëó÷àåì, ÷òî b > d, à èç íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì,
÷òî b ⩽ d. Çíà÷èò, a > c, îòêóäà b < d.

Îáîçíà÷èì a = c+ x. Òîãäà ïîëó÷àåì 19(c+ x) + b = 20c+ d, îòêóäà d− b = 19x− c. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà â óñëîâèè ïîëó÷àåì, ÷òî d − b ⩾ a − c = x. Èç òîãî, ÷òî
d ⩽ 19 è b ⩾ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x ⩽ d−b ⩽ 19. Ñîîòâåòñòâåííî c = 19x− (d−b) ⩽ 18(d−b) ⩽
18 · 19 = 342.

Çíà÷èò, N = 20c+ d ⩽ 20 · 342 + 19 = 6859.

Âàðèàíò 2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóììà îñòàòêà è
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ïðè äåëåíèè íà 29 íå áîëüøå, ÷åì ñóììà îñòàòêà è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî
ïðè äåëåíèè íà 30.

Îòâåò: 24389 = 293

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî çà N è çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì:
N = 29a + b = 30c + d, ãäå b < 29, d < 30. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ äîëæíî âûïîëíÿòñÿ
íåðàâåíñòâî a+ b ⩽ c+ d.

Ñëó÷àé a = c = 0 íàì íå èíòåðåñåí, òàê êàê N ïîëó÷àåòñÿ íå áîëüøå 28. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè a = c > 0, òî èç ðàâåíñòâà äëÿ N ìû ïîëó÷àåì, ÷òî b > d, à èç íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì,
÷òî b ⩽ d. Çíà÷èò, a > c, îòêóäà b < d.

Îáîçíà÷èì a = c+ x. Òîãäà ïîëó÷àåì 29(c+ x) + b = 30c+ d, îòêóäà d− b = 29x− c. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà â óñëîâèè ïîëó÷àåì, ÷òî d − b ⩾ a − c = x. Èç òîãî, ÷òî
d ⩽ 29 è b ⩾ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x ⩽ d−b ⩽ 29. Ñîîòâåòñòâåííî c = 29x− (d−b) ⩽ 28(d−b) ⩽
28 · 29 = 912.

Çíà÷èò, N = 30c+ d ⩽ 30 · 912 + 29 = 24389.

Âàðèàíò 3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ñóììà îñòàòêà è
íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ïðè äåëåíèè íà 24 íå áîëüøå, ÷åì ñóììà îñòàòêà è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî
ïðè äåëåíèè íà 25.

Îòâåò: 13824 = 243

Ðåøåíèå: Îáîçíà÷èì èñêîìîå ÷èñëî çà N è çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì:
N = 24a + b = 25c + d, ãäå b < 24, d < 25. Êðîìå òîãî, ïî óñëîâèþ äîëæíî âûïîëíÿòñÿ
íåðàâåíñòâî a+ b ⩽ c+ d.

Ñëó÷àé a = c = 0 íàì íå èíòåðåñåí, òàê êàê N ïîëó÷àåòñÿ íå áîëüøå 23. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè a = c > 0, òî èç ðàâåíñòâà äëÿ N ìû ïîëó÷àåì, ÷òî b > d, à èç íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì,
÷òî b ⩽ d. Çíà÷èò, a > c, îòêóäà b < d.

Îáîçíà÷èì a = c+ x. Òîãäà ïîëó÷àåì 24(c+ x) + b = 25c+ d, îòêóäà d− b = 24x− c. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà â óñëîâèè ïîëó÷àåì, ÷òî d − b ⩾ a − c = x. Èç òîãî, ÷òî
d ⩽ 24 è b ⩾ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x ⩽ d−b ⩽ 24. Ñîîòâåòñòâåííî c = 24x− (d−b) ⩽ 23(d−b) ⩽
23 · 24 = 552.

Çíà÷èò, N = 25c+ d ⩽ 25 · 552 + 24 = 13824.

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)

Âàðèàíò 1. Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è
ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (åñòü è òå, è äðóãèå). Ó êàæäîãî èç íèç ðîâíî ÷åòûðå äðóãà.
Îäíàæäû êàæäûé ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ äðóçåé ðîâíî äâà ðûöàðÿ¿.

Êàêîå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò áûòü íà îñòðîâå, åñëè òàì
æèâóò âñåãî 32 ÷åëîâåêà?

Îòâåò: Íàèìåíüøåå ÷èñëî 3, íàèáîëüøåå � 21.
Ðåøåíèå:
Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïîñêîëüêó è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò, åñòü õîòÿ áû

îäèí ðûöàðü. Ó íåãî åñòü ðîâíî äâîå äðóçåé, ïîýòîìó ðûöàðåé ìèíèìóì òðîå.
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Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ðàññìîòðèì òð¼õ ðûöàðåé è 29 ëæåöîâ. Ïóñòü òðè ðû-
öàðÿ äðóæàò ìåæäó ñîáîé, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü åù¼ 2 äðóãà, ïóñòü ýòî áóäóò øåñòåðî
ðàçëè÷íûõ ëæåöîâ. Ðàçîáü¼ì èõ íà äâå òðîéêè è ñäåëàåì òàê, ÷òîáû äðóæèëè ìåæäó
ñîáîé ëæåöû èç ðàçíûõ òðîåê.

Îñòàëüíûõ ëæåöîâ ïîñàäèì çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ÷òî êàæäûé ëæåö äîëæåí
äðóæèòü ñ äâóìÿ ñëåäóþùèìè è äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïóñòü ðûöàðåé õîòÿ áû 22. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî äâîå
çíàêîìûõ ëæåöîâ, èòîãî ìû ïîëó÷àåì õîòÿ áû 44 çíàêîìñòâà ìåæäó ðûöàðÿìè è ëæåöàìè.
Ó êàæäîãî ëæåöà íå áîëåå 4 òàêèõ çíàêîìñòâ, çíà÷èò, ëæåöîâ íå ìåíåå 11 è âñåãî ÷åëîâåê
íå ìåíåå 33.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ïîñàäèì 21 ðûöàðÿ çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ïóñòü
êàæäûé äðóæèò ñ äâóìÿ ñâîèìè ñîñåäÿìè. Òàêæå çàíóìåðóåì ðûöàðåé ÷èñëàìè îò 1 äî
21.

Ïóñòü ïåðâûé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 1, 2, 3 è 4, âòîðîé � ñ ðûöàðÿìè 3, 4, 5, è 6,
è ò.ä., äåâÿòûé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 17, 18, 19, 20. Äåñÿòûé ëæåö áóäåò äðóæèò ñ
ðûöàðÿìè 1, 2 è 21, îäèííàäöàòûé � ñ ðûöàðÿìè 19, 20 è 21, êðîìå òîãî ýòè äâîå ëæåöîâ
áóäóò äðóæèòü äðóã ñ äðóãîì.

Âàðèàíò 2. Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è
ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (åñòü è òå, è äðóãèå). Ó êàæäîãî èç íèç ðîâíî ÷åòûðå äðóãà.
Îäíàæäû êàæäûé ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ äðóçåé ðîâíî äâà ðûöàðÿ¿.

Êàêîå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò áûòü íà îñòðîâå, åñëè òàì
æèâóò âñåãî 44 ÷åëîâåêà?

Îòâåò: Íàèìåíüøåå ÷èñëî 3, íàèáîëüøåå � 29.
Ðåøåíèå:
Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïîñêîëüêó è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò, åñòü õîòÿ áû

îäèí ðûöàðü. Ó íåãî åñòü ðîâíî äâîå äðóçåé, ïîýòîìó ðûöàðåé ìèíèìóì òðîå.
Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ðàññìîòðèì òð¼õ ðûöàðåé è 41 ëæåöà. Ïóñòü òðè ðûöàðÿ

äðóæàò ìåæäó ñîáîé, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü åù¼ 2 äðóãà, ïóñòü ýòî áóäóò øåñòåðî ðàç-
ëè÷íûõ ëæåöîâ. Ðàçîáü¼ì èõ íà äâå òðîéêè è ñäåëàåì òàê, ÷òîáû äðóæèëè ìåæäó ñîáîé
ëæåöû èç ðàçíûõ òðîåê.

Îñòàëüíûõ ëæåöîâ ïîñàäèì çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ÷òî êàæäûé ëæåö äîëæåí
äðóæèòü ñ äâóìÿ ñëåäóþùèìè è äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïóñòü ðûöàðåé õîòÿ áû 30. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî äâîå
çíàêîìûõ ëæåöîâ, èòîãî ìû ïîëó÷àåì õîòÿ áû 60 çíàêîìñòâ ìåæäó ðûöàðÿìè è ëæåöàìè.
Ó êàæäîãî ëæåöà íå áîëåå 4 òàêèõ çíàêîìñòâ, çíà÷èò, ëæåöîâ íå ìåíåå 15 è âñåãî ÷åëîâåê
íå ìåíåå 45.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ïîñàäèì 29 ðûöàðåé çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ïóñòü
êàæäûé äðóæèò ñ äâóìÿ ñâîèìè ñîñåäÿìè. Òàêæå çàíóìåðóåì ðûöàðåé ÷èñëàìè îò 1 äî
29.

Ïóñòü ïåðâûé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 1, 2, 3 è 4, âòîðîé � ñ ðûöàðÿìè 3, 4, 5, è 6, è
ò.ä., òðèíàäöàòûé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 25, 26, 27, 28. Äåñÿòûé ëæåö áóäåò äðóæèò ñ
ðûöàðÿìè 1, 2 è 29, îäèííàäöàòûé � ñ ðûöàðÿìè 27, 28 è 29, êðîìå òîãî ýòè äâîå ëæåöîâ
áóäóò äðóæèòü äðóã ñ äðóãîì.

Âàðèàíò 3. Íà Îñòðîâå Íåâåçåíèÿ æèâóò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è
ëæåöû, êîòîðûå âñåãäà ëãóò (åñòü è òå, è äðóãèå). Ó êàæäîãî èç íèç ðîâíî ÷åòûðå äðóãà.
Îäíàæäû êàæäûé ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ äðóçåé ðîâíî äâà ðûöàðÿ¿.

Êàêîå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò áûòü íà îñòðîâå, åñëè òàì
æèâóò âñåãî 26 ÷åëîâåê?

Îòâåò: Íàèìåíüøåå ÷èñëî 3, íàèáîëüøåå � 17.
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Ðåøåíèå:
Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïîñêîëüêó è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò, åñòü õîòÿ áû

îäèí ðûöàðü. Ó íåãî åñòü ðîâíî äâîå äðóçåé, ïîýòîìó ðûöàðåé ìèíèìóì òðîå.
Íàèìåíüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ðàññìîòðèì òð¼õ ðûöàðåé è 23 ëæåöîâ. Ïóñòü òðè ðû-

öàðÿ äðóæàò ìåæäó ñîáîé, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü åù¼ 2 äðóãà, ïóñòü ýòî áóäóò øåñòåðî
ðàçëè÷íûõ ëæåöîâ. Ðàçîáü¼ì èõ íà äâå òðîéêè è ñäåëàåì òàê, ÷òîáû äðóæèëè ìåæäó
ñîáîé ëæåöû èç ðàçíûõ òðîåê.

Îñòàëüíûõ ëæåöîâ ïîñàäèì çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ÷òî êàæäûé ëæåö äîëæåí
äðóæèòü ñ äâóìÿ ñëåäóþùèìè è äâóìÿ ïðåäûäóùèìè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Îöåíêà: Ïóñòü ðûöàðåé õîòÿ áû 18. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî äâîå
çíàêîìûõ ëæåöîâ, èòîãî ìû ïîëó÷àåì õîòÿ áû 36 çíàêîìñòâ ìåæäó ðûöàðÿìè è ëæåöàìè.
Ó êàæäîãî ëæåöà íå áîëåå 4 òàêèõ çíàêîìñòâ, çíà÷èò, ëæåöîâ íå ìåíåå 9 è âñåãî ÷åëîâåê
íå ìåíåå 27.

Íàèáîëüøåå ÷èñëî. Ïðèìåð: Ïîñàäèì 17 ðûöàðåé çà êðóãëûé ñòîë è ñêàæåì, ïóñòü
êàæäûé äðóæèò ñ äâóìÿ ñâîèìè ñîñåäÿìè. Òàêæå çàíóìåðóåì ðûöàðåé ÷èñëàìè îò 1 äî
17.

Ïóñòü ïåðâûé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 1, 2, 3 è 4, âòîðîé � ñ ðûöàðÿìè 3, 4, 5, è
6, è ò.ä., ñåäüìîé ëæåö äðóæèò ñ ðûöàðÿìè 13, 14, 15, 16. Äåñÿòûé ëæåö áóäåò äðóæèò ñ
ðûöàðÿìè 1, 2 è 17, îäèííàäöàòûé � ñ ðûöàðÿìè 15, 16 è 17, êðîìå òîãî ýòè äâîå ëæåöîâ
áóäóò äðóæèòü äðóã ñ äðóãîì.

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ)

Âàðèàíò 1. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ab+ bc+ac = p � ïðîñòîå è b2+ c2

äåëèòñÿ íà p. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a, b, c è p.
Îòâåò: p = 5, a = b = 1, c = 2 èëè p = 5, a = c = 1, b = 2.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

b2 + p = b2 + ab+ bc+ ac = (a+ b)(b+ c), c2 + p = c2 + ab+ bc+ ac = (a+ c)(b+ c),

îòêóäà, ñêëàäûâàÿ, èìååì

b2 + c2 + 2p = (a+ c)(b+ c) + (a+ b)(b+ c) = (b+ c)(2a+ b+ c).

Ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò, è ïðàâàÿ òîæå. Òàê êàê p � ïðîñòîå, íà íåãî äåëèòñÿ
îäèí èç ìíîæèòåëåé. Ýòî íå ìîæåò áûòü b+c, òàê êàê b+c < ab+bc+ac. Çíà÷èò, 2a+b+c
äåëèòñÿ íà ab+ bc+ ac.

Åñëè b ⩾ 2, ïîëó÷àåì 2a ⩽ ab, b ⩽ bc è c ⩽ ac, ïîýòîìó ñóììà 2a + b + c íå áîëüøå
ñóììû ab + bc + ac è ìîæåò íà íå¼ äåëèòñÿ òîëüêî åñëè ýòè ñóììû ðàâíû, òî åñòü ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå. Çíà÷èò, b = 2, c = 1, a = 1, p = ab+ bc+ ac = 5.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåìñÿ ñ c ⩾ 2 è íàõîäèì ðåøåíèå c = 2, b = 1, a = 1, p = ab+bc+ac =
= 5.

Åñëè æå b = c = 1, ïîëó÷àåì b2 + c2 = 2, ïðè ýòîì p = 2a + 1 ⩾ 3, çíà÷èò ýòîò ñëó÷àé
íåâîçìîæåí.

Âàðèàíò 2. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ab+ bc+ac = p � ïðîñòîå è a2+ c2

äåëèòñÿ íà p. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a, b, c è p.
Îòâåò: p = 5, a = b = 1, c = 2 èëè p = 5, , a = 2, b = c = 1.
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

a2 + p = a2 + ab+ bc+ ac = (a+ b)(a+ c), c2 + p = c2 + ab+ bc+ ac = (a+ c)(b+ c),

îòêóäà, ñêëàäûâàÿ, èìååì

a2 + c2 + 2p = (a+ c)(a+ b) + (a+ c)(b+ c) = (a+ c)(a+ 2b+ c).
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Ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò, è ïðàâàÿ òîæå. Òàê êàê p � ïðîñòîå, íà íåãî äåëèòñÿ
îäèí èç ìíîæèòåëåé. Ýòî íå ìîæåò áûòü a+c, òàê êàê a+c < ab+bc+ac. Çíà÷èò, a+2b+c
äåëèòñÿ íà ab+ bc+ ac.

Åñëè a ⩾ 2, ïîëó÷àåì a ⩽ ac, 2b ⩽ ab è c ⩽ bc, ïîýòîìó ñóììà 2a + b + c íå áîëüøå
ñóììû ab + bc + ac è ìîæåò íà íå¼ äåëèòñÿ òîëüêî åñëè ýòè ñóììû ðàâíû, òî åñòü ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå. Çíà÷èò, c = 1, a = 2, b = 1, p = ab+ bc+ ac = 5.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåìñÿ ñ c ⩾ 2 è íàõîäèì ðåøåíèå c = 2, b = 1, a = 1, p = ab+bc+ac =
= 5.

Åñëè æå a = c = 1, ïîëó÷àåì a2 + c2 = 2, ïðè ýòîì p = 2b + 1 ⩾ 3, çíà÷èò ýòîò ñëó÷àé
íåâîçìîæåí.

Âàðèàíò 3. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ab+ bc+ac = p � ïðîñòîå è a2+ b2

äåëèòñÿ íà p. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ a, b, c è p.
Îòâåò: p = 5, b = c = 1, a = 2 èëè p = 5, a = c = 1, b = 2
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî

a2 + p = a2 + ab+ bc+ ac = (a+ b)(a+ c), b2 + p = b2 + ab+ bc+ ac = (a+ b)(b+ c),

îòêóäà, ñêëàäûâàÿ, èìååì

a2 + b2 + 2p = (a+ b)(a+ c) + (a+ b)(b+ c) = (a+ b)(a+ b+ 2c).

Ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, çíà÷èò, è ïðàâàÿ òîæå. Òàê êàê p � ïðîñòîå, íà íåãî äåëèòñÿ
îäèí èç ìíîæèòåëåé. Ýòî íå ìîæåò áûòü a+b, òàê êàê a+b < ab+bc+ac. Çíà÷èò, a+b+2c
äåëèòñÿ íà ab+ bc+ ac.

Åñëè b ⩾ 2, ïîëó÷àåì b ⩽ ab, 2c ⩽ bc è a ⩽ ac, ïîýòîìó ñóììà 2c + b + c íå áîëüøå
ñóììû ab + bc + ac è ìîæåò íà íå¼ äåëèòñÿ òîëüêî åñëè ýòè ñóììû ðàâíû, òî åñòü ðàâíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå. Çíà÷èò, a = 1, b = 2, c = 1, p = ab+ bc+ ac = 5.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåìñÿ ñ a ⩾ 2 è íàõîäèì ðåøåíèå a = 2, b = 1, c = 1, p = ab+bc+ac =
= 5.

Åñëè æå b = c = 1, ïîëó÷àåì a2 + b2 = 2, ïðè ýòîì p = 2c + 1 ⩾ 3, çíà÷èò ýòîò ñëó÷àé
íåâîçìîæåí.
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1.2 Çàäàíèÿ 1 òóðà îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

1.2.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îò 1 äî 10100 äðîáíàÿ ÷àñòü

√
n íàèáîëüøàÿ?

Îòâåò: 9999

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Äàíû íåïðåðûâíûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè f(x) è g(x) = e7xf(x). f(0) = 8,

g′(0) = 9. Íàéäèòå f ′(0).
Îòâåò: -47

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Íà âûñîòå BH îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC êàê íà äèàìåòðå ïîñòðîåíà îêðóæ-

íîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ ñòîðîíû AB è BC â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî. BH = 600,
BK = 480, BL = 576. Íàéäèòå KL.

Îòâåò: 480

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Ìíîãî÷ëåí P (x) = x100 + 7x99 + 39x98 + . . . + 14x2 + 14x + 7 èìååò 100 ðàçëè÷íûõ

âåùåñòâåííûõ êîðíåé x1, x2, ... x100. Ìàòâåé ïðîñóììèðîâàë ÷èñëà, îáðàòíûå èõ ïîïàðíûì

ïðîèçâåäåíèÿì, ò.å. ÷èñëà âèäà
1

xixj

, ãäå i < j. ×òî ó íåãî ïîëó÷èëîñü?

Îòâåò: 2

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íàéäèòå ïëîùàäü êîíå÷íîãî ó÷àñòêà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîãî êðèâûìè y = 100x2,

y = −
√
x

10
è îòðåçêîì, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè (2, 400) è (400,−2).

Îòâåò: 80002

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Ñôåðà S êàñàåòñÿ âñåõ ÷åòûð¼õ áîêîâûõ ãðàíåé ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû ABCDE,

âñå ð¼áðà êîòîðîé ðàâíû 30, à öåíòð ñôåðû òî÷êà O íàõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ïèðàìèäû
ABCD.

Êóá KLMNPQRT òàêîâ, ÷òî òî÷êè K, L, M è N ëåæàò â ïëîñêîñòè ABCD, à îñòàëü-
íûå âåðøèíû � íà ñôåðå S.

Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êóáà.
Îòâåò: 600

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an òàêîâà, ÷òî a0 =
1

2
, à êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàâåí öåëîé

÷àñòè ñóììû âåëè÷èí, îáðàòíûõ ïðåäûäóùèì ÷ëåíàì. Íàéäèòå a500498.
Îòâåò: 1000

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Íàéäèòå ïðîñòûå ÷èñëà p è q, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó p3 + 110p = q3 − 4q.
Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî p · q.
Îòâåò: 323
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Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Íà êàðóñåëè òðè ìåñòà. Øêîëüíèêè, îáùèì ÷èñëîì 10, õîòÿò ïîêàòàòüñÿ íà êàðóñåëè

òàê, ÷òîáû êàæäûå äâîå ïðîêàòèëèñü âìåñòå õîòÿ áû ïî ðàçó. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî
ïîåçäîê íà êàðóñåëè èì ïîòðåáóåòñÿ?

Îòâåò: 17

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Èç êëåò÷àòîé äîñêè 61 × 61 âûðåçàëè êëåòêè, íàõîäÿùèåñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è

ñòîëáöîâ ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî óãîëêîâ èç òð¼õ êëåòîê ìîæ-
íî îäíîâðåìåííî âûðåçàòü èç îñòàâøåéñÿ ÷àñòè?

Îòâåò: 930

1.2.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Íà ïëîñêîñòè äàíû òðè âåêòîðà a⃗, b⃗ è c⃗, äëèíû êîòîðûõ íå ìåíüøå 3. Èçâåñòíî, ÷òî
a⃗ · b⃗ = 9, a⃗ · c⃗ = 6, b⃗+ c⃗ ∥ a⃗. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü b⃗ · c⃗?

Îòâåò: 6

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ ðàçíîñòüþ 198 ñóììà ïåðâûõ 100 ÷ëåíîâ ðàâíà ñëåäó-

þùåìó ÷ëåíó. ×åìó ðàâåí ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè?
Îòâåò: -9700

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Àíòîí íàø¼ë 36 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, ìåíüøèõ 109 è òàêèõ, ÷òî x36−63 äåëèòñÿ íà 109,

è ïîñ÷èòàë ïðîèçâåäåíèå âñåõ íàéäåííûõ ÷èñåë. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ íà 109.

Îòâåò: 46

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ∠ACB = 79◦, AC = 5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îòìå÷åíû òî÷êè

M è N òàê, ÷òî ∠BAN = 19◦, à AM = AC. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AMC, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ∠BMN = 79◦.

Îòâåò: 15

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íà äèàãîíàëè BD òðàïåöèè ABCD êàê íà äèàìåòðå, ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü. Ïðÿìàÿ

AB âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ýòó îêðóæíîñòü â òî÷êå K. AB = 625, BD = 1000, AD = 975.
Íàéäèòå KD.

Îòâåò: 936

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Èç êëåò÷àòîé äîñêè 10× 10 âûðåçàëè óãëîâîé êâàäðàò 5× 5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà

îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè ìîæíî ïîñòàâèòü 9 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà, íî
ïðè ýòîì áèëè âñå îñòàëüíûå êëåòêè.

(×èñëî ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøèì, äëÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàëüêó-
ëÿòîð).

Îòâåò: 360000
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Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b íå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà è ÍÎÊ(a, b) èìååò ðîâíî 200 íàòó-

ðàëüíûõ äåëèòåëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ìîæåò èìåòü ÷èñëî
a?

Îòâåò: 198

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Äâà êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî p(x) = f(g(x)) − g(f(x)) è q(x) =

f(x)+g(x) òàêæå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû. Èçâåñòíî, ÷òî p(0) = 6, q(0) = 4, f(0)−g(0) = 3.
Íàéäèòå q(4).

Îòâåò: -4

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Øêîëüíèêè ó÷àòñÿ â ðàçëè÷íûõ êðóæêàõ. Â êàæäîì êðóæêå ó÷àòñÿ 9 ÷åëîâåê. Ó ëþ-

áûõ äâóõ êðóæêîâ íå ìåíüøå 3 îáùèõ ó÷åíèêîâ. Êàæäûé øêîëüíèê ó÷èòñÿ õîòÿ áû â
îäíîì êðóæêå, íî íè îäèí øêîëüíèê íå ó÷èòñÿ áîëüøå ÷åì â òð¼õ êðóæêàõ.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ó÷åíèêîâ ìîæåò áûòü â øêîëå?
Îòâåò: 21

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, x2, x3, x4 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+
1

x2

+
1

x3

+
1

x4

=
1

2
. Êàêîå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà x1 + x2 + x3 + x4?
Îòâåò: 1859

1.2.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Ïðÿìûå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè y = ax+ b, y = bx+ c è y = cx+a, îáðàçóþò òðè òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ.

Àáñöèññû äâóõ èç íèõ ñîñòàâëÿþò
1

21
è 3. Íàéäèòå àáñöèññó òðåòüåé.

Îòâåò: -7

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: 25m2−80mn+63n2 = 0, ãäå m è n âçàèìíî ïðîñòû.
Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî m.
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ââåäèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: -9, -7, 7, 9

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Âíóòðè êâàäðàòà (íå â âåðøèíàõ è íå íà ñòîðîíàõ) îòìåòèëè 18 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç

êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíèëè äðóã ñ äðóãîì è ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

êâàäðàò îêàçàëñÿ ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ è âåðøèíàõ
êâàäðàòà.

Ñêîëüêî ïðîâåëè îòðåçêîâ?
Îòâåò: 55

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Äàí òðåóãîëüíèê ABC, ∠ACB = 79◦, AC = 5. Íà ñòîðîíàõ AB è BC îòìå÷åíû òî÷êè

M è N òàê, ÷òî ∠BAN = 19◦, à AM = AC. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AMC, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ∠BMN = 79◦.
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Îòâåò: 15

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íà äèàãîíàëè BD òðàïåöèè ABCD êàê íà äèàìåòðå, ïîñòðîåíà îêðóæíîñòü. Ïðÿìàÿ

AB âòîðîé ðàç ïåðåñåêàåò ýòó îêðóæíîñòü â òî÷êå K. AB = 50, BD = 85, AD = 105.
Íàéäèòå KD.

Îòâåò: 84

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Èç êëåò÷àòîé äîñêè 10× 10 âûðåçàëè óãëîâîé êâàäðàò 5× 5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè íà

îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîñêè ìîæíî ïîñòàâèòü 9 ëàäåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà, íî
ïðè ýòîì áèëè âñå îñòàëüíûå êëåòêè.

(×èñëî ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëüøèì, äëÿ âû÷èñëåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàëüêó-
ëÿòîð).

Îòâåò: 360000

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b íå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà è ÍÎÊ(a, b) èìååò ðîâíî 200 íàòó-

ðàëüíûõ äåëèòåëåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ìîæåò èìåòü ÷èñëî
a?

Îòâåò: 198

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Äâà êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíà f(x) è g(x) òàêîâû, ÷òî p(x) = f(g(x)) − g(f(x)) è q(x) =

f(x)+g(x) òàêæå êâàäðàòíûå òð¼õ÷ëåíû. Èçâåñòíî, ÷òî p(0) = 6, q(0) = 4, f(0)−g(0) = 3.
Íàéäèòå q(4).

Îòâåò: -4

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, x2, x3 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+
1

x2

+
1

x3

=
1

5
. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà x1 + x2 + x3?
Îòâåò: 967

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Â êàæäîì êðóæêå ó÷àòñÿ 9 ÷åëîâåê. Ó ëþáûõ äâóõ êðóæêîâ íå ìåíüøå 3 îáùèõ ó÷åíè-

êîâ. Êàæäûé øêîëüíèê ó÷èòñÿ õîòÿ áû â îäíîì êðóæêå, íî íè îäèí øêîëüíèê íå ó÷èòñÿ
áîëüøå ÷åì â òð¼õ êðóæêàõ.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ó÷åíèêîâ ìîæåò áûòü â øêîëå?
Îòâåò: 21
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1.2.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Îòðåçêè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠DAC = ∠CBD è AX =

BX = 5. AC = 9. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà DX.
Îòâåò: 4

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 3 × 3 ñòîèò ðûöàðü (êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó) èëè

ëæåö (êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò). Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë: ¾Íà ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñòîÿò õîòÿ áû
òðè ëæåöà¿.

Ñêîëüêî âñåãî íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ëæåöîâ?
Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó.
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ââåäèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 5,8

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Ïðÿìûå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè y = ax+ b, y = bx+ c è y = cx+a, îáðàçóþò òðè òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ.

Àáñöèññû äâóõ èç íèõ ñîñòàâëÿþò
1

10
è 5. Íàéäèòå àáñöèññó òðåòüåé.

Îòâåò:-2

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Ðåøèòå óðàâíåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ: 25m2−80mn+63n2 = 0, ãäå m è n âçàèìíî ïðîñòû.
Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî m.
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ââåäèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: -9, -7, 7, 9

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Èç òî÷êè D íà ñòîðîíå AB = 10 ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ABC îïóñòèëè ïåð-

ïåíäèêóëÿðû DK è DL íà ñòîðîíû AC è BC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå CK + CL.
Îòâåò: 15

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Òðè âåëîñèïåäèñòà âûåõàëè èç îäíîé òî÷êè íà êðóãëîé òðàññå. Àíäðåé è Áîðÿ ïîåõàëè

â ðàçíûå ñòîðîíû ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, à Âîâà ñî â÷åòâåðî áîëüøåé ñêîðîñòüþ ïîåõàë
òóäà æå, êóäà è Àíäðåé.

Âîâà âñòðåòèë Áîðþ ÷åðåç 24 ìèíóòû. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå ýòîãî Âîâà íàãîíèò
Àíäðåÿ?

Îòâåò: 16

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Âíóòðè êâàäðàòà (íå â âåðøèíàõ è íå íà ñòîðîíàõ) îòìåòèëè 8 òî÷åê, íèêàêèå òðè èç

êîòîðûõ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíèëè äðóã ñ äðóãîì è ñ âåðøèíàìè êâàäðàòà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî

êâàäðàò îêàçàëñÿ ðàçáèò íà òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ è âåðøèíàõ
êâàäðàòà.

Ñêîëüêî ïðîâåëè îòðåçêîâ?
Îòâåò: 25
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Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Â òàáëèöå 8×8 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå

îäèíàêîâû, à âî âñåõ ñòîëáöàõ ðàçëè÷íû.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?
Îòâåò: 96

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)+ ÍÎÄ(a, b) = a+ b+ 14.
Íàéäèòå ÍÎÊ(a, b). Åñëè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïî-

ðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 24, 30, 42

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà x1, x2, x3 òàêîâû, ÷òî
1

x1

+
1

x2

+
1

x3

=
1

5
. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà x1 + x2 + x3?
Îòâåò: 967

1.2.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Íàéäèòå íàèìåíüøåå ïÿòèçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ñàìî íå äåëèòñÿ íà 3, íî

ïðè ýòîì èç íåãî ìîæíî âû÷åðêíóòü îäíó öèôðó òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèëîñü
íà òðè.

×èñëà íå ìîãóò íà÷èíàòüñÿ íà 0, ïîýòîìó, åñëè âòîðàÿ öèôðà 0, ïåðâóþ âû÷¼ðêèâàòü
íåëüçÿ.

Îòâåò: 10012

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà)
Ñîñåäè Âàñÿ, Ïåòÿ è Êîëÿ ñîáèðàëè äåíüãè íà äîðîãó, âåäóùóþ â èõ äåðåâíþ. Îíè

âëîæèëè ïîðîâíó äåíåã, ïðè ýòîì Âàñÿ ïîòðàòèë 20% ñâîèõ äåíåã, Ïåòÿ 50% ñâîèõ, à Êîëÿ
� 75% ñâîèõ.

Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò îáùåé ñóììû ñâîèõ äåíåã ïîòðàòèëè òðè ñîñåäà âìåñòå?
Îòâåò: 36

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòà 3 × 3 ñòîèò ðûöàðü (êîòîðûé âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó) èëè

ëæåö (êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò). Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë: ¾Íà ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñòîÿò õîòÿ áû
òðè ëæåöà¿.

Ñêîëüêî âñåãî íà ñàìîì äåëå ìîæåò áûòü ëæåöîâ?
Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó.
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ââåäèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 5,8

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Ó Âàñè åñòü ýëåêòðîííûå ÷àñû, êîòîðûå ïîêàçûâàþò âðåìÿ â 12-÷àñîâîì ôîðìàòå (îò

01:00 äî 12:59, âðåìÿ âñåãäà çàïèñûâàåòñÿ ÷åòûðüìÿ öèôðàìè). Â êàêîé-òî ìîìåíò îí
ïîñìîòðåë íà ÷àñû è îáíàðóæèë íà íèõ ÷åòûðå ðàçíûå öèôðû. Â ñëåäóþùèé ðàç îí
óâèäåë òå æå ñàìûå ÷åòûðå öèôðû, íî êàæäàÿ èç íèõ òåïåðü îêàçàëàñü íà äðóãîì ìåñòå.
Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìèíóò ìîãëî ïðîéòè ìåæäó ýòèìè ñîáûòèÿìè?

Îòâåò: 35
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Îòðåçêè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠DAC = ∠CBD è AX =

BX = 5. AC = 9. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà DX.
Îòâåò: 4

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Òðè âåëîñèïåäèñòà âûåõàëè èç îäíîé òî÷êè íà êðóãëîé òðàññå. Àíäðåé è Áîðÿ ïîåõàëè

â ðàçíûå ñòîðîíû ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, à Âîâà ñî â÷åòâåðî áîëüøåé ñêîðîñòüþ ïîåõàë
òóäà æå, êóäà è Àíäðåé.

Âîâà âñòðåòèë Áîðþ ÷åðåç 24 ìèíóòû. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå ýòîãî Âîâà íàãîíèò
Àíäðåÿ?

Îòâåò: 16

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Òðåóãîëüíèê ñîñòàâëåí èç òð¼õ ïàëî÷åê, äëèíû êîòîðûõ � òðè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñëà. Âàñÿ ñëîìàë ìåíüøóþ èç ïàëî÷åê íà äâå ðàçëè÷íûå ÷àñòè íàòóðàëüíîé äëèíû
è îêàçàëîñü, ÷òî òåïåðü íè èç êàêèõ òð¼õ èç ÷åòûð¼õ ïîëó÷èâøèõñÿ ïàëî÷åê òðåóãîëüíèê
ñîñòàâèòü íåëüçÿ.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîã ïðèíèìàòü ïåðèìåòð èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà?
Îòâåò: 13

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Â òàáëèöå 8×8 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå

îäèíàêîâû, à âî âñåõ ñòîëáöàõ ðàçëè÷íû.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?
Îòâåò: 96

Çàäà÷à 9. (3 áàëëà)
Â íà÷àëå íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 999 999 999 999. Çà îäíó îïåðàöèþ ÷èñëî íà äîñêå

çàìåíÿþò íà åãî ñóììó öèôð, óâåëè÷åííóþ íà 3. Êàêîå ÷èñëî áóäåò íà äîñêå ÷åðåç 9 000 001
îïåðàöèþ?

Îòâåò: 12

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ÍÎÊ(a, b)+ ÍÎÄ(a, b) = a+ b+ 14.
Íàéäèòå ÍÎÊ(a, b). Åñëè âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íåñêîëüêî, óêàæèòå èõ â ëþáîì ïî-

ðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 24, 30, 42
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1.3 Çàäàíèÿ 2 òóðà îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

1.3.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ an = log5

∣∣∣∣an−1

an−2

∣∣∣∣.
Îêàçàëîñü, ÷òî a0 = 5, a500 = 3125.
Íàéäèòå a2 + a3 + . . .+ a501
Îòâåò: 4

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Êëåòêè êâàäðàòà 100× 100 ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà: ñèíèé, áåëûé è êðàñíûé òàê, ÷òî

â êàæäûõ äâóõ ëèíèÿõ (ñòðîêàõ èëè ñòîëáöàõ) êîëè÷åñòâî êëåòîê êàê ìèíèìóì îäíîãî
êàêîãî-òî öâåòà íå ñîâïàäàåò.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êðàñíûõ êëåòîê ìîæåò áûòü â ýòîì êâàäðàòå?
Îòâåò: 50

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
Äàí ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ABCDA1B1C1D1 òàêîé, ÷òî AB = 24, BC = 32,

AA1 = 40. Ñôåðà S ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è êàñàåòñÿ ãðàíè A1B1C1D1 â å¼ öåíòðå.
Íàéäèòå ðàäèóñ ñôåðû.

Îòâåò: 25

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 100 íàøëîñü 100 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Èõ ñóììà

ðàâíà 700.
Íàéäèòå ñóììó êîðíåé ïðîèçâîäíîé ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.
Îòâåò: 693

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà x è y òàêîâû, ÷òî
sin x+ sin y

sin (x+ y)
=

5

12
.

Íàéäèòå
sin x− sin y

sin (x− y)
.

Îòâåò: 2,4

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Òî÷êà O � íà÷àëî êîîðäèíàò, òàêæå äàíû òî÷êè A(x; 7), C(10; y) òàêèå, ÷òî |x| ⩽ 20 è

|y| ⩽ 14. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAC?
Îòâåò: 175

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî f(

√
x) + f(

√
y) = f(

√
x+ y), f(1) = 12.

Íàéäèòå f(2).
Îòâåò: 48

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
Â äåðåâíå æèâóò 200 ÷åëîâåê. Æèòåëü äåðåâíè íàçûâàåòñÿ îáùèòåëüíûì, åñëè îí çíà-

êîì íå ìåíåå, ÷åì ñ 10 äðóãèìè æèòåëÿìè. Îäíàêî, íèêàêèå äâîå îáùèòåëüíûõ æèòåëåé
íå çíàêîìû ìåæäó ñîáîé.

Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî îáùèòåëüíûõ æèòåëåé ìîæåò áûòü â äåðåâíå?
Îòâåò: 94
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Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Òðàïåöèÿ ABCD âïèñàíà â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, AD = 10, CD = 10,

BC = 20. Íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà CD çà òî÷êó D âçÿòà òî÷êà E. EO = 14. Íàéäèòå DE.
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå (x− y)3 + (y − z)3 + (z − x)3 = 1530.
Â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå x+ y + z.
Îòâåò: 22

1.3.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Ìíîãî÷ëåí P (x) ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 èìååò ñâîáîäíûé ÷ëåí 48 è 6 ðàçëè÷íûõ

öåëûõ êîðíåé. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü åãî öåëûé êîðåíü?
Îòâåò: 4

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Äëÿ âåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x âûïîëíåíû ðàâåíñòâà x = a+

√
b è x2 =

c+
√
d, ãäå a, b, c, d íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî a2 − b = 10. ×åìó ðàâíî c2 − d?

Îòâåò: 100

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Â øêîëå ó÷àòñÿ 100 ìàëü÷èêîâ è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äåâî÷åê, íå ðàâíîå 100. Íè ó

êàêèõ äâóõ ðåáÿò îäíîãî ïîëà íåò îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà äðóçåé ñðåäè ó÷åíèêîâ äðóãîãî
ïîëà.

Ñêîëüêî ìîæåò áûòü ïàð äðóçåé, ñîñòîÿùèõ èç ìàëü÷èêà è äåâî÷êè?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 4950, 5050

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xyz = 18000000 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
(Ðåøåíèÿ 1, 1, 18000000 è 18000000, 1, 1, íàïðèìåð, ìû ñ÷èòàåì ðàçíûìè).
Îòâåò: 6048

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Â àâãóñòå øêîëüíèêè èç ñåëà Èíòåãðàëîâî ïðîõîäèëè ìåäîñìîòð. Îêóëèñò ïðèíèìàë

êàæäûé ÷àñ 7 ÷åëîâåê, è íå óñïåë äî ïåðâîãî ñåíòÿáðÿ ïðèíÿòü 13 ÷åëîâåê. ËÎÐ êàæäûé
÷àñ ïðèíèìàë ïî 8 ÷åëîâåê è íå óñïåë ïðèíÿòü 30 ÷åëîâåê. Òåðàïåâò êàæäûé ÷àñ ïðèíèìàë
ïî 9 ÷åëîâåê è íå óñïåë ïðèíÿòü 24 ÷åëîâåêà. Êàæäûé âðà÷ îòðàáîòàë öåëîå êîëè÷åñòâî
÷àñîâ, íî ðàçíûå âðà÷è ìîãëè îòðàáîòàòü ðàçíîå âðåìÿ.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ ìîãëî áûòü â ñåëå?
Îòâåò: 510

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)

Ãðàôèê äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) =
ax+ b

16x+ d
ñäâèíóëè íà âåêòîð, àáñöèññà êî-

òîðîãî ðàâíà 2, ïîñëå ÷åãî ýòîò ãðàôèê ñîâïàë ñ ãðàôèêîì îáðàòíîé äðîáíî-ëèíåéíîé
ôóíêöèè, ò.å. òàêîé ôóíêöèè g(x), ÷òî f(g(x)) = x âåçäå, ãäå ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà.

Íàéäèòå a+ d.
Îòâåò: 32
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Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Îêðóæíîñòü S1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 è ðàäèóñîì 11 êàñàåòñÿ â òî÷êå K îêðóæíîñòè

S2 ðàäèóñà 14. Íà îáùåé êàñàòåëüíîé ê ýòèì îêðóæíîñòÿì, ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå K, âçÿòà
òî÷êà X. Îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ XO1 â òî÷êàõ A è B, ïðè÷¼ì A ëåæèò ìåæäó
X è O1.

Íàéäèòå XO1 · (BO1 − AO1).
Îòâåò: 66

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ñîîòíîøåíèåì an = 2an−1− 10 è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

a0 = 15. Íàéäèòå a1000 − (a999 + ...+ a1 + a0).
Îòâåò: -9985

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
ABCD � òðàïåöèÿ (AD ∥ BC). Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BCD ïåðåñåêàåò

îòðåçîê AD â òî÷êå E. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD ïåðåñåêàåò ïðîäîëæå-
íèå ñòîðîíû BC çà òî÷êó B â òî÷êå F . H � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç
òî÷êè B íà AD.

AD = 31, BC = 18, BD = 16, DH = 11. Íàéäèòå ïåðèìåòð ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AFCE.
Îòâåò: 86

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå èç 201 ñòðîê è 403 ñòîëáöîâ îòìåòèëè íåêîòîðîå êîëè-

÷åñòâî êëåòîê òàê, ÷òîáû â êàæäîì êâàäðàòèêå 2 × 2 áûëî íå ìåíåå îäíîé îòìå÷åííîé
êëåòêè, à â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñêå 1× 4 � íå áîëåå îäíîé îòìå÷åííîé êëåòêè.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êëåòîê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?
Îòâåò: 20200

1.3.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (3 áàëëà)
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî a2 + 2b2 + 2c2 + d2 = 125. Êàêîå íàèáîëüøåå

öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî ab+ bc+ cd?
Îòâåò: 62

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Äâå ïàðàáîëû ñ îäèíàêîâûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì êàñàþòñÿ òðåòüåé â òî÷êàõA(2; 10)

è B(10; 7), à òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Íàéäèòå å¼ àáñöèññó.
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
Äëÿ âåùåñòâåííîãî èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x âûïîëíåíû ðàâåíñòâà x = a+

√
b è x2 =

c+
√
d, ãäå a, b, c, d íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî a2 − b = 10. ×åìó ðàâíî c2 − d?

Îòâåò: 100

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Íà êëåò÷àòîé äîñêå 11×11 ñòîÿò õðîìûå êîðîëè, êîòîðûå ìîãóò õîäèòü íà îäíó êëåòêó

ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè. Â êàæäîé êëåòêå èçíà÷àëüíî ñòîèò îäèí êîðîëü.
Âàñÿ õî÷åò ïåðåäâèíóòü âñåõ êîðîëåé íà êëåòêó a1 (â êîíöå è â ïðîöåññå íà îäíîé êëåòêå

ìîæåò ñòîÿòü óæå íåñêîëüêî (ëþáîå êîëè÷åñòâî) êîðîëåé). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ
åìó ïîòðåáóåòñÿ?

Îòâåò: 1210
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Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D è E òàê, ÷òî ∠ABD = ∠DBE =

∠EBC.
Îêàçàëîñü, ÷òî D � ñåðåäèíà AE è BE = CE = 6. Íàéäèòå DE.
Îòâåò: 3

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Â øêîëå ó÷àòñÿ 100 ìàëü÷èêîâ è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äåâî÷åê, íå ðàâíîå 100. Íè ó

êàêèõ äâóõ ðåáÿò îäíîãî ïîëà íåò îäèíàêîâîãî êîëè÷åñòâà äðóçåé ñðåäè ó÷åíèêîâ äðóãîãî
ïîëà.

Ñêîëüêî ìîæåò áûòü ïàð äðóçåé, ñîñòîÿùèõ èç ìàëü÷èêà è äåâî÷êè?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 4950, 5050

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xyz = 18000000 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
(Ðåøåíèÿ 1, 1, 18000000 è 18000000, 1, 1, íàïðèìåð, ìû ñ÷èòàåì ðàçíûìè).
Îòâåò: 6048

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
Â àâãóñòå øêîëüíèêè èç ñåëà Èíòåãðàëîâî ïðîõîäèëè ìåäîñìîòð. Îêóëèñò ïðèíèìàë

êàæäûé ÷àñ 7 ÷åëîâåê, è íå óñïåë äî ïåðâîãî ñåíòÿáðÿ ïðèíÿòü 13 ÷åëîâåê. ËÎÐ êàæäûé
÷àñ ïðèíèìàë ïî 8 ÷åëîâåê è íå óñïåë ïðèíÿòü 30 ÷åëîâåê. Òåðàïåâò êàæäûé ÷àñ ïðèíèìàë
ïî 9 ÷åëîâåê è íå óñïåë ïðèíÿòü 24 ÷åëîâåêà. Êàæäûé âðà÷ îòðàáîòàë öåëîå êîëè÷åñòâî
÷àñîâ, íî ðàçíûå âðà÷è ìîãëè îòðàáîòàòü ðàçíîå âðåìÿ.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî øêîëüíèêîâ ìîãëî áûòü â ñåëå?
Îòâåò: 510

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Îêðóæíîñòü S1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O1 è ðàäèóñîì 11 êàñàåòñÿ â òî÷êå K îêðóæíîñòè

S2 ðàäèóñà 14. Íà îáùåé êàñàòåëüíîé ê ýòèì îêðóæíîñòÿì, ïðîâåä¼ííîé â òî÷êå K, âçÿòà
òî÷êà X. Îêðóæíîñòü S2 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ XO1 â òî÷êàõ A è B, ïðè÷¼ì A ëåæèò ìåæäó
X è O1.

Íàéäèòå XO1 · (BO1 − AO1).
Îòâåò: 66

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
Â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëüíèêå èç 201 ñòðîê è 403 ñòîëáöîâ îòìåòèëè íåêîòîðîå êîëè-

÷åñòâî êëåòîê òàê, ÷òîáû â êàæäîì êâàäðàòèêå 2 × 2 áûëî íå ìåíåå îäíîé îòìå÷åííîé
êëåòêè, à â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñêå 1× 4 � íå áîëåå îäíîé îòìå÷åííîé êëåòêè.

Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êëåòîê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?
Îòâåò: 20200

1.3.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = 2500, ÍÎÄ(a, c) = 200,

ÍÎÄ(b, c) = 100.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÍÎÊ(a, b, c)?
Îòâåò: 5000
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Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Âàñÿ íàø¼ë íà óëèöå òðè ðàçëè÷íûå öèôðû. Èç ñàìèõ öèôð îí ñîñòàâèë ïðîñòîå ÷èñëî,

à èç îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû ýòèì öèôðàì, ñîñòàâèë òðåóãîëüíèê.
Êàêîå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Îòâåò: 367

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå

âñåãäà ëãóò (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Âñåãî çà ñòîëîì 40 ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ
ñîîáùèë, ÷òî ñðåäè åãî ÷åòûð¼õ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðîâíî òðîå ðûöàðåé.

Ñêîëüêî ìîãëî áûòü ðûöàðåé íà ñàìîì äåëå?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 32

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî a2 + 2b2 + 2c2 + d2 = 125. Êàêîå íàèáîëüøåå

öåëîå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî ab+ bc+ cd?
Îòâåò: 62

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Äâå ïàðàáîëû ñ îäèíàêîâûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì êàñàþòñÿ òðåòüåé â òî÷êàõA(2; 10)

è B(10; 7), à òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå C. Íàéäèòå å¼ àáñöèññó.
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Íà êëåò÷àòîé äîñêå 11×11 ñòîÿò õðîìûå êîðîëè, êîòîðûå ìîãóò õîäèòü íà îäíó êëåòêó

ïî ãîðèçîíòàëè èëè âåðòèêàëè. Â êàæäîé êëåòêå èçíà÷àëüíî ñòîèò îäèí êîðîëü.
Âàñÿ õî÷åò ïåðåäâèíóòü âñåõ êîðîëåé íà êëåòêó a1 (â êîíöå è â ïðîöåññå íà îäíîé êëåòêå

ìîæåò ñòîÿòü óæå íåñêîëüêî (ëþáîå êîëè÷åñòâî) êîðîëåé). Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ
åìó ïîòðåáóåòñÿ?

Îòâåò: 1210

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Â êàæäîé êëåòêå êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × 100 ñòîèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàê,

÷òî â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 1 × 2 èëè 2 × 1 ñóììà ÷èñåë íå ìåíüøå 10, à â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 1 × 3 � íå áîëüøå 17. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë âî
âñ¼ì ïðÿìîóãîëüíèêå?

Îòâåò: 1136

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x2 + y3 = 7n â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè x, y ⩽ 700?
Îòâåò: 70000

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Òðè âåëîñèïåäèñòà, ñòàðòîâàâøèå îäíîâðåìåííî, åäóò ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïî

êðóãëîé òðàññå. ×åðåç 6 ìèíóò ïîñëå ñòàðòà ïåðâûé âåëîñèïåäèñò âïåðâûå äîãíàë è îáî-
ãíàë (íà êðóã) òðåòüåãî, à åù¼ ÷åðåç 4 ìèíóòû � âòîðîãî. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå
ñòàðòà âòîðîé âåëîñèïåäèñò âïåðâûå äîãîíèò òðåòüåãî?

Îòâåò: 15

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D è E òàê, ÷òî ∠ABD = ∠DBE =

∠EBC.
Îêàçàëîñü, ÷òî D � ñåðåäèíà AE è BE = CE = 6. Íàéäèòå DE.
Îòâåò: 3
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1.3.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)
Âàñÿ, Ïåòÿ è Êîëÿ ñîáèðàëè ÿáëîêè. ×èñëî ÿáëîê, ñîáðàííûõ Âàñåé, ñîñòàâëÿåò 20% îò

÷èñëà ÿáëîê, ñîáðàííûõ Ïåòåé è Êîëåé âìåñòå. ×èñëî ÿáëîê, ñîáðàííûõ Ïåòåé, ñîñòàâëÿåò
îäíó òðåòü îò ÷èñëà ÿáëîê, ñîáðàííûõ Âàñåé è Êîëåé âìåñòå.

Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò ÷èñëà ÿáëîê, ñîáðàííûõ Ïåòåé è Âàñåé âìåñòå, ñîñòàâëÿåò ÷èñëî
ÿáëîê, ñîáðàííûõ Êîëåé?

Îòâåò: 140

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = 2500, ÍÎÄ(a, c) = 200,

ÍÎÄ(b, c) = 100.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÍÎÊ(a, b, c)?
Îòâåò: 5000

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
Íàéäèòå áëèæàéøóþ äàòó â áóäóùåì, êîòîðàÿ áóäåò çàïèñûâàòüñÿ âîñåìüþ ðàçëè÷íû-

ìè öèôðàìè, ñðåäè êîòîðûõ íå áóäåò åäèíèöû.
Äåíü è ìåñÿö áóäåì çàïèñûâàòü äâóìÿ öèôðàìè (ôîðìàò äàòû ÄÄ/ÌÌ/ÃÃÃÃ).
Îòâåò: 28.07.3456

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Âàñÿ íàø¼ë íà óëèöå òðè ðàçëè÷íûå öèôðû. Èç ñàìèõ öèôð îí ñîñòàâèë ïðîñòîå ÷èñëî,

à èç îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû ýòèì öèôðàì, ñîñòàâèë òðåóãîëüíèê.
Êàêîå íàèìåíüøåå ïðîñòîå ÷èñëî ó íåãî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ?
Îòâåò: 367

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò ðûöàðè, êîòîðûå âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, è ëæåöû, êîòîðûå

âñåãäà ëãóò (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Âñåãî çà ñòîëîì 40 ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ
ñîîáùèë, ÷òî ñðåäè åãî ÷åòûð¼õ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðîâíî òðîå ðûöàðåé.

Ñêîëüêî ìîãëî áûòü ðûöàðåé íà ñàìîì äåëå?
Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, çàïèøèòå èõ ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: 32

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Âåùåñòâåííûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a2+ b2+ c2 = 21, a+ b+ c = 6, abc = 2. Íàéäèòå

a3 + b3 + c3.
Îòâåò: 87

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà)
Íà ñòîðîíå AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D è E òàê, ÷òî ∠ABD = ∠DBE =

∠EBC.
Îêàçàëîñü, ÷òî D � ñåðåäèíà AE è BE = CE. Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ∠BEC (â

ãðàäóñàõ).
Îòâåò: 120

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
Â êàæäîé êëåòêå êëåò÷àòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × 100 ñòîèò íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàê,

÷òî â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 1 × 2 èëè 2 × 1 ñóììà ÷èñåë íå ìåíüøå 10, à â êàæäîì
ïðÿìîóãîëüíèêå 1 × 3 � íå áîëüøå 17. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà ÷èñåë âî
âñ¼ì ïðÿìîóãîëüíèêå?
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Îòâåò: 1136

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå x2 + y3 = 7n â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè x, y ⩽ 700?
Îòâåò: 70000

Çàäà÷à 10. (5 áàëëîâ)
Òðè âåëîñèïåäèñòà, ñòàðòîâàâøèå îäíîâðåìåííî, åäóò ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè ïî

êðóãëîé òðàññå. ×åðåç 6 ìèíóò ïîñëå ñòàðòà ïåðâûé âåëîñèïåäèñò âïåðâûå äîãíàë è îáî-
ãíàë (íà êðóã) òðåòüåãî, à åù¼ ÷åðåç 4 ìèíóòû � âòîðîãî. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò ïîñëå
ñòàðòà âòîðîé âåëîñèïåäèñò âïåðâûå äîãîíèò òðåòüåãî?

Îòâåò: 15
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