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1 Çàäàíèÿ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà îëèìïèàäû

1.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n. Èçâåñòíî, ÷òî ó ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà P 2(x) ðîâíî

k ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé ìîæåò áûòü ó ìíîãî÷ëåíà P (x)?

Îòâåò: k − n+ 2
Ðåøåíèå:

(P 2(x))′ = 2P (x)P ′(x), òàêèì îáðàçîì, âñå êîðíè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿ-
ìè ëèáî ìíîãî÷ëåíà P (x), ëèáî ìíîãî÷ëåíà P ′(x). Ïðè ýòîì ó ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè n íå áîëüøå n − 1 êîðíÿ. Çíà÷èò, âñå îñòàâøèåñÿ k − (n − 1) êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
2P (x)P ′(x) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè P (x).

Â ýòîì ñëó÷àå íè îäèí êîðåíü ìíîãî÷ëåíà íå áóäåò îäíîâðåìåííî êîðíåì ïðîèçâîä-
íîé. Îäíàêî â êàæäîì òàêîì êîðíå ìíîãî÷ëåí ìåíÿåò çíàê, ïîýòîìó ÷¼òíîñòü êîëè÷åñòâà
êîðíåé â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ÷¼òíîñòüþ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà. Âî âñåõ íàøèõ
âàðèàíòàõ ýòî íå òàê. Çíà÷èò, îöåíêó íàäî óâåëè÷èòü åù¼ êàê ìèíèìóì íà 1.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü ìíîãî÷ëåí P0(x) ñ
ïîëîæèòåëüíûì ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, èìåþùèé n − 2 êîðíÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîãî
òàêæå èìååò n − 2 êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ êðàòíûé. Ïðè÷¼ì ïóñòü Po(x) òàêîé, ÷òî âî
âñåõ êîðíÿõ ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ. Òàêæå ðàññìîòðèì
âñå ìíîãî÷ëåíû âèäà P (x) = P0(x) − a. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ a ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà 0
èëè 1 êîðíåé, â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè åãî ñòåïåíè. Â ýòîì ñëó÷àå ó ìíîãî÷ëåíà (P 2(x))′

ëèáî n − 2 èëè n − 2 + 1 = n − 1 êîðíåé â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòè n, òî åñòü ÷¼òíîå
÷èñëî. Êîãäà ìû áóäåì ïîñòåïåííî óìåíüøàòü a, áóäåò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùåå: êîãäà a
äîñòèãàåò êàêîãî-òî èç ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ìíîãî÷ëåíà ê ìíîãî÷ëåíó äîáàâëÿåòñÿ îäèí
êîðåíü, ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì ïðîèçâîäíîé, ò.å. êîëè÷åñòâî êîðíåé (P 2(x))′ íå óâåëè÷èâà-
åòñÿ. Êîãäà a åù¼ ÷óòü-÷óòü óìåíüøàåòñÿ, ó ìíîãî÷ëåíà ñòàíîâèòñÿ åù¼ íà îäèí êîðåíü
áîëüøå, ïðè ýòîì ñîâïàäåíèå ñ êîðíåì ïðîèçâîäíîé ïðîïàäàåò, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî êîð-
íåé (P 2(x))′ óâåëè÷èâàåòñÿ ñðàçó íà 2. Â ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìàõ íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ
ñèòóàöèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè a = 0 êîëè÷åñòâî êîðíåé ó (P 2(x))′ áîëüøå, ÷åì k, è êîëè÷å-
ñòâî êîðíåé ó ïîñòðîåííîãî òàêèõ îáðàçîì (P 2(x))′ âñåãäà ÷¼òíî, íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî
êîðíåé k áóäåò â êàêîé-òî ìîìåíò äîñòèãíóòî. Ïðè ýòîì â îïèñàííîé ñèòóàöèè êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé íå áóäóò ñîâïàäàòü, ó ïðîèçâîäíîé áóäåò n− 2 êîðíÿ, çíà÷èò,
ó ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà èõ áóäåò k + n− 2.

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. n k Îòâåò
1 20 30 12
2 21 32 13
3 22 36 16
4 23 40 19
5 25 44 21
6 30 48 20

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì an = an−1+an−2−an−3+k

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè a0 = a, a2 = a+ d. Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì îäíîçíà÷íî
âîññòàíîâèòü a2m? Åñëè äà, ââåäèòå â ïîëå äëÿ îòâåòà ýòî ÷èñëî, èíà÷å ââåäèòå ñëîâî
¾íåò¿.
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Îòâåò: a+md+ km(m− 1)
Ðåøåíèå:

Ïåðåïèøåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó: an − an−2 = an−1 − an−3 + k. Çàïèñàâ å¼ äëÿ n− 1
âìåñòî n ïîëó÷èì an−1 − an−3 = an−2 − an−4 + k, îòêóäà an − an−2 = an−2 − an−4 + 2k.

Ïîñêîëüêó a2 − a0 = d, îòñþäà ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî a2i − a2(i−1) = d + 2k(i − 1).
Çíà÷èò, a2m = a+

∑
i = 1m(d+ 2k(i− 1)) = a+md+ km(m− 1)

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. a0 a2 k 2m d m Îòâåò
1 0 2 3 4000 2 2000 11998000
2 1 4 4 2000 3 1000 3999001
3 2 6 5 4000 4 2000 19998002
4 3 8 2 2000 5 1000 2003003
5 5 7 3 4000 2 2000 11998005
6 0 3 4 2000 3 1000 3999000
7 1 5 5 4000 4 2000 19998001
8 2 7 2 2000 5 1000 2003002
9 3 5 3 4000 2 2000 11998003
10 5 8 4 2000 3 1000 3999005

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çàíóìåðîâàëè ïî âîçðàñòàíèþ: d1 = 1,

d2, . . . , dk = n. Îêàçàëîñü, ÷òî d18 = 120. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
÷èñëî n?

Îòâåò: 4920 = 120 · 41
Ðåøåíèå:

Ó ÷èñëà 120 = 23 · 5 · 3 øåñòíàäöàòü äåëèòåëåé è âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà
n. Åñëè n äåëèòñÿ íà 24, òî ê ýòèì äåëèòåëÿì äîáàâëÿþòñÿ åù¼ ÷èñëà 16, 48 è 80, òî åñòü
120 � ýòî óæå êàê ìèíèìóì äåâÿòíàäöàòûé äåëèòåëü.

Åñëè n äåëèòñÿ íà 32, òî ê èñõîäíûì øåñòíàäöàòè äåëèòåëÿì äîáàâëÿþòñÿ 9, 18 è 45.
Åñëè n äåëèòñÿ íà 52, òî ê èñõîäíûì øåñòíàäöàòè äåëèòåëÿì äîáàâëÿþòñÿ 25, 50 è 75.

Çíà÷èò, n äåëèòñÿ íà êàêîå-òî ïðîñòîå ÷èñëî p, êðîìå 2, 3 è 5. Åñëè ýòî ÷èñëî íå
ïðåâîñõîäèò 40, òî ÷èñëà p, 2p è 3p ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè n, ìåíüøèìè 120, è ìû îïÿòü
ïîëó÷àåì ñëèøêîì ìíîãî äåëèòåëåé. Çíà÷èò, p õîòÿ áû 41, òî åñòü n ⩾ 120 · 41.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî íàñ êàê ðàç óñòðàèâàåò.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Êëåò÷àòûé êóá 9×9×9 ñîñòîèò èç ÿ÷ååê, ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñåáÿ åäèíè÷íûå êóáèêè.

361 ÿ÷åéêà çàêðàøåíà. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîì-òî êóáèêå 2 × 2 × 2 çàêðàøåíî õîòÿ áû
÷åòûðå ÿ÷åéêè.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âûðåæåì èç íàøåãî êóáà êóá 8× 8× 8 è ðàçîáü¼ì åãî íà 64
êóáà 2×2×2. Â êàæäîì èç íèõ çàêðàøåíî íå áîëåå òð¼õ ÿ÷ååê, òî åñòü âñåãî íå áîëåå 192.

Â èñõîäíîì êóáå ïîñëå ýòîãî îñòàëèñü êóáèêè íà òð¼õ ãðàíÿõ, èìåþùèõ îáùóþ âåð-
øèíó. Ðàññìîòðèì 64 êëåòêè íà îäíîé èç ýòèõ ãðàíåé, êîòîðûå íå ëåæàò íè íà êàêîé èç
äâóõ äðóãèõ. Îíè ðàçáèâàþòñÿ íà 16 êâàäðàòîâ 2× 2, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå áîëåå òð¼õ
çàêðàøåííûõ ÿ÷ååê. Èòîãî íà òð¼õ ãðàíÿõ ïîëó÷àåì íå áîëåå 3× 16× 3 = 144.

Ó íàñ îñòàëèñü íå ðàññìîòðåííûìè 25 ÿ÷ååê, îáðàçóþùèõ òðè ðåáðà èñõîäíîãî êóáà,
ñõîäÿùèåñÿ â îäíîé âåðøèíå. Ñðåäè íèõ çàêðàøåíû íå áîëåå 24, òàê êàê îáùàÿ ÿ÷åéêà
òð¼õ ýòèõ ð¼áåð è òðè å¼ ñîñåäíèõ ëåæàò â îäíîì êóáèêå 2 × 2 × 2, çíà÷èò, ñðåäè ýòèõ
÷åòûð¼õ ÿ÷ååê íå áîëåå òð¼õ çàêðàøåííûõ.
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Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ìàêñèìóì 192 + 144 + 24 = 360 çàêðàøåííûõ ÿ÷ååê, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë a, b, c, d, íå ìåíüøèõ 2, ñîñòàâëÿåò 2k+3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå

çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

logcd ab+ logbd ac+ logbc ad+ logad bc+ logac bd+ logab cd.

Îòâåò:
3(k + 1)

2
+

6

k + 1
Ðåøåíèå:

Îáîçíà÷èì log2 a = x, log2 b = y, log2 c = z, log2 d = t. Òîãäà íàøå âûðàæåíèå ïðåâðà-
òèòñÿ â

x+ y

z + t
+

z + t

x+ y
+

x+ z

y + t
+

y + t

z + x
+

x+ t

z + y
+

z + y

x+ t
.

(Ñëàãàåìûå â ýòîì âûðàæåíèå óæå ïåðåñòàâëåíû). Óñëîâèå, ÷òî èñõîäíûå ÷èñëà íå
ìåíüøå p ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå, ÷òî ëîãàðèôìû íå ìåíüøå 1, à óñëîâèå íà ïðîèçâåäåíèå
ïðåâðàùàåòñÿ â x+ y + z + t = k + 3.

Äàâàéòå âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Øòóðìà. Çàìåíèì äâà ÷èñëà x è y íà äâà äðóãèå x′ è
y′ ñ òàêîé æå ñóììîé x′ + y′ = x + y è áîëüøåé ðàçíîñòüþ: åñëè x ⩾ y, òî x′ > x ⩾ t > y′.

Òîãäà ïåðâûå äâå äðîáè íå èçìåíÿòñÿ.
x+ z

y + t
óâåëè÷èòñÿ, à

y + t

x+ z
óìåíüøèòñÿ, ïðè ýòîì

èõ ïðîèçâåäåíèå îñòàíåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Ñóììà äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ÷èñåë òåì
áîëüøå, ÷åì ýòè ÷èñëà äàëüøå îò åäèíèöû, çíà÷èò, ïðè íàøåì ïðåîáðàçîâàíèè ñóììà
x+ z

y + t
+

y + t

x+ z
óâåëè÷èòñÿ. Àíàëîãè÷íî óâåëè÷èòñÿ ñóììà è äâóõ ïîñëåäíèõ äðîáåé. Â

ñëó÷àå, åñëè y > x âñ¼ ïðîèçîéä¼ò àíàëîãè÷íî.
Òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìîæíî ïðåâðàòèòü òðè íàèìåíüøèõ ÷èñëà èç x, y, z, t â

åäèíèöó, à íàèáîëüøåå � â k+1, ïðè ýòîì íàøå âûðàæåíèå áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Çíà÷èò,
ëþáîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå íàøåãî âûðàæåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò îíîãî ïðè y = z = t = 1 è

x = k + 1, ÷òî ðàâíî
3(k + 1)

2
+

6

k + 1
.

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. q 2k+3 k Îòâåò
1 32 2 6, 5
2 64 3 7, 5
3 128 4 8, 7
4 256 5 10
5 1024 7 12, 75
6 4096 9 15, 6
7 16384 11 18, 5

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Îêðóæíîñòè S1 è S2 íàõîäÿòñÿ âíóòðè òðàïåöèè ABCD, êàñàÿñü äðóã äðóãà, îñíîâàíèé

òðàïåöèè, è êàæäàÿ � ñâîåé áîêîâîé ñòîðîíû. Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K.
Îêàçàëîñü, ÷òî ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCK ðàâåí ðàäèóñó îêðóæ-
íîñòè S1 è ðàâåí r. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî BC = x. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ADK.

Îòâåò:
(x+ 2r)2

2
Ðåøåíèå:
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Ðàäèóñû S1 è S2 ðàâíû äðóã äðóãó è âûñîòå òðàïåöèè. Èç óñëîâèÿ ïðî ïåðåñå÷åíèå
ëó÷åé ñëåäóåò, ÷òî BC � ìåíüøåå îñíîâàíèå.

Ïðîâåä¼ì âòîðóþ êàñàòåëüíóþ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCK ïàðàë-
ëåëüíóþ îñíîâàíèÿì òðàïåöèè. Îáîçíà÷èì çà X è Y òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé
ñ îòðåçêàìè BK è CK. BXY C � òðàïåöèÿ.

Òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé è îñíîâàíèé òðàïåöèè îáðàçóþò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2r.
Åñëè âûðåçàòü ýòîò êâàäðàò èç òðàïåöèè è ñêëåèòü îñòàâøèåñÿ ÷àñòè ìåæäó ñîáîé, ïîëó-
÷èòñÿ òðàïåöèÿ, ðàâíàÿ BXY C.

Áîëåå òî÷íî, îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé S1 è S2 ñ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè
ABCD: ïóñòü M è N ëåæàò íà BC (M áëèæå ê B), P è Q ëåæàò íà AD (P áëèæå ê A).
Êðîìå òîãî, ïóñòü U , V , W , Z � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè BCK c XY ,BC,
BK, CK ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, ïóñòü R è T � òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé S1 è S2

ñ áîêîâûìè ñòîðîíàìè òðàïåöèè, O1, O2 è O � öåíòðû îêðóæíîñòåé S1, S2 è âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCK.

Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õóãîëüíèêè SBMO1 è WXUO. ∠SBM = ∠WXU , êàê ñîîòâåò-
ñòâåííûå. ∠O1SB, ∠BMO1, ∠OWX, ∠XUO ïðÿìûå, çíà÷èò îñòàâøèåñÿ óãëû, ∠MO1S è
∠UOW òàêæå ðàâíû. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè MO1S è UOW ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, òðå-
óãîëüíèêè SBM è WXU òàêæå ðàâíû, à çíà÷èò ÷åòûð¼õóãîëüíèêè SBMO1 è WXUO
ðàâíû. Àíàëîãè÷íî SAPO1 = WBV O, TDQO2 = ZCV O, TCNO2 = ZY UO.

Çíà÷èò, BC = BV +CV = AP +QD = AD−PQ = AD−2r, ò.å. AD = BC+2r = x+2r.
Ïóñòü h � äëèíà âûñîòû òðåóãîëüíèêà BCK, ïðîâåä¼ííîé èç òî÷êè K. Òîãäà äëèíà

âûñîòû òðåóãîëüíèêà ADK, ïðîâåä¼ííîé èç òî÷êè K ðàâíà h+ 2r. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò

ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ADK è BCK ñ îäíîé ñòîðîíû ðàâåí
h+ 2r

h
, à ñ äðóãîé

AD

BC
=

x+ 2r

x
, îòêóäà h = x.

Çíà÷èò, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ADK ðàâíà
AD · (h+ 2r)

2
=

(x+ 2r)2

2
Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. BC = x r Îòâåò
1 18 5 392
2 20 6 512
3 22 7 648
4 24 8 800
5 26 9 968

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Côåðà S êàñàåòñÿ îñíîâàíèÿ ABC òåòðàýäðà ABCD â òî÷êå H è ïðîõîäèò ÷åðåç âåð-

øèíó D. Ð¼áðà AD, BD è CD ýòà ñôåðà ïåðåñåêàåò â òî÷êàõ A1, B1 è C1. Öåíòð îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ëåæèò íà îòðåçêå DH. Ðàäèóñ ñôåðû S ðàâåí R.

Ïóñòü V � îáú¼ì òåòðàýäðà ABCD, a V1 � îáú¼ì òåòðàýäðà A1B1C1D. Êàêîå íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü V · V1?

Îòâåò:
16R6

9
Ðåøåíèå:

Ïóñòü H1 � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1, ëåæàùèé íà DH, O
� öåíòð ñôåðû. Î÷åâèäíî, O � ñåðåäèíà DH. Òàê êàê òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà ñôåðå,
OH1 ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè A1B1C1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, OH1 è DH � ýòî îäíà è òà
æå ïðÿìàÿ, à DH ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ABC. Çíà÷èò, ïëîñêîñòè ABC è A1B1C1

ïàðàëëåëüíû, à òåòðàýäðû ABCD è A1B1C1D ïîäîáíû.
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Ïóñòü h� äëèíàDH1, òî åñòü âûñîòà ìàëåíüêîãî òåòðàýäðà. Âûñîòà áîëüøîãî òåòðàýðà

ðàâíà 2R, à êîýôôèöèåíò èõ ïîäîáèÿ �
2R

h
.

OH1A � ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ïðÿìûì óãëîì H1, OH1 = |R − h|, OA1 =
R, çíà÷èò, ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1, òî åñòü OH1, ðàâåí r =√
R2 − (R− h)2 =

√
2Rh− h2.

Êàê èçâåñòíî, ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü, íàèáîëü-
øóþ ïëîùàäü èìååò ðàâíîñòîðîííèé. Äëÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ýòà ïëîùàäü ñîñòàâëÿåò
3
√
3r2

4
.

Çíà÷èò, îáúåìû òåòðàýäðîâ ñîñòàâëÿþò V1 =
h

3
· 3

√
3r2

4
=

√
3hr2

4
=

√
3h(2Rh− h2)

4
=

√
3h2(2R− h)

4

è V =

(
2R

h

)3

· V1 =
8R3

h3
·
√
3h2(2R− h)

4
=

2
√
3R3(2R− h)

h
, à èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâ-

íî
3R3h(2R− h)2

2
. ×òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ýòó âåëè÷èíó, äîñòàòî÷íî ìàêñèìèçèðîâàòü

f(h) = h(2R − h)2. f ′(h) = (2R − h)2 − 2h(2R − h) = (2R − h)(2R − 3h). Êîðíè f ′ � ýòî

÷èñëà h = 2R è h =
2R

3
, ïðè÷¼ì â ïåðâîé òî÷êå äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì, ðàâíûé 0, à âî

âòîðîé � ìàêñèìóì.

Ïîäñòàâèâ h =
2R

3
â ôîðìóëó äëÿ îáú¼ìà, ïîëó÷èì V V1 =

16R6

9
.

Âàð. R Îòâåò
1 12 5308416
2 15 20250000
3 6 82944
4 30 1296000000
5 18 60466176
6 1, 5 20, 25
7 0, 6 0, 082944
8 0, 3 0, 001296
9 0, 9 0, 944784
10 21 152473104

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
100 ÷åëîâåê ïðèøëè íà ïðåäñòàâëåíèå â øëÿïàõ. Ôîêóñíèê ïîìåíÿë ìåñòàìè èõ øëÿïû.

Ïîñëå ýòîãî êàæäóþ ìèíóòó êàæäûé ÷åëîâåê íàõîäèë ñâîþ øëÿïó è ïåðåäàâàë òîìó, ó
êîãî ýòà øëÿïà â äàííûé ìîìåíò íàõîäèëàñü, òó øëÿïó, êîòîðàÿ â ýòîò ìîìåíò áûëà ó
íåãî ñàìîãî.

(Åñëè íà êàêîì-òî øàãå ó ÷åëîâåêà A îêàçûâàåòñÿ øëÿïà, ïðèíàäëåæàùàÿ ÷åëîâåêó B,
à ó ÷åëîâåêà C îêàçûâàåòñÿ øëÿïà, ïðèíàäëåæàùàÿ ÷åëîâåêó ñàìîìó A, òî íà ñëåäóþùåì
øàãå ó C îêàçûâàåòñÿ øëÿïà, ïðèíàäëåæàùàÿ B).

Ôîêóñíèê èçíà÷àëüíî ðàçäàë øëÿïû òàê, ÷òîáû â èòîãå îíè âåðíóëèñü ê ñâîèì íàñòî-
ÿùèì õîçÿåâàì, íî ïðè ýòîì ýòî ïðîèçîøëî áû êàê ìîæíî ïîçæå. ×åðåç ñêîëüêî ìèíóò,
ñàìîå ïîçäíåå, ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè â ïåðâûé ðàç,

Îòâåò: 6
Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîãî ÷åëîâåêà, íàçîâ¼ì åãî A0. Ïóñòü åãî øëÿïà èçíà÷àëüíî îêà-
çàëàñü ó êàêîãî-òî A1, øëÿïà A1 îêàçàëàñü ó A2, è ò.ä. Ðàññìîòðåííûé íàìè ïðîöåññ
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íóìåðàöèè ðàíî èëè ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî An−1 åãî øëÿïà îêàæåòñÿ
ó êàêîãî-òî Ak, êîòîðûé áûë óæå íàìè ïðîíóìåðîâàí ðàíåå. Ïðè ýòîì ýòî ìîæåò áûòü
òîëüêî A0, ò.ê. ïðî âñåõ îñòàëüíûõ ìû óæå çíàåì, îòêóäà âçÿëèñü íàõîäÿùèåñÿ ó íèõ
øëÿïû.

Çíà÷èò, øëÿïà An−1 â íà÷àëå ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçàëàñü ó A0 è ìû ïîëó÷èëè òàê íà-
çûâàåìûé öèêë èç n ÷åëîâåê. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî An = A0, An+1 = A1 è
ò.ä., ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ãîâîðèòü, ÷òî êàæäûé ÷åëîâåê ñ íîìåðîì k ïåðåäàë ñâîþ
øëÿïó ÷åëîâåêó ñ íîìåðîì k + 1 (òî åñòü, ìû íà ñàìîì äåëå íóìåðóåì ëþäåé îñòàòêàìè
(êëàññàìè âû÷åòîâ) ïðè äåëåíèè íà n).

Ïîñëå òîãî, êàê äæåíòëüìåíû ïåðåäàäóò ñâîè øëÿïû, øëÿïà A0 îêàæåòñÿ ó òîãî, ó
êîãî ðàíüøå áûëà øëÿïà A1, òî åñòü ó A2, øëÿïà A1 îêàæåòñÿ ó A3 è ò.ä. Øëÿïà êàæäîãî
Ak îêàæåòñÿ ó Ak+2. Ïîñëå âòîðîé ïåðåäà÷è øëÿïà êàæäîãî Ak îêàæåòñÿ ó Ak+4 è ò.ä.
×åðåç m ìèíóò øëÿïà Ak îêàæåòñÿ ó Ak+2m .

Åñëè ýòî òîò æå ÷åëîâåê, ÷òî è Ak, ðàçíîñòü èõ íîìåðîâ, òî åñòü 2
m, äîëæíà äåëèòüñÿ íà

n. Çíà÷èò, øëÿïà ìîæåò âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîì âëàäåëüöó, òîëüêî åñëè êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê
â öèêëå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Ïðè ýòîì ôîêóñíèê õî÷åò, ÷òîáû áûë öèêë êàê ìîæíî
áîëüøåé äëèíû.

Ñàìàÿ áîëüøàÿ ñòåïåíü äâîéêè, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ 100, ýòî 64 = 26. Ôîêóñíèê â íà÷àëå
äîëæåí ðàçáèòü ïðèøåäøèõ íà ïðåäñòàâëåíèå íà öèêëû, äëèíû îäíîãî èç êîòîðûõ ðàâíà
64, à äëèíû îñòàëüíûõ � ìåíüøèå ñòåïåíè äâîéêè, íå âàæíî êàêèå. Òîãäà ÷åðåç 6 ìèíóò
âñå øëÿïû îêàæóòñÿ ó ñâîèõ íàñòîÿùèõ âëàäåëüöåâ (ó íåêîòîðûõ îíè îêàæóòñÿ ðàíüøå,
íî â ýòîò ìîìåíò ýòî âïåðâûå ïðîèçîéä¼ò äëÿ âñåõ ñðàçó).

1.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
{an} è {bn} � âîçðàñòàþùèå öåëî÷èñëåííûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè, a1 = b2 = 1

è a1 + . . .+ a2n+1 = b1 + . . .+ b2n+1. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü a2n+1?
Îòâåò: 1 + 2n(n− 1)
Ðåøåíèå:

a1 + . . . + a2n+1 = (2n + 1)an+1, àíàëîãè÷íî äëÿ {bn}. Ïîñêîëüêó ñóììû ïðîãðåññèé
ðàâíû, an+1 = bn+1.

an+1 − a1 = nc, ãäå c ðàçíîñòü ïðîãðåññèè {an}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû an+1 − a1 = bn+1 − b2 = (n − 1)d, ãäå d ðàçíîñòü ïðîãðåññèè {bn}.

Çíà÷èò, nc = (n− 1)d. Òàê êàê n− 1 è n âçàèìíî ïðîñòû, c äåëèòñÿ íà n− 1, à d äåëèòñÿ
íà n. Íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå c ðàâíî n − 1, à çíà÷èò, íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå a2n+1 = 1 + 2n(n− 1).

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. n 2n+ 1 Îòâåò
1 8 17 113
2 9 19 145
3 10 21 181
4 11 23 221
5 12 25 265
6 13 27 313

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)

6



Ðåøèòå óðàâíåíèå x3 − y3 = 67(x2 − y2) â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè x ̸= y. Â ïèñüìåí-
íîì ðåøåíèè äîëæíû áûòü íàéäåíû âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ. Â ïîëå äëÿ îòâåòà ââåäèòå
íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ÷èñëà x.

Îòâåò: x = 18, y = 63 èëè íàîáîðîò.
Ðåøåíèå:

Ïîñêîëüêó x ̸= y, ìû ìîæåì ñîêðàòèòü ðàâåíñòâî íà x− y. Ïîëó÷èì
x2+xy+y2 = 67(x+y), èëè (x+y)2−xy = 67(x+y). Îáîçíà÷èì d = ÍÎÄ(x, y), x = ad.

y = bd, ãäå a è b âçàèìíî ïðîñòû. Ïîëó÷èì d2(a+ b)2 − d2ab = 67d(a+ b). Ñîêðàòèì íà d:
d(a + b)2 − dab = 67(a + b). Çíà÷èò, dab äåëèòñÿ íà a + b. Ïðè ýòîì a è b âçàèìíî ïðîñòû
äðóã ñ äðóãîì, à çíà÷èò, è ñ a+ b. Çíà÷èò, d äåëèòñÿ íà a+ b.

Ïóñòü d = k(a+ b). Òîãäà k(a+ b)3 − k(a+ b)ab = 67(a+ b), îòêóäà k(a+ b)2 − kab = 67
èëè k(a2 + b2 + ab) = 67. 67 � ïðîñòîå ÷èñëî, çíà÷èò, k = 1, a2 + b2 + ab = 67. Ïåðåáðàâ âñå
âàðèàíòû a îò 1 äî 8, ïîëó÷èì a = 2 è b = 7 èëè íàîáîðîò.

Òàêæå d = a+ b = 9, îòêóäà x = 18, y = 63 èëè íàîáîðîò.

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
ABCD � îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ. Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà KBC ðàâåí 2p. AD = l. Íàéäèòå BC.

Îòâåò:
pl

p+ l
Ðåøåíèå:

Ëó÷è AB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ýòî çíà÷èò, ÷òî BA è CD � áîêîâûå ñòîðîíû,
BC � ìåíüøåå îñíîâàíèå, à AD � áîëüøåå. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ADK è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ
òðåóãîëüíèêà BCK.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ êàê êîýôôèöèåíò
ïîäîáèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê âïèñàííûì
îêðóæíîñòÿì èç òî÷êè K. Â áîëüøîì òðåóãîëüíèêå ADK ýòè îòðåçêè (òàê êàê âïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà BCK) ðàâíû p.
Â òðåóãîëüíèêå BCK ýòè îòðåçêè ðàâíû p− a, ãäå a = BC. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí
a

l
, îòêóäà

a

l
=

p− a

p
.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì ap = pl − al, îòêóäà ap+ al = pl è çàòåì
pl

p+ l
.

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. BC = l 2p p Îòâåò
1 10 30 15 6
2 40 48 24 15
3 28 42 21 12
4 45 72 36 20
5 66 110 55 30
6 84 120 60 35

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Ïðàâèëüíûé 2n+1-óãîëüíèê ðàçðåçàí íà òðåóãîëüíèêè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿ-

ìè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîëó÷èâøèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ ìîæåò íå ñîäåðæàòü íè îäíîé
ñòîðîíû èñõîäíîãî?

Îòâåò: n− 2
Ðåøåíèå:

×èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ 2n+1-óãîëüíèê, ðàâíî 2n−1. Â îäèí òðåóãîëüíèê
âõîäèò íå áîëåå äâóõ ñòîðîí 2n + 1-óãîëüíèêà, çíà÷èò, ÷èñëî ÷àñòåé, ñîäåðæàùèõ ýòè
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ñòîðîíû, íå ìåíåå n + 1. Îñòàâøèåñÿ n − 2 ÷àñòè ìîãóò íå ñîäåðæàòü ñòîðîíó 2n + 1-
óãîëüíèêà.

Ïðèìåð ñòðîèòñÿ î÷åâèäíî: ïðîñòî îòðåçàåì ïî äâå ñòîðîíû êàæäûì íîâûì òðåóãîëü-
íèêîì.

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. n 2n+ 1 Îòâåò
1 8 17 6
2 9 19 7
3 10 21 8
4 11 23 9
5 12 25 10
6 13 27 11

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â êàæäîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåëè êàñàòåëüíóþ ê åãî îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè è îòëîæèëè íà ýòîé êàñàòåëüíîé òî÷êó, îòñòîÿùóþ îò ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû
íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå ðàäèóñó îêðóæíîñòè. Ïîëó÷åííûå òðè òî÷êè îáðàçîâàëè ðàâíîáåä-
ðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëîì ïðè âåðøèíå, ðàâíûì α.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âñåõ óãëîâ èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Â ïîñëå äëÿ
îòâåòà ââåäèòå íàèáîëüøåå èç ïîëó÷èâøèõñÿ ÷èñåë.

Ðåøåíèå:

Íàçîâ¼ì íîâûå òî÷êè A1, B1, C1, öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè O. Òîãäà OA1A, OB1B,
OC1C � ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè, â ÷àñòíîñòè, óãëû ïðè âåðøèíå O ó íèõ
òàêæå ðàâíû 45◦. Êðîìå òîãî, öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà A1B1C1 � òàêæå
òî÷êà O.

Åñëè áû âñå ýòè òðè óãëà îòêëàäûâàëèñü â îäíó ñòîðîíó (ïî èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè), ïîëó÷èëñÿ áû òðåóãîëüíèê ïîäîáíûé èñõîäíîìó. Îäíàêî åñòü åù¼ ñëó÷àé, êîãäà äâà
óãëà 45◦ îòëîæåíû â îäíó ñòîðîíó, äîïóñòèì, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, à òðåòèé ∠A1OA � â
äðóãóþ.

Çàìåòèì, ÷òî èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ïîëó÷àåòñÿ èç äâîéñòâåííîãî òàêèì æå ïðåîáðà-
çîâàíèåì, òîëüêî âñå ïîâîðîòû òî÷åê îñóùåñòâëÿþòñÿ â äðóãóþ ñòîðîíó.

Ðàññìîòðèì óãëû, êîòîðûå ëó÷è OB, OC, OA, OB1, OC1 îáðàçóþò ñ ëó÷îì OA1. Åñëè
óãîë îòêëàäûâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, áóäåì ñ÷èòàòü åãî ñ ìèíóñîì, èíà÷å � ñ ïëþñîì.
Òîãäà OA îáðàçóåò óãîë −45◦.

Ïóñòü ëó÷è OB1 è OC1 îáðàçóþò ñ OA1 óãëû 2β è 2γ, ïóñòü γ > β. Òîãäà OB è OC
îáðàçóþò ñ OA1 óãëû 2β + 45◦ è 2γ + 45◦.

Òîãëà ìû ìîæåì âûðàçèòü óãëû ∠BOA, ∠COA, ∠BOC. Ñ ó÷¼òîì íàïðàâëåíèÿ, ïîëó-
÷àåì 2β + 90◦, 2γ + 90◦, 2(γ − β). Èçìåíèëñÿ ëè ïîðÿäîê òî÷åê íà îêðóæíîñòè ó íîâîãî
òðåóãîëüíèêà ïî ñðàâíåíèå ñî ñòàðûì? Ýòî òàê, åñëè ∠COA1 + ∠A1OA > 360◦, òî åñòü
2γ + 45◦ + 45◦ > 360◦ èëè γ > 135◦. Ó÷èòûâàÿ ïðèíÿòîå íàìè ðàñïîëîæåíèå òî÷åê íà
îêðóæíîñòè, 2γ = ∠C1OB1 + ∠B1OA1 = 2(∠C1A1B1 + ∠B1C1A1), çíà÷èò, ïîëîæåíèå òî-
÷åê ìåíÿåòñÿ, åñëè ñóììó äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà A1B1C1 áîëüøå 135

◦.
Ïðè ýòî â íàøèõ óñëîâèÿõ íè îäèí èç óãëîâ ñàì ïî ñåáå íå áîëüøå 135◦, çíà÷èò, òî÷êà A
íå ìîæåò ¾ïåðåïðûãíóòü¿ ÷åðåç òî÷êè B è C ñðàçó.

Â ñëó÷àå, åñëè ïîðÿäîê òî÷åê îñòàëñÿ íåèçìåííûì, óãëû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ABC
ýòî ïîëîâèíû ïîñ÷èòàííûõ íàìè ∠BOA è ∠COB, à òàêæå óãëà ∠AOC = 360◦ −∠COA =
270− γ. Èõ çíà÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò β + 45◦, γ − β è 135◦ − γ.

Íî β è γ−β � ýòî è åñòü êàêèå-òî óãëû òðåóãîëüíèêà A1B1C1, à 135
◦−γ � òðåòèé óãîë,

óìåíüøåííûé íà 45◦. Äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ ìû ïîëó÷àåì ïî òðè ïîäñëó÷àÿ (÷àñòü
èç êîòîðûõ â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ íåâîçìîæíû)
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Âàðèàíò 1:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
18 81 63 36
81 18 126 36
81 81 126 −27

Âàðèàíò 2:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
36 72 81 27
72 36 117 27
72 72 117 −9

Âàðèàíò 3:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
40 70 85 25
70 40 115 25
70 70 115 −5

Âàðèàíò 4:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
20 80 65 35
80 20 125 35
80 80 125 −25

Âàðèàíò 5:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
54 63 99 18
63 54 108 18
63 63 108 9

Âàðèàíò 6:
β γ − β β + 45◦ 135− γ
32 74 77 29
74 32 119 29
74 74 119 −13

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ âàðèàíòàõ, êðîìå ïÿòîãî, åñòü åù¼ ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè èäóò â
äðóãîì ïîðÿäêå. Â ýòîì ñëó÷àå, íàñ èíòåðåñóþò ïîëîâèíû óãëîâ ∠COB, ∠BOA, ∠AOC,
ðàâíûå, ñîîòâåòñòâåííî, 135◦ − β, 180◦ − β + γ è γ − 135◦.

Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îòâåòû ïî âàðèàíòàì:

β γ − β γ 135◦ − β 180◦ − β + γ γ − 135◦

1 81 81 162 54 99 27
2 72 72 144 63 108 9
3 70 70 140 65 110 15
4 80 80 160 55 100 25
6 74 74 148 61 106 13

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îòâåòû (íàèáîëüøèé âûäåëåí)
Âàðèàíò 1:

81 63 36
18 126 36
54 99 27
18 81 81
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Âàðèàíò 2:
72 81 27
36 117 27
63 108 9
36 72 72

Âàðèàíò 3:
70 85 25
40 115 25
65 110 15
40 70 70

Âàðèàíò 4:
80 65 35
20 125 35
55 100 25
20 80 80

Âàðèàíò 5:
63 99 18
54 108 18
63 108 9
56 63 63

Âàðèàíò 6:
74 77 29
32 119 29
61 106 13
32 74 74

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
Â íåêîòîðîé ñòðàíå 4k + 1 ãîðîä, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèí¼í äîðîãàìè ñ k äðóãèìè

(êàæäàÿ äîðîãà ñîåäèíÿåò ðîâíî äâà ãîðîäà). Èçâåñòíî, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äî-
áðàòüñÿ â ëþáîé äðóãîé. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè ñóùåñòâóåò ïóòü,
ñîñòîÿùèé íå áîëåå, ÷åì èç ÷åòûð¼õ äîðîã.

Äîêàçàòåëüñòâî:

Àâòîð çàäà÷è çàáûë äîáàâèòü óñëîâèå, ÷òî â ñòðàíå íåò ¾òðåóãîëüíèêîâ¿, òî åñòü òðî-
åê ãîðîäîâ, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûõ äðóã ñ äðóãîì. Áåç ýòîãî óñëîâèÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è
íåâåðíî, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëíûé áàëë çà ðåøåíèå ïîëó÷àò ó÷àñòíèêè, ïîñòðîèâøèå êîíòð-
ïðèìåð.

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ ñòðîèòñÿ òàê: Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî èç k + 1 ãîðîäà
M1, ñîåäèíèì â í¼ì âñå ãîðîäà ñî âñåìè, êðîìå êàêèõ-òî ãîðîäîâ A1 è B1. Ðàññìîòðèì åù¼
îäíî ìíîæåñòâî èç k + 1 ãîðîäà M2, ñîåäèíèì â í¼ì âñå ãîðîäà ñî âñåìè, êðîìå êàêèõ-òî
ãîðîäîâ A2 è B2.

Ñðåäè îñòàâøèõñÿ 2k − 1 ãîðîäîâ (ìíîæåñòâî M3) ñîåäèíèì êàæäûé ãîðîä ðîâíî ñ k
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññòàâèì ãîðîäà ïî êðóãó è ñîåäèíèì êàæäûé èç íèõ c k

2
èäóùèìè

ïî êðóãó ïîñëå íåãî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è k
2
èäóùèìè äî. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê âî

âñåõ íàøèõ âàðèàíòàõ k + 1 ÷¼òíî.
Çàòåì ðàçðóøèì êàêèå-òî äâå äîðîãè â ýòîì ìíîæåñòâå, íå èìåþùèì îáùåãî êîíöà, è

ñîåäèíèì ÷åòûðå ãîðîäà, ÿâëÿþùèåñÿ èõ êîíöàìè ñ ãîðîäàìè A1, B1, A2 è B2. Ïîëó÷èòñÿ
êàðòèíêà, â êîòîðîé îò ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî. Ïðè ýòîì îò ãîðîäà
C1 èç M1 ãîðîäà äî ãîðîäà C2 èç M2, íåëüçÿ äîáðàòüñÿ ìåíåå, ÷åì ïî ïÿòè äîðîãàì.
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Äåéñòâèòåëüíî, èç M1 â M2 ìû ìîæåì ïîïàñòü òîëüêî ÷åðåç M3. Äëÿ ýòîãî èç C1 ìû
äîëæíû ïîïàñòü â A1 èëè B1, çàòåì èç íåãî â êàêîé-òî èç ãîðîäîâ ìíîæåñòâàM3. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ÷òîáû ïîïàñòü â C2 ìû äîëæíû èç M3 ïîïàñòü â A2 èëè B2, à çàòåì îòòóäà â
C2. Ýòî óæå ÷åòûðå äîðîãè. Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâî M3 óñòðîåíû òàê, ÷òî â í¼ì íåò îáùèõ
ñîñåäåé ó A1, B1, A2 è B2, çíà÷èò, íàì íóæíà åù¼ îäíà äîðîãà âíóòðè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)

P (x) =
x3

2
− 3x2

2
+ 2x + 1. Ïóñòü x0 � íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî

[P (x0)] ̸= P ([x0]). Íàéäèòå P (x0).
Êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.
Îòâåò: 4
Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî íàø ìíîãî÷ëåí âîçðàñòàåò. Ýòî ìîæíî äîêàçàòü, íàïðèìåð, ïîñ÷èòàâ åãî
ïðîèçâîäíóþ è óáåäèâøèñü, ÷òî îíà íåîòðèöàòåëüíà.

Îäíàêî, ìû äîêàæåì ýòî íå èñïîëüçóÿ ïðîèçâîäíóþ. Íàì äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ýòî äëÿ
ïîëîæèòåëüíûõ x.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå P (x)−P (y) =
x− y

2
· (x2+y2+xy+4−3x−3y), ãäå x > y. Íàì

íàäî äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, òîãäà ìû äîêàæåì, ÷òî P (x) >
P (y).

Ïðèðàâíÿâ x2+ y2+xy+4− 3x− 3y = 0, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
y, ñ äèñêðèìèíàíòîì D = (x − 3)2 − 4(x2 − 3x + 4) = −3x2 + 6x − 7 = −(x − 3)2 − 4 < 0.
Çíà÷èò, x2 + y2 + xy + 4− 3x− 3y âñåãäà îäíîãî çíàêà, à èìåííî ïîëîæèòåëüíî.

P (0) = 1, P (1) = 2, P (2) = 3, P (3) = 7.
Òàê êàê ìíîãî÷ëåí âîçðàñòàåò, äëÿ âñåõ x ìåæäó 0 è 1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà 1 <

P (x) < 2, à çíà÷èò, äëÿ ýòèõ x [P (x)] = P ([x]). Àíàëîãè÷íî äëÿ x ìåæäó 1 è 2. À âîò íà
ïðîìåæóòêå (2; 3) ìíîãî÷ëåí P (x) ïðèíèìàåò â òîì ÷èñëå çíà÷åíèå 4 â êàêîé-òî òî÷êå,
ïðè ýòîì äëÿ âñåõ x èç ýòîãî ïðîìåæóòêà P ([x]) = 3.

Çàäà÷à 8. (5 áàëëîâ) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
12 ÷åëîâåê ïðèøëè íà ïðåäñòàâëåíèå â øëÿïàõ. Ôîêóñíèê ïîìåíÿë ìåñòàìè èõ øëÿïû.

Çàòåì îí âåëåë êàæäîìó èç ïðèñóòñòâóþùèõ íàéòè ñâîþ øëÿïó è çàïîìíèòü òîãî, ó êîãî
îíà îêàçàëàñü. Êàæäóþ ìèíóòó êàæäûé ó÷àñòíèê äîëæåí áûë ïåðåäàâàòü íàõîäÿùóþñÿ
ó íåãî øëÿïó ÷åëîâåêó, êîòîðîãî îí çàïîìíèë (âñ¼ âðåìÿ îäíîìó è òîìó æå).

Â êàêîé-òî ìîìåíò âñå øëÿïû îäíîâðåìåííî âåðíóëèñü ê ñâîèì èñõîäíûì âëàäåëüöàì.
×åðåç êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ìèíóò ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè â ïåðâûé ðàç?

(Íåêîòîðûå øëÿïû ìîãëè âîçâðàùàòüñÿ ê ñâîèì õîçÿåâàì è ðàíåå èñêîìîãî ìîìåíòà,
íî íå âñå ñðàçó. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïðîäîëæàëñÿ, è øëÿïû ñíîâà ïîêèäàëè ñâîèõ
õîçÿåâ).

Îòâåò: 59
Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîãî ÷åëîâåêà, íàçîâ¼ì åãî A0. Ïóñòü åãî øëÿïà èçíà÷àëüíî îêà-
çàëàñü ó êàêîãî-òî A1, øëÿïà A1 îêàçàëàñü ó A2, è ò.ä. Ðàññìîòðåííûé íàìè ïðîöåññ
íóìåðàöèè ðàíî èëè ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî An−1 åãî øëÿïà îêàæåòñÿ
ó êàêîãî-òî Ak, êîòîðûé áûë óæå íàìè ïðîíóìåðîâàí ðàíåå. Ïðè ýòîì ýòî ìîæåò áûòü
òîëüêî A0, ò.ê. ïðî âñåõ îñòàëüíûõ ìû óæå çíàåì, îòêóäà âçÿëèñü íàõîäÿùèåñÿ ó íèõ
øëÿïû.

Çíà÷èò, øëÿïà An−1 â íà÷àëå ïðåäñòàâëåíèÿ îêàçàëàñü ó A0 è ìû ïîëó÷èëè òàê íà-
çûâàåìûé öèêë èç n ÷åëîâåê. Êàæäûé ðàç êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ïåðåäà¼ò ñâîþ øëÿïó
ñëåäóþùåìó ïî öèêëó. Òàêèì îáðàçîì, øëÿïû â ýòîì öèêëå âåðíóòñÿ ê ñâîèì õîçÿåâàì
÷åðåç n− 1 ìèíóòó, çàòåì ÷åðåç êàæäûå ñëåäóþùèå n ìèíóò.
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Òàêèõ öèêëîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Òîãäà åñëè âñå øëÿïû âåðíóòñÿ ê ñâîèì õîçÿåâàì
÷åðåç t ìèíóò, ÷èñëî t + 1 äîëæíî äåëèòüñÿ íà äëèíû âñåõ ýòèõ öèêëîâ. Òàêèì îáðàçîì,
íàì íóæíî ðàçëîæèòü ÷èñëî 12 â ñóììó íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû èõ íàèìåíüøåå
îáùåå êðàòíîå áûëî ìàêñèìàëüíî.

Íóæíîå ðàçëîæåíèå: 12 = 5 + 4 + 3, ÍÎÊ ýòèõ ÷èñåë 60, çíà÷èò, øëÿïû âåðíóòñÿ ê
ñâîèì õîçÿåâàì ÷åðåç 59 ìèíóò.

Åñëè âñå ñëàãàåìûå ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà 24, òî èõ ÍÎÊ íå áîëüøå 24. Çíà÷èò,
äëÿ áîëüøåãî ÍÎÊ íóæíî õîòÿ áû îäíî ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì 24, òî åñòü 5,
7, 9, 10 èëè 11. Âàðèàíòû, â êîòîðûõ âñå ñëàãàåìûå, êðîìå îäíîãî, ðàâíû åäèíèöå, íàì
î÷åâèäíî íå íóæíû. Ïåðåáåð¼ì îñòàâøèåñÿ âàðèàíòû äëÿ ñëàãàåìûõ, áîëüøèõ 5:

10 + 2, ÍÎÊ=10
9 + 3, ÍÎÊ=9
9 + 2 + 1, ÍÎÊ=18
7 + 5, ÍÎÊ=35. Äëÿ âàðèàíòîâ 7 + 4 + 1 è 7 + 3 + 1 + 1 ÍÎÊ î÷åâèäíî åù¼ ìåíüøå.
7 + 3 + 2. ÍÎÊ=42.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü âàðèàíòû ñ 5. Åñëè âñå îñòàëüíûå äåëèòåëè íå áîëüøå 6, ÍÎÊ

íå áîëüøå, ÷åì 60, à âàðèàíò ñ 7 ìû óæå ðàçîáðàëè.
Çíà÷èò, îòâåò t = 59.

1.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Äàíû äâå ïàðàáîëû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è âåðøèíàìè â òî÷êàõ (1; 1) è (4; 4).

Â êàêîé òî÷êå íàõîäèòñÿ âåðøèíà ïàðàáîëû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì −1, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ýòè äâå òî÷êè.

Îòâåò: (3; 5)
Ðåøåíèå 1:

Äîêàæåì ëåììó: åñëè ïàðàáîëà ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1 è âåðøèíîé â òî÷êå
(a, b) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x, y), òî ïàðàáîëà ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì −1 è âåðøèíîé
â òî÷êå (x, y) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (a, b).

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî y − b = (x − a)2, à âòîðîå � ÷òî b − y =
−(a− x)2. Ýòè ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíû.

Çíà÷èò, âåðøèíà èñêîìîé ïàðàáîëû � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ èñõîäíûõ ïàðàáîë. Ñî-
ñòàâèì óðàâíåíèå: (x− 1)2 + 1 = y = (x− 4)2 + 4, îòêóäà x = 3, y = 5.

Ðåøåíèå 2:

Âìåñòî ýòîãî ìîæíî áûëî ðåøèòü çàäà÷ó ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ:
ïóñòü èñêîìàÿ ïàðàáîëà èìååò óðàâíåíèå y = −x2 + bx + c. Ïîäñòàâèì x = 1 è x = 4 è
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: {

1 = −12 + b · 1 + c
4 = −42 + b · 4 + c

Ðåøèâ å¼ ïîëó÷àåì b = 6, c = −4, ò.å. óðàâíåíèå y = −x2 + 6x − 4 = −(x − 3)2 + 5,
îòêóäà âåðøèíà (3; 5).

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çàíóìåðîâàëè ïî âîçðàñòàíèþ: d1 = 1,

d2, . . . , dk = n. Îêàçàëîñü, ÷òî d10 = 196. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
÷èñëî n?

Îòâåò: 19796 = 196 · 101
Ðåøåíèå:
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Ó ÷èñëà 196 = 22 ·72 äåâÿòü äåëèòåëåé è âñå îíè ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñëà n. Åñëè n
äåëèòñÿ íà 23, òî ê ýòèì äåëèòåëÿì äîáàâëÿþòñÿ åù¼ ÷èñëà 8 è 56, òî åñòü 196 � ýòî óæå
êàê ìèíèìóì îäèííàäöàòûé äåëèòåëü.

Äîáàâëåíèå ê ïðîñòûì ìíîæèòåëÿì åù¼ îäíîé ñåì¼ðêè äîáàâëÿåò åù¼ òðè äåëèòåëÿ,
íî âñå îíè íå ìåíüøå, ÷åì 73 = 343, òî åñòü, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, äåëèòñÿ ëè n íà
7 èëè íåò, íóæåí õîòÿ áû îäèí ïðîñòîé ìíîæèòåëü, íå áîëüøèé 196 è âçàèìíî ïðîñòîé ñ
íèì. Ïóñòü ýòîò ìíîæèòåëü p, òîãäà âìåñòå ñ äåëèòåëåì p äîáàâëÿåòñÿ åù¼ äåëèòåëü 2p.
Ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2p > 196, èíà÷å 196 îêàçûâàåòñÿ êàê ìèíèìóì
îäèííàäöàòûì äåëèòåëåì n.

Íàèìåíüøåå òàêîå p = 101, îòêóäà ïîëó÷àåì íàèìåíüøåå n = 196 · 101 = 19796.

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Â êëåò÷àòîé ïîëîñêå 1 × n íåêîòîðûå êëåòêè çàêðàøåíû, à íåêîòîðûå � íåò. Ïðè

ýòîì ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê íå áîëåå îäíîé çàêðàøåííîé, à ñðåäè
ëþáûõ ñåìè ïîäðÿä èäóùèõ � íå ìåíåå äâóõ çàêðàøåííûõ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n ýòî
âîçìîæíî?

Îòâåò: 9
Ðåøåíèå:

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðèìåðà äëÿ 9 êëåòîê è îöåíêè, ò.å.
äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî áîëüøå 9 áûòü íå ìîæåò.

Ïðèìåð:

9 êëåòîê, ñðåäè êîòîðûõ çàêðàøåíû òðåòüÿ è ñåäüìàÿ. Åñòü ëèøü òðè ñïîñîáà âûáðàòü
ñåìü ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê, è äâå çàêðàøåííûå â ëþáîì ñëó÷àå áóäóò ñðåäè íèõ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ëþáàÿ ÷åòâ¼ðêà ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê ñîäåðæèò ðîâíî îäíó çàêðàøåííóþ.

Îöåíêà:

Ðàññìîòðèì ëþáûå 8 ïîäðÿä èäóùèõ êëåòîê. Ñðåäè íèõ íå áîëåå äâóõ çàêðàøåííûõ. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäè ïåðâûõ 7 èç íèõ íå ìåíåå äâóõ çàêðàøåííûõ. Çíà÷èò, ñðåäè ïåðâûõ
7 ðîâíî äâå çàêðàøåííûõ, à ïîñëåäíÿÿ èç âûáðàííûõ íàìè 8 êëåòîê íå çàêðàøåíà. Òî åñòü,
åñëè ñëåâà îò êàêîé-ëèáî êëåòêè åñòü åù¼ 7, òî îíà òî÷íî íå çàêðàøåíà. Àíàëîãè÷íî äëÿ
êëåòêè, ñïðàâà îò êîòîðîé åñòü åù¼ 7 äðóãèõ.

Ïóñòü ó íàñ åñòü õîòÿ áû 10 êëåòîê. Ðàññìîòðèì 10 èç íèõ, çàáûâ ïðî îñòàëüíûå.
Ñðåäè íèõ õîòÿ áû äâå çàêðàøåííûõ êëåòêè. Ïðè ýòîì ïåðâûå òðè è ïîñëåäíèå òðè íå
çàêðàøåíû, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó àáçàöó, à ñðåäè îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ íå áîëåå îäíîé
çàêðàøåííîé. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Äàí òðåóãîëüíèê ABC. D � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà ∠B è îïèñàííîé

îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Òî÷êà E òàêîâà, ÷òî D � ñåðåäèíà CE. Îêàçàëîñü, ÷òî CD =
10, AC = 16. Íàéäèòå AE.

Îòâåò: 12
Ðåøåíèå:

Ðàâíûå äóãè îòñåêàþòñÿ ðàâíûìè õîðäàìè, ïîýòîìó AD = CD = 10. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
CD = DE. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå ACE ìåäèàíà AD ðàâíà ïîëîâèíå ñòîðîíû CE, òî
åñòü ýòîò òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé ñ ãèïîòåíóçîé CE. Îòñþäà ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà
ïîëó÷àåì AE =

√
202 − 162 = 12.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî ÍÎÄ(a, b)ÍÎÄ(a, c)ÍÎÄ(b, c) = 500.
Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ïðîèçâåäåíèå abc.
Îòâåò: 24 · 53 = 2000
Ðåøåíèå:

13



Åñëè êàêîé-òî ïðîñòîé äåëèòåëü âõîäèò òîëüêî â îäíî èç ÷èñåë a, b, c, òî îí íèêàê
íå âëèÿåò íà ïðîèçâåäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèé äåëèòåëåé. Åñëè îí âõîäèò â äâà èç ýòèõ
÷èñåë, òî îí âõîäèò â ÍÎÄ ýòèõ ÷èñåë è íå âõîäèò â äâà îñòàëüíûõ ÍÎÄ. Åñëè æå êàêîé-òî
ïðîñòîé äåëèòåëü âî âñå òðè ÷èñëà a, b, c, òî îí âõîäèò âî âñå òðè ÍÎÄ.

Åñëè ïðîèçâåäåíèå íàøèõ ÍÎÄ ðàâíî 500, ñðåäè ÷èñåë a, b, c åñòü êàê ìèíèìóì äâà
÷èñëà, êðàòíûõ 2 è äâà ÷èñëà, êðàòíûõ 5. Ïðè ýòîì âñå òðè ÷èñëà íå ìîãóò áûòü êðàòíû
2, èíà÷å ïðîèçâåäåíèå ÍÎÄ äåëèëîñü áû íà 23. Çíà÷èò, îäèí èç ÍÎÄ äåëèòñÿ íà 22 = 4,
òî åñòü äâà èñõîäíûõ ÷èñëà êðàòíû 4, òî åñòü abc äåëèòñÿ íà (22)2 = 16.

×òî êàñàåòñÿ ìíîæèòåëÿ 5, òî ëèáî îí âõîäèò âî âñå òðè ÷èñëà ìèíèìóì â ïåðâîé
ñòåïåíè, ëèáî âõîäèò â îäèí èç ÍÎÄ õîòÿ áû âî âòîðîé ñòåïåíè. Â ïåðâîì ñëó÷àåì ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî abc äåëèòñÿ íà 53, âî âòîðîì, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó àáçàöó, abc äåëèòñÿ
íà 54.

Òàêèì îáðàçîì, abc òî÷íî äåëèòñÿ íà 24 · 53.
Ïðèìåð î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îöåíêè: a = b = 20, c = 5.

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Äàíû òðè ÷èñëà a, b, c áîëüøèå 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

a+ b+ c ⩾ 6 + 9 · abc− 2ab− 2ac− 2bc+ 4a+ 4b+ 4c− 8

ab+ ac+ bc− 4a− 4b− 4c+ 12

Äîêàçàòåëüñòâî:

Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(a− 2) + (b− 2) + (c− 2) ⩾ 9 · (a− 2)(b− 2)(c− 2)

(a− 2)(b− 2) + (a− 2)(c− 2) + (b− 2)(c− 2)
.

Çàìåíèì a− 2 = x, b− 2 = y, c− 2 = z è ïîëó÷èì, ÷òî íàì íàäî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

x+ y + z ⩾ 9 · xyz

xy + xz + yz
=

9
1
x
+ 1

y
+ 1

z

,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó î ñðåäíåì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåäíåì ãàðìîíè÷åñêîì
äëÿ òð¼õ ÷èñåë:

x+ y + z

3
⩾

3
1
x
+ 1

y
+ 1

z

.

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà) (Óñëîâèå è ðåøåíèå â îáùåì âèäå)
ABCD � îïèñàííàÿ òðàïåöèÿ. Ëó÷è BA è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K. Ïåðèìåòð

òðåóãîëüíèêà KAD ðàâåí 2p. BC = l. Íàéäèòå AD.

Îòâåò:
pl

p+ l
Ðåøåíèå:

Ëó÷è BA è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå K, ýòî çíà÷èò, ÷òî BA è CD � áîêîâûå ñòîðîíû,
AD � ìåíüøåå îñíîâàíèå, à BC � áîëüøåå. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî âïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà BCK è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ
òðåóãîëüíèêà ADK.

Â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû îòíîñÿòñÿ êàê êîýôôèöèåíò
ïîäîáèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî âåðíî äëÿ îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¼ííûõ ê âïèñàííûì
îêðóæíîñòÿì èç òî÷êè K. Â áîëüøîì òðåóãîëüíèêå BCK ýòè îòðåçêè (òàê êàê âïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà ADK) ðàâíû p.
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Â òðåóãîëüíèêå ADK ýòè îòðåçêè ðàâíû p− a, ãäå a = BC. Êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ ðàâåí
a

l
, îòêóäà

a

l
=

p− a

p
.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì ap = pl − al, îòêóäà ap+ al = pl è çàòåì
pl

p+ l
.

Òàáëèöà ñ äàííûìè è îòâåòàìè:

Âàð. BC = l 2p p Îòâåò
1 170 238 119 70
2 260 280 140 91
3 220 360 180 99
4 400 450 225 144

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íà äîñêå áûëî íàïèñàíî ñëîâî. Âàñÿ ñò¼ð ó ýòîãî ñëîâà îäíó áóêâó, ïîñëå ÷åãî êîëè÷å-

ñòâî ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü â ñëîâå áóêâû óìåíüøèëîñü ðîâíî â 10 ðàç. Ñêîëüêî áóêâ áûëî
â èçíà÷àëüíîì ñëîâå? Â ïèñüìåííîì ðåøåíèè óêàæèòå âñå âàðèàíòû îòâåòà, â ñèñòåìó
ââåäèòå íàèìåíüøèé èç íèõ.

Ïîä ¾êîëè÷åñòâîì ñïîñîáîâ ïåðåñòàâèòü áóêâû¿ ìû ïîíèìàåì âñå âîçìîæíûå ïåðåñòà-
íîâêè áóêâ â ýòîì ñëîâå, âêëþ÷àÿ ñàìî ñëîâî. Íàïðèìåð, äëÿ ñëîâà ÌÀÌÀ ìû ïîëó÷èì
6 ñïîñîáîâ: ÀÀÌÌ, ÀÌÀÌ, ÀÌÌÀ, ÌÀÀÌ, ÌÀÌÀ, ÌÌÀÀ.

Îòâåò: Âñå ÷èñëà, êðàòíûå 10.
Ðåøåíèå:

Ïóñòü Âàñÿ ñò¼ð áóêâó À. Ïóñòü â èçíà÷àëüíîì ñëîâå áûëî x áóêâ À è y îñòàâøèõ-
ñÿ áóêâ. Âûáðàòü â ñëîâå èç x + y áóêâ x ïîçèöèé, íà êîòîðûõ áóäåò ñòîÿòü áóêâà À,

ìîæíî
(x+ y)!

x!y!
ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññòàâèòü íà îñòàâøèåñÿ y ïîçèöèé

îñòàëüíûå áóêâû. Íå çíàÿ, ñêîëüêî ñðåäè îñòàëüíûõ áóêâ îäèíàêîâûõ, ìû íå ìîæåì òî÷-
íî óçíàòü ÷èñëî ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü, îäíàêî ýòî êîëè÷åñòâî çàâèñèò òîëüêî îò íàáîðà
ýòèõ y áóêâ è íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ áóêâ îòíîñèòåëüíî áóêâ À. Òî åñòü, ýòî
êîëè÷åñòâî âñåãäà îäíî è òîæå. Îáîçíà÷èì åãî çà C. Òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê

áóêâ èñõîäíîãî ñëîâà ñîñòàâëÿåò
C(x+ y)!

x!y!
.

Ïîñëå ñòèðàíèÿ îäíîé áóêâû À êîëè÷åñòâî ýòèõ áóêâ ïðåâðàòèëîñü â x− 1. Àíàëîãè÷-

íî èñõîäíîìó ñëîâó, ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê:
C(x+ y − 1)!

(x− 1)!y!
.

Ïîäåëèâ ïåðâîå âûðàæåíèå íà âòîðîå, ìû ïîëó÷èì
x+ y

x
, âñå îñòàëüíûå ìíîæèòåëè ñî-

êðàòÿòñÿ. Çíà÷èò, íàäî íàéòè òàêèå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå x è y, ÷òî
x+ y

x
= 10.

Ïðåîáðàçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì x+y = 10x, îòêóäà y = 9x. Çíà÷èò, íàïèñàâ ñëîâî
èç x áóêâ À è 9x ëþáûõ äðóãèõ áóêâ, ìû ïîëó÷èì íóæíûé ðåçóëüòàò. Îáùåå êîëè÷åñòâî
áóêâ â ñëîâå ïðè ýòîì áóäåò ñîñòàâëÿòü 10x äëÿ êàêîãî-òî x.

1.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Ïåòÿ íàïèñàë íà äîñêå âñå âîçìîæíûå ïðèâåä¼ííûå êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ, êàæäîå èç

êîòîðûõ èìååò äâà íàòóðàëüíûõ êîðíÿ îò 1 äî 100 âêëþ÷èòåëüíî. Çàòåì îí âûïèñàë âñå
âîçìîæíûå äèñêðèìèíàíòû ýòèõ óðàâíåíèé. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äèñêðèìèíàíòîâ ó íåãî
ïîëó÷èëîñü?

Îòâåò: 99
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Ðåøåíèå:

Äëÿ ïðèâåä¼ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + px+ q êîðíè èùóòñÿ ïî ôîðìóëå x1,2 =

−p±
√
D

2
, ãäå D � äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, ðàçíîñòü ìåæäó êîðíÿìè (èç áîëü-

øåãî âû÷åñòü ìåíüøèé) ñîñòàâëÿåò
√
D. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äèñêðè-

ìèíàíòîâ ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ ðàçíîñòåé ìåæäó êîðíÿìè, ò.å. 99.

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 3, 4, è 5 ïðîâåëè âûñîòó èç âåðøèíû

ïðÿìîãî óãëà. Â ïîëó÷èâøèõñÿ äâóõ òðåóãîëüíèêàõ òàêæå ïðîâåëè âûñîòû èç ïðÿìîãî
óãëà, è òàê äàëåå. Òàê ñäåëàëè 8 ðàç. Â èòîãå èñõîäíûé òðåóãîëüíèê îêàçàëñÿ ðàçáèò íà
256 ìàëåíüêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïîïàðíî íåðàâíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ñðåäè íèõ ìîæíî âûáðàòü?

Îòâåò: 9
Ðåøåíèå:

Ïðè ïðîâåäåíèè âûñîòû èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îí
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäîáíûõ åìó. Ïðè ýòîì ãèïîòåíóçû íîâûõ òðåóãîëüíèêîâ � ýòî êàòåòû
ñòàðîãî, òàêèì îáðàçîì, íîâûå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû ñòàðîìó ñ êîýôôèöèåíòàìè 3

5
è 4

5
.

Òàê áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ íà êàæäîì øàãå, ïîýòîìó 256 ìàëåíüêèõ òðåóãîëüíèêîâ, îá-
ðàçîâàâøèõñÿ â êîíöå îïèñàííîãî â çàäà÷å ïðîöåññà, ïîäîáíû èñõîäíîìó. Êîýôôèöèåíòû
ïîäîáèÿ ñîñòàâëÿþò âñå âîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ ïî 8 ÷èñåë 3

5
è 4

5
. Çíà÷èò, ýòè êîýôôè-

öèåíòû èìåþò âèä
38

58
,
37 · 4
58

, . . . ,
3 · 47

58
,
48

58
. Âñåãî òàêèõ ÷èñåë 9.

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî øàõìàòíûõ êîíåé ìîæíî ïîñòàâèòü íà êëåò÷àòîé äîñêå

2× 14 òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?
Îòâåò: 16
Ðåøåíèå: Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ïðèìåðà äëÿ 16 êîíåé è îöåíêè,

ò.å. äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî áîëüøå 16 áûòü íå ìîæåò.
Ïðèìåð:

N N N N N N N N

N N N N N N N N

Îöåíêà:

Â ïðÿìîóãîëüíèêå 2× 4 íå ìîæåò ñòîÿòü áîëüøå ÷åòûð¼õ êîíåé, òàê êàê êëåòêè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ðàçáèâàþòñÿ íà ÷åòûðå ïàðû, â êàæäîé èç êîòîðûõ ìîæíî ïîñòàâèòü
òîëüêî îäíîãî êîíÿ. Íà ðèñóíêå êëåòêè îäíîé ïàðû ïîìå÷åíû îäèíàêîâûìè öèôðàìè:

1 2 3 4
3 4 1 2

Äîñêà 2× 14 ðàçáèâàåòñÿ íà 3 ïðÿìîóãîëüíèêà 2× 4, â êàæäûé èç êîòîðûõ ìû ìîæåì
ïîìåñòèòü íå áîëüøå ÷åòûð¼õ êîíåé, è êâàäðàò 2 × 2, â êîòîðûé ìîæíî ïîñòàâèòü åù¼
÷åòûðåõ. Èòîãî ïîëó÷àåì íå áîëåå 4× 4 = 16 êîíåé.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Â òðàïåöèè ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ ∠B è ∠C ïåðåñåêàþòñÿ íà îñíîâàíèè AD. AB =

8, CD = 10. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè.
Îòâåò: 45
Ðåøåíèå:
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Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííûõ áèññåêòðèñ çà E. ∠CBE = ∠ABE ò.ê. BE
áèññåêòðèñà, ∠CBE = ∠AEB êàê íàêðåñò ëåæàùèå, ñëåäîâàòåëüíî ∠AEB = ∠ABE.
Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê ABE ðàâíîáåäðåííûé è AE = AB. Àíàëîãè÷íî DE = CD, îòêóäà
AD = AE +DE = AB + CD = 18, à BC = AD/2 = 9.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïåðèìåòð ðàâåí AB +BC + CD + AD = 8 + 9 + 10 + 18 = 45.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò êâàäðàòîâ, åñëè îíî íå äåëèòñÿ íè íà

êàêîé êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êðîìå 1. Ñóùåñòâóåò ëè òàêàÿ òðîéêà ñâîáîäíûõ îò
êâàäðàòîâ ÷èñåë a, b, c ÷òî

ÍÎÄ(a, b)ÍÎÄ(a, c)ÍÎÄ(b, c) = 500?
Îòâåò: Íåò.
Ðåøåíèå:

Åñëè êàêîé-òî ïðîñòîé äåëèòåëü âõîäèò òîëüêî â îäíî èç ÷èñåë a, b, c, òî îí íèêàê
íå âëèÿåò íà ïðîèçâåäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèé äåëèòåëåé. Åñëè îí âõîäèò â äâà èç ýòèõ
÷èñåë, òî îí âõîäèò â ÍÎÄ ýòèõ ÷èñåë è íå âõîäèò â äâà îñòàëüíûõ ÍÎÄ. Åñëè æå êàêîé-òî
ïðîñòîé äåëèòåëü âî âñå òðè ÷èñëà a, b, c, òî îí âõîäèò âî âñå òðè ÍÎÄ, à â ïðîèçâåäåíèå
òð¼õ ÍÎÄ âõîäèò êàê ìèíèìóì â òðåòüåé ñòåïåíè.

Çíà÷èò, åäèíñòâåííûé âàðèàíò, ïðè êîòîðîì ïðîñòîé äåëèòåëü ìîæåò âõîäèòü â ïðîèç-
âåäåíèå ÍÎÄ â òî÷íîñòè âî âòîðîé ñòåïåíè, ýòî âàðèàíò, ïðè êîòîðîì äâà èç òð¼õ ÷èñåë
a, b, c äåëÿòñÿ íà ýòîò ïðîñòîé äåëèòåëü â êâàäðàòå.

×èñëî 500 äåëèòñÿ íà 22, íî íå äåëèòñÿ íà 23, ïîýòîìó òàêîé ñâîáîäíîé îò êâàäðàòîâ
òðîéêè ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Â êëàññå ó÷àòñÿ 20 ÷åëîâåê, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà ðûöàðåé, âñåãäà ãîâîðÿùèõ ïðàâäó,

è ëæåöîâ, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî ïî òðè äðóãà ñðåäè îäíîêëàññ-
íèêîâ. Êàæäûé ñêàçàë: ¾Âñå ìîè äðóçüÿ-îäíîêëàññíèêè � ëæåöû¿. Êàêîå íàèìåíüøåå è
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò ó÷èòüñÿ â ýòîì êëàññå?

Ââåäèòå ýòè äâà ÷èñëà â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.
Îòâåò: Íàèìåíüøåå ÷èñëî 5, íàèáîëüøåå � 10.
Ðåøåíèå:

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âñå îäíîêëàññíèêè � ðûöàðè, èëè âñå � ëæåöû
íàì íå ïîäõîäÿò

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðûöàðåé çà R, ÷èñëî ëæåöîâ çà L, êîëè÷åñòâî ïàð èç äðóæàùèõ
ìåæäó ñîáîé ðûöàðÿ è ëæåöà çà P (íàçîâ¼ì òàêèå ïàðû ¾èíòåðåñíûìè¿.

Êàæäûé ðûöàðü ñêàçàë, ÷òî âñå åãî äðóçüÿ � ëæåöû, ïîýòîìó îíè äåéñòâèòåëüíî ëæå-
öû. Çíà÷èò, ó êàæäîãî ðûöàðÿ âñå äðóçüÿ � ëæåöû, ïðè÷¼ì èõ ðîâíî òðîå. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî êàæäûé ðûöàðü ó÷àñòâóåò ðîâíî â òð¼õ èíòåðåñíûõ ïàðàõ è P = 3R.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ëæåö, ÷òîáû ñîëãàòü, äîëæåí èìåòü õîòÿ áû îäíîãî äðóãà-
ðûöàðÿ. Çíà÷èò, L ⩽ P . Â òî æå âðåìÿ êàæäûé ëæåö íå ìîæåò ñîñòîÿòü áîëåå ÷åì â òð¼õ
èíòåðåñíûõ ïàðàõ, ïîýòîìó 3L ⩾ P . Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî L ⩽ 3R, à èç
âòîðîãî � ÷òî L ⩾ R. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáÿò ðàâíî 20, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
5 ⩽ L ⩽ 10.

Îáà âàðèàíòà âîçìîæíû. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà ðåáÿòà
ðàçáèòû íà ÷åòâ¼ðêè èç îäíîãî ðûöàðÿ è òð¼õ ëæåöîâ. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ,
åñëè çàíóìåðîâàòü ðûöàðåé è ëæåöîâ ÷èñëàìè îò 1 äî 10 è çàñòàâèòü äðóæèòü êàæäîãî
ðûöàðÿ ñ ëæåöîì ñ òåì æå ñàìûì íîìåðîì, à òàêæå ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè íîìåðàìè (1 è 10
ìû çäåñü ñ÷èòàåì ñîñåäíèìè).

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
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Òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c òàêîâû, ÷òî a+ b+ c = 31 è ab+ ac+ bc = 320. Íàéäèòå
abc.

Îòâåò: 1100
Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî 961 = 312 = (a + b + c)2 = a2 + b+c2 − 2(ab + ac + b) = a2 + b2 + c2 + 640,
îòêóäà a2 + b2 + c2 = 321.

Çàïèøåì òåïåðü ðàçíîñòü 2 = 2(321 − 320) = 2a2 + 2b2 + 2c2 − 2ab − 2ac − 2bc =
(a − b)2 + (a − c)2 + (b − c)2. Åñëè òðè öåëî÷èñëåííûõ êâàäðàòà â ñóììå äàþò 2, çíà÷èò,
äâà èç ýòèõ êâàäðàòîâ ðàâíû 1, à òðåòèé ðàâåí 0. Çíà÷èò, ñðåäè ÷èñåë a, b, c äâà ðàâíû, à
òðåòüå îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïîä ýòî óñëîâèå ïîäõîäÿò ÷èñëà 10, 10 è 11. Èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî
1100.

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó, ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü íà-

ïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî íà ëþáîå ìåíüøåå íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå
ñ íàïèñàííûì. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî áóäåò âûíóæäåí íàïèñàòü åäèíèöó.

Èçíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî íå÷¼òíîå ÷èñëî îò 3 äî 2023. Äëÿ êàêîãî êîëè÷åñòâà
òàêèõ ÷èñåë ó Ïåòè åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ?

Îòâåò: 674
Ðåøåíèå:

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà òðè, Ïåòÿ ìîæåò ëåãêî âûèãðàòü ïåðâûì æå
õîäîì, çàìåíèâ íàïèñàííîå íà äîñêå ÷èñëî íà òðîéêó. Ó Âàñè ïîñëå ýòîãî íå áóäåò äðóãîãî
âûõîäà, êðîìå êàê íàïèñàòü åäèíèöó.

Åñëè æå èçíà÷àëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà òðè, Ïåòÿ ñâîèì õîäîì ìîæåò íàïèñàòü òîëü-
êî ÷èñëî, íå êðàòíîå òð¼ì. Â ýòîì ñëó÷àå Âàñÿ âñåãäà ñìîæåò íàïèñàòü òðîéêó, è Ïåòÿ
ïðîèãðàåò.

Çíà÷èò, Ïåòå ïîäõîäÿò âñå ÷èñëà, íå äåëÿùèåñÿ íà òðè. Ñðåäè íå÷¼òíûõ ÷èñåë îò 3 äî

2023 èõ
2

2
· 1011 = 674.

1.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Âåëîñèïåäèñò ïðîåõàë ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòüþ, à çàòåì óâåëè÷èë

ñêîðîñòü íà 25%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èç-çà ýòîãî óìåíüøèëîñü îáùåå âðåìÿ ïîåçäêè, ïî
ñðàâíåíèþ ñ çàïëàíèðîâàííûì?

Îòâåò: Íà 10 ïðîöåíòîâ.
Ðåøåíèå:

Ïóñòü âåñü ïóòü ñîñòàâëÿåò S, à èçíà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v. Òîãäà ïåðâóþ ÷àñòü ïóòè âå-

ëîñèïåäèñò ïðåîäîëåë çà âðåìÿ
S

2v
, à âòîðóþ çà âðåìÿ

S

2 · 1, 25v
=

0, 4

v
. Â ñóììå ïîëó÷àåòñÿ

0, 9 · S
v
, ÷òî ñîñòàâëÿåò 90% îò çàïëàíèðîâàííîãî.

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî êàêóþ áû ìû íè

âû÷åðêíóëè èç íåãî öèôðó, ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî, êðàòíîå 3.
Îòâåò: 1111
Ðåøåíèå:
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Ðàç ïðè çà÷¼ðêèâàíèè ëþáîé öèôðû ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî êðàòíîå òð¼ì, âñå öèôðû èñêî-
ìîãî ÷èñëà äîëæíû äàâàòü îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3. Íàèìåíüøåå òàêîå
÷èñëî 1111 (÷èñëî 0000 íå ïîäõîäèò, òàê êàê íå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì).

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Äàí êâàäðàò A1B1C1D1. Òî÷êè A2, A3, A4 äåëÿò ñòîðîíó A1B1 íà 4 ðàâíûå ÷àñòè;

òî÷êè B2, B3, B4 äåëÿò ñòîðîíó B1C1 íà 4 ðàâíûå ÷àñòè; òî÷êè C2, C3, C4 äåëÿò ñòîðîíó
C1D1 íà 4 ðàâíûå ÷àñòè; òî÷êè D2, D3, D4 äåëÿò ñòîðîíó D1A1 íà 4 ðàâíûå ÷àñòè. Òî÷êè,
îáîçíà÷åííûå îäíîé áóêâîé, ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ.

Íàéäèòå ñóììó óãëîâ ∠B1A1B2 + ∠C2B1C3 + ∠D3C1D4 + ∠A4D1B1 (â ãðàäóñàõ).
Îòâåò: 45 ãðàäóñîâ
Ðåøåíèå:

Òðåóãîëüíèêè B1A1B2, 1B12, D1C1D2, A1D1A2 ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó èëè ïî ïðè-
çíàêó ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ïî äâóì êàòåòàì. Èç ýòèõ òðåóãîëüíè-
êîâ ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàâíûå ýëåìåíòû â òðåóãîëüíèêàõ B2A1B3, C2B1C3, D2C1D3,
A2D1A3 è äîêàçàòü èõ ðàâåíñòâî ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó, çàòåì àíàëîãè÷íî äîêàçàòü ðàâåí-
ñòâî òðåóãîëüíèêîâ B3A1B4, C3B1C4,D3C1D4, A3D1A4 è, íàêîíåö ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ
B4A1C1, C4B1D1, D4C1A1, A4D1B1.

Ñëåäîâàòåëüíî ∠B1A1B2 +∠C2B1C3 +∠D3C1D4 +∠A4D1B1 = ∠B1A1B2 +∠B2A1B3 +
∠B3A1B4 + ∠B4A1C1, òî åñòü ïîëîâèíå ïðÿìîãî óãëà.

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Ïóñòü a è b � äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, áîëüøèõ 50. Êàêîå íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå?
Îòâåò: 102
Ðåøåíèå:

Íàèìåíüøåå èç äâóõ ÷èñåë õîòÿ áû 51. ÍÎÊ äîëæíî äåëèòüñÿ íà íåãî è ïðè ýòî íå
ìîæåò áûòü ðàâíî åìó, òî åñòü õîòÿ áû â äâà ðàçà áîëüøå.

Ïàðà (51, 102) ïîäõîäèò ïîä óñëîâèå.

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Êàêèì íàèìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ïîëîñîê 1 × 5 è 5 × 1 ìîæíî ïîêðûòü êâàäðàò 7× 7

(ïîëîñêè ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà äðóãà è âûõîäèòü çà ïðåäåëû êâàäðàòà).
Îòâåò: 11
Ðåøåíèå:

Êâàäðàò 7×7 ìîæíî ðàçáèòü íà ïðÿìîóãîëüíèêè 5×7 è 2×7. Ïåðâûé, î÷åâèäíî, ìîæíî
ïîêðûòü ñåìüþ âåðòèêàëüíûìè ïîëîñêàìè, à âòîðîé � ÷åòûðüìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè, èòîãî
11.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìèíèìàëüíîñòè ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó:

Çàìåòèì, ÷òî äâå ñåðûå êëåòêè íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîé ïîëîñêå 1×5 èëè 5×1. Ñåðûõ
êëåòîê 11, çíà÷èò ïîëîñîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå 11.

Çàäà÷à 6. (4 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
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Â êëàññå ó÷àòñÿ 32 ÷åëîâåêà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà ðûöàðåé, âñåãäà ãîâîðÿùèõ ïðàâäó, è
ëæåöîâ, êîòîðûå âñåãäà ëãóò. Ó êàæäîãî èç íèõ ðîâíî ïî òðè äðóãà ñðåäè îäíîêëàññíèêîâ.
Êàæäûé ñêàçàë: ¾Ñðåäè ìîèõ äðóçåé-îäíîêëàññíèêîâ åñòü ëæåö¿. Êàêîå íàèìåíüøåå è
íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðûöàðåé ìîæåò ó÷èòüñÿ â ýòîì êëàññå?

Îòâåò: Íàèìåíüøåå ÷èñëî 16, íàèáîëüøåå � 24.
Ðåøåíèå:

Î÷åâèäíî, ÷òî ñèòóàöèè, â êîòîðûõ âñå îäíîêëàññíèêè � ðûöàðè, èëè âñå � ëæåöû
íàì íå ïîäõîäÿò.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ðûöàðåé çà R, ÷èñëî ëæåöîâ çà L, êîëè÷åñòâî ïàð èç äðóæàùèõ
ìåæäó ñîáîé ðûöàðÿ è ëæåöà çà P (íàçîâ¼ì òàêèå ïàðû ¾èíòåðåñíûìè¿).

Êàæäûé ëæåö ñêàçàë, ÷òî ñðåäè åãî äðóçåé åñòü ëæåö, çíà÷èò íà ñàìîì äåëå âñå åãî
äðóçüÿ ðûöàðè, ïðè÷¼ì èõ ðîâíî òðîå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ëæåö ó÷àñòâóåò ðîâíî
â òð¼õ èíòåðåñíûõ ïàðàõ è P = 3L.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ðûöàðü, ÷òîáû ñêàçàòü ïðàâäó, äîëæåí èìåòü õîòÿ áû
îäíîãî äðóãà-ðûöàðÿ. Çíà÷èò, R ⩽ P . Â òî æå âðåìÿ êàæäûé ðûöàðü íå ìîæåò ñîñòîÿòü
áîëåå ÷åì â òð¼õ èíòåðåñíûõ ïàðàõ, ïîýòîìó 3R ⩾ P . Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì,
÷òî R ⩽ 3L, à èç âòîðîãî � ÷òî R ⩾ L. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ðåáÿò ðàâíî 32,
ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 16 ⩽ R ⩽ 24.

Îáà âàðèàíòà âîçìîæíû. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, êîãäà ðåáÿòà
ðàçáèòû íà ÷åòâ¼ðêè èç îäíîãî ëæåöà è òð¼õ ðûöàðåé. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ,
åñëè çàíóìåðîâàòü ðûöàðåé è ëæåöîâ ÷èñëàìè îò 1 äî 16 è çàñòàâèòü äðóæèòü êàæäîãî
ðûöàðÿ ñ ëæåöîì ñ òåì æå ñàìûì íîìåðîì, à òàêæå ñ äâóìÿ ñîñåäíèìè íîìåðàìè (1 è 16
ìû çäåñü ñ÷èòàåì ñîñåäíèìè).

Çàäà÷à 7. (4 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Öèôåðáëàò ¾òèêàþùèõ¿ ÷àñîâ ñî ñòðåëêîé ðàçáèò íà 60 äåëåíèé ïî 6◦ êàæäîå. Ñòðåëêè

íå äâèæóòñÿ íåïðåðûâíî: ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ðàç â ìèíóòó ñìåùàåòñÿ íà îäíî äåëåíèå,
÷àñîâàÿ � ðàç â 12 ìèíóò. Ïðîøëî 12 ÷àñîâ. Â òå÷åíèå êàêîãî êîëè÷åñòâà ìèíóò çà ýòî
âðåìÿ ìåæäó ñòðåëêàìè áûë óãîë ðîâíî 90◦ (íå âàæíî â êàêîì íàïðàâëåíèè).

Îòâåò: 24
Ðåøåíèå: Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ñòðåëêè âñ¼-òàêè äâèãàëèñü íåïðåðûâíî, ÷àñîâàÿ ñòðåë-

êà ñäåëàëà áû ðîâíî 1 îáîðîò, à ìèíóòíàÿ � 12, òî åñòü îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñòðåëêè
ïðîøëè áû âñå âîçìîæíûå ïîëîæåíèÿ ðîâíî ïî 11 ðàç. Ýòî äàëî áû íàì 22 ðàçà óêàçàííûé
óãîë ìåæäó ñòðåëêàìè (11 ðàç ïî äâà ðàçà â êàæäóþ ñòîðîíó).

Îäíàêî èç-çà äèñêðåòíîñòè íàøåãî ïðîöåññà âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ýôôåêò: íåêîòîðûå
óãëû ìåæäó ñòðåëêàìè ìîãóò ñîõðàíÿòüñÿ íå îäíó ìèíóòó, à äâå, åñëè ñòðåëêè, íàõîäÿ-
ùèåñÿ ïîä íóæíûì óãëîì äðóã ê äðóãó, äâèæóòñÿ îäíîâðåìåííî.

Èç-çà ïðàâèë äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî åñëè ÷èñëî
ìèíóò ñòàíîâèòñÿ êðàòíî 12. Ðàññìîòðèì âñå ïÿòü âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ:

0 ìèíóò: 90 ãðàäóñîâ îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè îçíà÷àþò 3 ÷àñà èëè 9
÷àñîâ ðîâíî. Îáà ýòè âàðèàíòà íàì ïîäõîäÿò.

12 ìèíóò: (ò.å. 12 äåëåíèé îò ¾íóëåâîãî¿ ïîëîæåíèÿ) 90 ãðàäóñîâ (15 äåëåíèé) îò ýòîãî
ïîëîæåíèÿ äëÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè îçíà÷àþò 27-îå èëè 57-îå äåëåíèÿ íà öèôåðáëàòå, òî åñòü
îò 5:24 è 11:24. Îáà ýòè âàðèàíòà íàì íå ïîäõîäÿò.

24 ìèíóòû: 15 äåëåíèé îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè îçíà÷àþò 9-îå èëè
39-îå äåëåíèÿ íà öèôåðáëàòå, òî åñòü îò 1:48 è 7:48. Îáà ýòè âàðèàíòà íàì íå ïîäõîäÿò.

36 ìèíóò: 15 äåëåíèé îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè îçíà÷àþò 21-îå èëè
51-îå äåëåíèÿ íà öèôåðáëàòå, òî åñòü îò 4:12 è 10:12. Îáà ýòè âàðèàíòà íàì íå ïîäõîäÿò.

48 ìèíóò: 15 äåëåíèé îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè îçíà÷àþò òðåòüå èëè
òðèäöàòü òðåòüå äåëåíèÿ íà öèôåðáëàòå, òî åñòü îò 0:36 è 6:36. Îáà ýòè âàðèàíòà íàì
òàêæå íå ïîäõîäÿò.
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Çíà÷èò, ìû ïîëó÷àåì íóæíûé óãîë 20 ðàç ïî îäíîé ìèíóòå è äâà ðàçà ïî äâå ìèíóòû,
òî åñòü â ñóììå 24 ìèíóòû.

Âìåñòî ïåðåáîðà îñòàòêîâ ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ÷àñîâàÿ ñòðåëêà ïðîøëà x äåëå-
íèé, òî ìèíóòíàÿ ïðîøëà 12x, ðàçíèöà ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿåò 11x. Ýòà ðàçíèöà äîëæ-
íà ïðåäñòàâëÿòü íåñêîëüêî ïîëíûõ îáîðîòîâ ïëþñ èëè ìèíóñ 15 äåëåíèé, òî åñòü 11x =
60y ± 15. Äëÿ êàæäîãî èç äâóõ çíàêîâ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ x ìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè ñ
òî÷íîñòüþ äî îñòàòêà äåëåíèÿ íà 60, òî åñòü ìû ïîëó÷àåì ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà) (Ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèÿ)
Ó Âàñè åñòü äåâÿòü ïàëî÷åê, ïî òðè êàæäîãî öâåòà: ñèíåãî, êðàñíîãî è áåëîãî. Äëè-

íû ýòèõ ïàëî÷åê � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èç ëþáûõ òð¼õ îäíîöâåòíûõ
ïàëî÷åê ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, êàê è èç ëþáûõ òð¼õ ïàëî÷åê ðàçíûõ öâåòîâ.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü äëèíà ñàìîé êîðîòêîé ïàëî÷êè?
Îòâåò: 5
Ðåøåíèå:

Ðàññìîòðèì ñàìóþ êîðîòêóþ ïàëî÷êó. Ïóñòü îíà áåëàÿ è èìååò äëèíó x. Âûïèøåì
äëèíû ïàëî÷åê îñòàëüíûõ äâóõ öâåòîâ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: a, b, c, d, e, f . Åñëè ïàëî÷êè
a è f ðàçíîãî öâåòà, èç a, f è x ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê, òî åñòü, ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà x > f − a ⩾ 5, çíà÷èò x õîòÿ áû 6.

Åñëè æå a è f îäíîãî öâåòà, òî õîòÿ áû îäíà èç ïàëî÷åê b è e äðóãîãî öâåòà. Îáå
ðàçíîñòè e− a è f − b íå ìåíüøå 4, çíà÷èò x ⩾ 5.

Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåð: áåëûå ïàëî÷êè 5, 12, 13; êðàñíûå 6,
7, 11; ñèíèå 8, 9, 10. Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ýòîãî ïðèìåðà äîñòàòî÷íî óáåäèòñÿ,
÷òî 13 < 5 + 12, 11 < 7 + 6, 10 < 8 + 9 äëÿ òðåóãîëüíèêîâ îäíîãî öâåòà, à òàêæå äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ ðàçíîãî öâåòà ïðîâåðèòü, ÷òî 10 < 5 + 6, 13 < 6 + 8, 11 < 5 + 8 (çäåñü ìû
êàæäûé ðàç áåð¼ì íàèáîëüøóþ ïàëî÷êó îäíîãî öâåòà è íàèìåíüøèå äâóõ äðóãèõ öâåòîâ).

2 Çàäàíèÿ 1 òóðà îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

2.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Íàéäèòå ïëîùàäü îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé
2 sinx

π
è
11 + 2 cos

(
x+

√
2
)

π
,

îñüþ îðäèíàò è ïðÿìîé x = 12π.
Îòâåò: 132

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) =
√
3− x + arcsin

(x
4

)
+

√
6 + x ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ îòðåçîê. Íàéäèòå åãî äëèíó.
Îòâåò: 7

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

4x+ 4
√
xy + 4y2 + 18y.

Îòâåò: -27

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
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Âûñîòû îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Èçâåñòíî, ÷òî
HA = 119, HB = HC = 65. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïëîùàäü
òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: 8640

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Â êëåò÷àòîé òàáëè÷êå 11×11 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ

íå ðàâíû äðóã äðóãó. Ïðè ýòîì â êàæäîé ñòðîêå åñòü ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå îñòàëüíûõ
÷èñåë â ýòîé ñòðîêå, à â êàæäîì ñòîëáöå åñòü ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå îñòàëüíûõ ÷èñåë â ýòîì
ñòîëáöå.

Îòâåò: 12210

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Íàçîâ¼ì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n *õîðîøèì*, åñëè äëÿ íåãî íàéä¼òñÿ òàêîå ïðîñòîå p, ÷òî

n äåëèòñÿ íà p5, íî íå äåëèòñÿ íà p6. Îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà íàçîâ¼ì *ïëîõèìè*.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïëîõèõ ÷èñåë ìîæåò èäòè ïîäðÿä?

Îòâåò: 63

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàíà óñëîâèÿìè a0 = 1000, a1 = 2000, an =
5an−1 + 6a0

11
. Íàéäèòå

öåëóþ ÷àñòü a1000.
Îòâåò: 1000

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
Â íåêîòîðîé ñòðàíå 100 ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Ëþáûå øåñòü

ãîðîäîâ ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè îò 1 äî 6 òàê, ÷òîáû ïåðâûé ãîðîä îêàçàëñÿ ñîåäèí¼í
ñî âòîðûì, òðåòèé � ñ ÷åòâ¼ðòûì, à ïÿòûé � ñ øåñòûì. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî äîðîã
ìîæåò áûòü â ñòðàíå?

Îòâåò: 4750

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Âûñîòû òåòðàýäðà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. AC = 5, BD = 9. Íàéäèòå(

A⃗B + C⃗D
)
·
(
B⃗C + D⃗A

)
.

Îòâåò: -106

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïîñòðîåííàÿ íà äèàãîíàëè BD òðàïåöèè ABCD

êàê íà äèàìåòðå, êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû AB è ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ áîêîâóþ
ñòîðîíó CD â å¼ ñåðåäèíåM . AB = 105, AD = 175. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OMD.

Îòâåò: 1470

2.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïîñòðîåííàÿ íà äèàãîíàëè BD òðàïåöèè ABCD
êàê íà äèàìåòðå, êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû AD è ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ áîêîâóþ
ñòîðîíó BC â å¼ ñåðåäèíå M . AB = 175, AD = 105. Íàéäèòå äëèíó CD.

Îòâåò: 140

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Ìíîãî÷ëåí P (x)+Q(x) èìååò ñòåïåíü 15, à ìíîãî÷ëåí P (x)−Q(x)� ñòåïåíü 17. Íàéäèòå

ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) ·Q(x).
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Îòâåò: 34

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Äàí êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí x3 − 5x+ 3. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ åãî êîðíåé.
Îòâåò: 10

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì 8 ïåðâûé ÷ëåí áîëüøå 1. Êàêîå íàè-

áîëüøåå ÷èñëî ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè ïîäðÿä ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ÍÅ íà 1?
Îòâåò: 8

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)

Ôóíêöèÿ f(x) òàêîâà, ÷òî f

(
1

x

)
+ f

(
1

y

)
= f

(
1

x+ y

)
. Ïðè ýòîì f(5) = 60. Íàéäèòå

f(3).
Îòâåò: 100

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Ïÿòèóãîëüíèê ABCDE îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè. AB = 12, BC = 9, CD = 10,

DE = 11. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå âîçìîæíûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëèíû
AE. Â îòâåòå óêàæèòå èõ ÷åðåç çàïÿòóþ â ëþáîì ïîðÿäêå.

Îòâåò: 5, 21

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Äåëèòåëè ÷èñëà 120 (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî) ðàçäåëèëè íà äâå ðàâíûå (ïî

êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ) ãðóïïû, îäíó èç êîòîðûõ ïîêðàñèëè â êðàñíûé öâåò, à âòîðóþ �
â ñèíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî êðàñíûå ÷èñëà äåëÿòñÿ òîëüêî íà êðàñíûå. Êàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êðàñíûõ äåëèòåëåé?

Îòâåò: 90

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Íåíóëåâîé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ïîâåðíóëè íà óãîë, òàíãåíñ êîòî-

ðîãî ñîñòàâëÿåò
5

13
. Ïîëó÷èëñÿ äðóãîé âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Íàéäèòå

íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå êâàäðàòà äëèíû èñõîäíîãî âåêòîðà.
Îòâåò: 13

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Äåñÿòü ðåáÿò âîäèëè õîðîâîäû èç ñåìè ÷åëîâåê êàæäûé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâîå

äåðæàëèñü çà ðóêè íå áîëüøå îäíîãî ðàçà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîðîâîäîâ ìîãëî áûòü?
Îòâåò: 5

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè 12 ïðÿìûõ. Òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ áîëüøå äâóõ

èç íèõ.
Òàêæå îòìå÷åíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé îòìå-

÷åíî íå ìåíåå 5 òî÷åê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?
Îòâåò: 28

2.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Ìíîãî÷ëåí P (x)+Q(x) èìååò ñòåïåíü 15, à ìíîãî÷ëåí P (x)−Q(x)� ñòåïåíü 17. Íàéäèòå
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) ·Q(x).
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Îòâåò: 34

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Äàí ïðèâåä¼ííûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí f(x), èìåþùèé äâà êîðíÿ. Èçâåñòíî, ÷òî f(1) =

5, f(−1) = −7. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé òð¼õ÷ëåíà.
Îòâåò: -6

Çàäà÷à 3. (2 áàëëà)
Äèàãîíàëè òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà OBC ñîñòàâëÿåò
16

49
îò ïëîùàäè òðàïåöèè. Êàêóþ ÷àñòü îò ïëîùàäè

òðàïåöèè ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAD?
Îòâåò çàïèøèòå â âèäå íåñîêðàòèìîé ïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 9/49

Çàäà÷à 4. (2 áàëëà)
Ïî êðóãîâîé òðàññå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè åçäèëè òðè ãîíî÷íûå ìàøèíû. Ïåðâàÿ

è âòîðàÿ åõàëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òðåòüÿ � ïðîòèâ. Ñòàðòîâàëè âñå òðè ìàøèíû îäíîâðå-
ìåííî èç îäíîé òî÷êè, è ôèíèøèðîâàëè òàì æå, òîæå îäíîâðåìåííî (ïðîåõàâ, âîçìîæíî,
ðàçíîå ÷èñëî êðóãîâ). Ïîìèìî ýòîãî, ïåðâàÿ è òðåòüÿ ìàøèíû âñòðå÷àëèñü 20 ðàç, âòîðàÿ
è òðåòüÿ � 35 ðàç. Ñêîëüêî ðàç âòîðàÿ ìàøèíà îáãîíÿëà ïåðâóþ? (Íàõîæäåíèå â îäíîé
òî÷êå â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ìû îáãîíàìè íå ñ÷èòàåì).

Îòâåò: 14

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ïîñòðîåííàÿ íà äèàãîíàëè BD òðàïåöèè ABCD

êàê íà äèàìåòðå, êàñàåòñÿ áîêîâîé ñòîðîíû AD è ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ áîêîâóþ
ñòîðîíó BC â å¼ ñåðåäèíå M . AB = 175, AD = 105. Íàéäèòå äëèíó CD.

Îòâåò: 140

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî òðåòüåé ñòåïåíè ñóììû òð¼õ ñâîèõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n. Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ
â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 216

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Äåñÿòü êîìàíä ñûãðàëè òóðíèð ïî âîëåéáîëó (íè÷üèõ â âîëåéáîëå íå áûâàåò). Êàæäàÿ

ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî 6 ðàç. Ìåñòà ðàñïðåäåëÿëèñü ïî êîëè÷åñòâó ïîáåä è äëÿ òîãî, ÷òî-
áû îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è áðîíçîâûå ìåäàëè êîëè÷åñòâà ïîáåä
îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîáåä ìîæåò áûòü ó òðåòüåãî ìåñòà?

Îòâåò: 47

Çàäà÷à 8. (4 áàëëà)
Äåëèòåëè ÷èñëà 120 (âêëþ÷àÿ åäèíèöó è ñàìî ÷èñëî) ðàçäåëèëè íà äâå ðàâíûå (ïî

êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ) ãðóïïû, îäíó èç êîòîðûõ ïîêðàñèëè â êðàñíûé öâåò, à âòîðóþ �
â ñèíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî êðàñíûå ÷èñëà äåëÿòñÿ òîëüêî íà êðàñíûå. Êàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà êðàñíûõ äåëèòåëåé?

Îòâåò: 90

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Äåñÿòü ðåáÿò âîäèëè õîðîâîäû èç ñåìè ÷åëîâåê êàæäûé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâîå

äåðæàëèñü çà ðóêè íå áîëüøå îäíîãî ðàçà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîðîâîäîâ ìîãëî áûòü?
Îòâåò: 5

Çàäà÷à 10. (5 áàëëà)
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Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè 12 ïðÿìûõ. Òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ áîëüøå äâóõ
èç íèõ.

Òàêæå îòìå÷åíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé îòìå-
÷åíî íå ìåíåå 5 òî÷åê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?

Îòâåò: 28

2.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà � îäíîçíà÷íûå ÷èñëà, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå. Èç íèõ
ñîñòàâèëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7. Êàêîå íàèìåíüøåå
òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ýòî ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 133

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Èç îäíîé òî÷êè îòëîæèëè ïÿòü ëó÷åé è èçìåðèëè âñå âîçìîæíûå óãëû ìåæäó íèìè.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ýòèõ óãëîâ ÷åòûðå óãëà ïî 46◦. Êàêîå ñàìîå áîëüøîå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü óãîë ìåæäó êàêèìè-òî èç ýòèõ ëó÷åé?

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ. Óãîë ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè, ìû
âñåãäà ñ÷èòàåì íå áîëüøå 180◦.

Îòâåò: 176

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Äèàãîíàëè òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïëî-

ùàäü òðåóãîëüíèêà OBC ñîñòàâëÿåò
16

49
îò ïëîùàäè òðàïåöèè. Êàêóþ ÷àñòü îò ïëîùàäè

òðàïåöèè ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà OAD?
Îòâåò çàïèøèòå â âèäå íåñîêðàòèìîé ïðàâèëüíîé äðîáè.
Îòâåò: 9/49

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Ïî êðóãîâîé òðàññå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè åçäèëè òðè ãîíî÷íûå ìàøèíû. Ïåðâàÿ

è âòîðàÿ åõàëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òðåòüÿ � ïðîòèâ. Ñòàðòîâàëè âñå òðè ìàøèíû îäíîâðå-
ìåííî èç îäíîé òî÷êè, è ôèíèøèðîâàëè òàì æå, òîæå îäíîâðåìåííî (ïðîåõàâ, âîçìîæíî,
ðàçíîå ÷èñëî êðóãîâ). Ïîìèìî ýòîãî, ïåðâàÿ è òðåòüÿ ìàøèíû âñòðå÷àëèñü 76 ðàç, âòîðàÿ
è òðåòüÿ � 99 ðàç. Ñêîëüêî ðàç âòîðàÿ ìàøèíà îáãîíÿëà ïåðâóþ? (Íàõîæäåíèå â îäíîé
òî÷êå â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ìû îáãîíàìè íå ñ÷èòàåì).

Îòâåò: 22

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè 12 ïðÿìûõ. Íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.
Òàêæå îòìå÷åíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé îòìå-

÷åíî íå ìåíåå 5 òî÷åê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?
Îòâåò: 60

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî òðåòüåé ñòåïåíè ñóììû òð¼õ ñâîèõ íàèìåíüøèõ äåëèòåëåé.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n. Åñëè ïðàâèëüíûõ îòâåòîâ íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ
â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Îòâåò: 216
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Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Äåñÿòü êîìàíä ñûãðàëè òóðíèð ïî âîëåéáîëó (íè÷üèõ â âîëåéáîëå íå áûâàåò). Êàæäàÿ

ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî 6 ðàç. Ìåñòà ðàñïðåäåëÿëèñü ïî êîëè÷åñòâó ïîáåä è äëÿ òîãî, ÷òî-
áû îäíîçíà÷íî ðàñïðåäåëèòü çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è áðîíçîâûå ìåäàëè êîëè÷åñòâà ïîáåä
îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîáåä ìîæåò áûòü ó òðåòüåãî ìåñòà?

Îòâåò: 47

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Íà êîíãðåññ ó÷èòåëåé ïðèåõàëè ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè. Óòðîì íà çàâ-

òðàê ïðèøëè òîëüêî 15% ìàòåìàòèêîâ, 35% ôèçèêîâ è 42% èíôîðìàòèêîâ, è íà çàâòðàêå
ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé îêàçàëîñü ïîðîâíó.

Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ êîíãðåññà ñîñòàâèëè ìàòåìàòèêè?
Îòâåò: 56

Çàäà÷à 9. (3 áàëëà)
Äëÿ êàæäîé ïàðû èç ÷èñåë a, b, c ïîñ÷èòàëè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå. Ïîëó÷èëèñü

÷èñëà 120, 150 è 200.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî abc?
Îòâåò: 6000

Çàäà÷à 10. (5 áàëëà)
Äåñÿòü ðåáÿò âîäèëè õîðîâîäû èç ñåìè ÷åëîâåê êàæäûé. Îêàçàëîñü, ÷òî ëþáûå äâîå

äåðæàëèñü çà ðóêè íå áîëüøå îäíîãî ðàçà. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî õîðîâîäîâ ìîãëî áûòü?
Îòâåò: 5

2.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà � îäíîçíà÷íûå ÷èñëà, íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå. Èç íèõ
ñîñòàâèëè òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7. Êàêîå íàèìåíüøåå
òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî ýòî ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 133

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Ïðÿìîóãîëüíèê ðàçáèò äâóìÿ ïðÿìûìè íà ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà ïîìåíüøå. Ïëî-

ùàäü îäíîé èç ÷àñòåé ñîñòàâëÿåò 14% îò îáùåé ïëîùàäè ïðÿìîóãîëüíèêà, à ïëîùàäü äðó-
ãîé ÷àñòè � 39%. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïëîùàäè âñåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò áîëüøàÿ
èç îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ýòî ÷èñëî öåëîå?

Îòâåò: 26

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Â êàæäîì èç äåâÿòè òðåóãîëüíèêîâ (ñì. ðèñóíîê) ñòîèò ëèáî ðûöàðü, âñåãäà ãîâîðÿ-

ùèé ïðàâäó, ëèáî ëæåö, êîòîðûé âñåãäà ëæ¼ò. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë: ¾ñðåäè ìîèõ ñîñå-
äåé ðîâíî äâà ðûöàðÿ¿. Ñêîëüêî âñåãî ðûöàðåé íà ñàìîì äåëå? Åñëè âîçìîæíûõ îòâåòîâ
íåñêîëüêî, ïåðå÷èñëèòå èõ â ëþáîì ïîðÿäêå ÷åðåç çàïÿòóþ.

Ñîñåäÿìè ñ÷èòàþòñÿ ëþäè, ñòîÿùèå â òðåóãîëüíèêàõ, èìåþùèõ îáùóþ ñòîðîíó.
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Îòâåò: 0, 6

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Èç îäíîé òî÷êè îòëîæèëè ïÿòü ëó÷åé è èçìåðèëè âñå âîçìîæíûå óãëû ìåæäó íèìè.

Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ýòèõ óãëîâ ÷åòûðå óãëà ïî 46◦. Êàêîå ñàìîå áîëüøîå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü óãîë ìåæäó êàêèìè-òî èç ýòèõ ëó÷åé?

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ. Óãîë ìåæäó ëó÷àìè, âûõîäÿùèìè èç îäíîé òî÷êè, ìû
âñåãäà ñ÷èòàåì íå áîëüøå 180◦.

Îòâåò: 176

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàëè 12 ïðÿìûõ. Íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.
Òàêæå îòìå÷åíî íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî òî÷åê. Îêàçàëîñü, ÷òî íà êàæäîé ïðÿìîé îòìå-

÷åíî íå ìåíåå 5 òî÷åê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî òî÷åê ìîãëî áûòü îòìå÷åíî?
Îòâåò: 60

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Â òàáëèöå 5 × 5 ðàññòàâëåíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ðàçëè÷íû.

Êëåòêè òàáëèöû ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Îêàçàëîñü, ÷òî ñóììà ÷èñåë íà áåëûõ
êëåòêàõ ðàâíà ñóììå ÷èñåë íà ÷¼ðíûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü
ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 326

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Ó Âàñè åñòü ýëåêòðîííûå ÷àñû, ïîêàçûâàþùåå âðåìÿ îò 0 : 00 äî 23 : 59. Ñêîëüêî

ìèíóò â òå÷åíèå îäíèõ ñóòîê íà íèõ ãîðÿò òîëüêî ÷¼òíûå öèôðû?
Îòâåò: 105

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Íà êîíãðåññ ó÷èòåëåé ïðèåõàëè ìàòåìàòèêè, ôèçèêè è èíôîðìàòèêè. Óòðîì íà çàâ-

òðàê ïðèøëè òîëüêî 15% ìàòåìàòèêîâ, 35% ôèçèêîâ è 42% èíôîðìàòèêîâ, è íà çàâòðàêå
ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ñïåöèàëüíîñòåé îêàçàëîñü ïîðîâíó.

Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îò îáùåãî ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ êîíãðåññà ñîñòàâèëè ìàòåìàòèêè?
Îòâåò: 56

Çàäà÷à 9. (3 áàëëà)
Ïî êðóãîâîé òðàññå ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè åçäèëè òðè ãîíî÷íûå ìàøèíû. Ïåðâàÿ

è âòîðàÿ åõàëè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òðåòüÿ � ïðîòèâ. Ñòàðòîâàëè âñå òðè ìàøèíû îäíîâðå-
ìåííî èç îäíîé òî÷êè, è ôèíèøèðîâàëè òàì æå, òîæå îäíîâðåìåííî (ïðîåõàâ, âîçìîæíî,
ðàçíîå ÷èñëî êðóãîâ). Ïîìèìî ýòîãî, ïåðâàÿ è òðåòüÿ ìàøèíû âñòðå÷àëèñü 20 ðàç, âòîðàÿ
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è òðåòüÿ � 35 ðàç. Ñêîëüêî ðàç âòîðàÿ ìàøèíà îáãîíÿëà ïåðâóþ? (Íàõîæäåíèå â îäíîé
òî÷êå â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû ìû îáãîíàìè íå ñ÷èòàåì).

Îòâåò: 14

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Äëÿ êàæäîé ïàðû èç ÷èñåë a, b, c ïîñ÷èòàëè íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå. Ïîëó÷èëèñü

÷èñëà 120, 150 è 200.
Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ÷èñëî abc?
Îòâåò: 6000

3 Çàäàíèÿ 2 òóðà îòáîðî÷íîãî ýòàïà îëèìïèàäû

3.1 Çàäàíèÿ äëÿ 11 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Ñêîëüêî ðåøåíèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 3000, èìååò óðàâíåíèå x · {x} = 30?
{x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x.
Îòâåò: 2970

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Â êóá ñ ðåáðîì 5 âïèñàëè ñôåðó, à â ýòó ñôåðó âïèñàëè åù¼ îäèí êóá. Íàéäèòå ïëîùàäü

ïîâåðõíîñòè ïîëó÷èâøåãîñÿ êóáà.
Îòâåò: 50

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)

Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 60x2 +
144

60x2 + 1
.

Îòâåò: 23

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå 12 × 14 ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Â êàæäîé ñòðîêå è

êàæäîì ñòîëáöå ñ íå÷¼òíûì íîìåðîì ñóììà ÷èñåë íå ìåíüøå íîìåðà ýòîé ñòðîêè èëè ýòîãî
ñòîëáöà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà ÷èñåë âî âñåé òàáëèöå?

Îòâåò: 49

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé n

íà 16 ìåíüøå, ÷åì ó n2.
Îòâåò: 36

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Â íåêîòîðîé ñòðàíå áûëî 15 ãîðîäîâ. Êàæäûå äâà áûëè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèì àâèà-

ðåéñîì. Ñòîèìîñòü ïîë¼òà â îáå ñòîðîíû áûëà îäèíàêîâà è ñîñòàâëÿëà öåëîå ÷èñëî òóãðè-
êîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî íåêîòîðûå ïðÿìûå ðåéñû ñòîèëè äîðîæå, ÷åì ìàðøðóòû ñ ïåðåñàäêà-
ìè ìåæäó òåìè æå ñàìûìè ãîðîäàìè. Âñå òàêèå ðåéñû çàêðûëè, ïîñëå ÷åãî îêàçàëîñü, ÷òî
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ãîðîäàìè ìîæíî ïðîëåòåòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì (åñëè, êîíå÷íî,
íå ñîâåðøàòü ïîë¼òîâ òóäà-îáðàòíî).

Áàðîí Ìþíõãàóçåí õâàñòàëñÿ, ÷òî åìó óäàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ êàæäûì èç àâèàðåéñîâ
(êàê âïîñëåäñòâèè çàêðûòûì, òàê è óöåëåâøèì) õîòÿ áû â îäíîì íàïðàâëåíèè.

Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òóãðèêîâ îí ìîã íà ýòî ïîòðàòèòü?
Îòâåò: 287

28



Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)

×åðåïàõà ïîëç¼ò ïî ïàðàáîëå y =
x2

25
. Òî÷êó, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷åðåïàõà, ïåðïåíäè-

êóëÿðíî ïðîåöèðóþò íà îñè àáñöèññ è îðäèíàò. Ïðîåêöèÿ íà îñü îðäèíàò äâèæåòñÿ ââåðõ ñî
ñêîðîñòüþ 12

√
y. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ ïðîåêöèÿ íà îñü x â ìîìåíò, êîãäà x = 100?

Îòâåò: 30

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå cos(3x) + cos(8x) + cos(13x) + . . .+ cos(638x) = 0 íà

ïðîìåæóòêå [0; 2π)?
Îòâåò: 1275

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Îêðóæíîñòè O1 è O2 êàñàþòñÿ â òî÷êå A, îêðóæíîñòè O2 è O3 êàñàþòñÿ â òî÷êå B,

îêðóæíîñòè O3 è O4 êàñàþòñÿ â òî÷êå C, îêðóæíîñòè O4 è O1 êàñàþòñÿ â òî÷êå D. Âñå
êàñàíèÿ � âíåøíèì îáðàçîì. Ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿþò 4, 5, 15, 1, ñîîòâåòñòâåííî.
Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ïëîùàäü ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â
öåíòðàõ äàííûõ îêðóæíîñòåé?

Îòâåò: 120

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:
a1 = 24
a2 = 18
Êàæäîå ñëåäóþùåå an ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêîìó âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ, ê

êîòîðîìó äîáàâèëè 2n− 30

n+ 1
.

Íàéäèòå a3000. Îòâåò çàïèøèòå â òîì âèäå, â êîòîðîì óêàçàíî â ïðèìåðå. Îêðóãë¼ííûå
çíà÷åíèÿ ïðèíèìàòüñÿ íå áóäóò.

Îòâåò: 12005+1/300100

3.2 Çàäàíèÿ äëÿ 10 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Â îêðóæíîñòü âïèñàí ïðÿìîóãîëüíèê ïëîùàäè 48. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò
ïðèíèìàòü ïëîùàäü ðîìáà, îïèñàííîãî âîêðóã òîé æå îêðóæíîñòè.

Îòâåò: 96

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî íàðèñîâàòü ïî êëåòî÷êàì íà êëåò-

÷àòîì ëèñòî÷êå 2× 7, åñëè íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì?
Îòâåò: 19

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)

Äàíà äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y =
ax+ b

x+ d
. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè å¼ ãðàôèê ïîâåðíóòü

íà 90◦ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, è åñëè å¼ ãðàôèê ñäâèíóòü
íà âåêòîð (−7,−3), ïîëó÷èòñÿ îäèí è òîò æå íîâûé ãðàôèê.

Íàéäèòå ad.
Îòâåò: -10

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
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Ó ìíîãî÷ëåíà x4 + bx3 + 15x2 − 6 ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ êîðíÿ. Íàéäèòå ñóììó âåëè÷èí,
îáðàòíûõ ê èõ êâàäðàòàì.

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê íåîáõîäèìî çàêðàñèòü â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå 9×14, ÷òîáû â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3×5 èëè 5×3 áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ
êëåòêà?

Îòâåò: 7

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ äåëèòåëåé íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (íå

ñ÷èòàÿ ñàìîãî n) ðàâíî n2. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü n?
Îòâåò: 45

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
{an} è {bn} � âîçðàñòàþùèå öåëî÷èñëåííûå àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè, a1 = b1 = 1

è a1 + . . .+ a6 = b1 + . . .+ b6. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü a6?
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ìíîãî÷ëåí P (x) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó P (P (x)) = (P (x)+3)2. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x).
Îòâåò: -3

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Òðàïåöèè ABCD (ñ îñíîâàíèÿìè AD = 180 è BC = 144) è BCDE ïîäîáíû (âåðøèíû

òðàïåöèé ïåðå÷èñëåíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó). Íàéäèòå
AE.

Îòâåò: 54

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà îò 1 äî 2023. Êàæäóþ ñåêóíäó Âàñÿ ñòèðàåò äâà ÷èñëà a è b

è çàïèñûâàåò âìåñòî íèõ a+ b+ ab. Â êîíöå îñòàëîñü îäíî ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?
Îòâåò: 2024!-1

3.3 Çàäàíèÿ äëÿ 9 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå AD â
òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî BK ∥ CD. Èçâåñòíî, ÷òî ∠A = 38◦. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó
óãëà ∠BCK.

Îòâåò: 71

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
Íà äîñêå áûëè íàïèñàíû ÷èñëà 171 717 171 717 è 5 151 515 151. Êàæäûé ðàç âèäÿ ÷¼òíîå

÷èñëî, Ïåòÿ âìåñòî íåãî çàïèñûâàë íà äîñêó åãî ïîëîâèíó, à âèäÿ äâà íå÷¼òíûõ, çàìåíÿë
áîëüøåå íà ðàçíîñòü áîëüøåãî è ìåíüøåãî.

Â êîíöå íà äîñêå îêàçàëèñü íîëü è äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå èìåííî?
Îòâåò: 51

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
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Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî íàðèñîâàòü ïî êëåòî÷êàì íà êëåò-
÷àòîì ëèñòî÷êå 2× 11, åñëè íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì?

Îòâåò: 31

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê íåîáõîäèìî çàêðàñèòü â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå 9×14, ÷òîáû â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 3×5 èëè 5×3 áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ
êëåòêà?

Îòâåò: 7

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Ñêîëüêî ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå xyÍÎÄ(x, y) = 686 000 000?
Îòâåò: 90

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü êâàä-

ðàò?
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ äåëèòåëåé íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (íå

ñ÷èòàÿ ñàìîãî n) ðàâíî n2. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü n?
Îòâåò: 45

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ìíîãî÷ëåí P (x) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó P (P (x)) = (P (x)+3)2. Íàéäèòå êàêîé-íèáóäü

êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P (x).
Îòâåò: -3

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Âàñÿ âûïèñàë íà äîñêå 7 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, à çàòåì íàðèñîâàë íà äåêàðòîâîé ïëîñ-

êîñòè âñå 49 ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ âèäà y = ax + b, ãäå a è b ïðèíèìàþò âûïèñàííûå èì
çíà÷åíèÿ.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ýòè ïðÿ-
ìûå?

Îòâåò: 889

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Òðàïåöèè ABCD (ñ îñíîâàíèÿìè AD = 180 è BC = 144) è BCDE ïîäîáíû (âåðøèíû

òðàïåöèé ïåðå÷èñëåíû â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó). Íàéäèòå
AE.

Îòâåò: 54

3.4 Çàäàíèÿ äëÿ 8 êëàññà

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà äâà òðåóãîëüíèêà. Ïåòÿ âûïèñàë íà äîñêó çíà÷åíèÿ âñåõ
óãëîâ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íî êàæäîå ÷èñëî îí ïèñàë òîëüêî îäèí ðàç âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ñêîëüêî óãëîâ ïðèíèìàåò òàêîå çíà÷åíèå.

Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñóììó âûïèñàííûõ ÷èñåë.
Îòâåò: 135

Çàäà÷à 2. (2 áàëëà)
31



Íàéäèòå íàèáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, âñå öèôðû â êîòîðîì ðàç-
ëè÷íû.

Îòâåò: 98730

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ äåëèòåëåé íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (íå

ñ÷èòàÿ ñàìîãî n) ðàâíî n3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü n?
Îòâåò: 945

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Íà ïðÿìîé ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè äëèíû 1 îòìåòèëè 10 òî÷åê. Çàòåì ïîñòðîèëè

íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ òàê, ÷òî íè îäèí îòðåçîê íå ñîäåðæèòñÿ íè â
îäíîì äðóãîì. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà äëèí ýòèõ îòðåçêîâ?

Îòâåò: 25

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Ïî êðóãó ñòîÿò 90 ýëüôîâ è ãíîìîâ (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Êàæäûé èç íèõ

ãîâîðèò ïðàâäó ñâîèì ñîïëåìåííèêàì, è ëæ¼ò ÷óæàêàì. Êàæäûé ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó
ñîñåäó: ¾Ìîé ëåâûé ñîñåä � ýëüô¿.

Ñêîëüêî âñåãî ìîæåò áûòü ýëüôîâ?
Îòâåò: 30

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Â ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ABCD áèññåêòðèñà óãëà C ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå AD â

òî÷êå K. Îêàçàëîñü, ÷òî BK ∥ CD. Èçâåñòíî, ÷òî ∠A = 38◦. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó
óãëà ∠BCK.

Îòâåò: 71

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ðàçðåçàòü êâàä-

ðàò?
Îòâåò: 6

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî íàðèñîâàòü ïî êëåòî÷êàì íà êëåò-

÷àòîì ëèñòî÷êå 2× 12, åñëè íè îäèí èç íèõ íå ñîäåðæèòñÿ íè â êàêîì äðóãîì?
Îòâåò: 34

Çàäà÷à 9. (4 áàëëà)
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê íåîáõîäèìî çàêðàñèòü â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå 8×8, ÷òîáû â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 2×5 èëè 5×2 áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ
êëåòêà?

Îòâåò: 5

Çàäà÷à 10. (5 áàëëà)
Âàñÿ âûïèñàë íà äîñêå 7 ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, à çàòåì íàðèñîâàë íà äåêàðòîâîé ïëîñ-

êîñòè âñå 49 ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ âèäà y = ax + b, ãäå a è b ïðèíèìàþò âûïèñàííûå èì
çíà÷åíèÿ.

Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò îáðàçîâûâàòü ýòè ïðÿ-
ìûå?

Îòâåò: 889
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3.5 Çàäàíèÿ äëÿ 5-7 êëàññîâ

(ïðèâåäåí îäèí èç âàðèàíòîâ çàäàíèé)

Çàäà÷à 1. (2 áàëëà)

Ìóñîðîâîç ïðèåçæàåò çà ìóñîðîì ê Âàñèíîìó äîìó â îäíî è òî æå âðåìÿ, ÷åðåç îäíî
è òîæå êîëè÷åñòâî äíåé. Ïåðâûé ðàç çà ìåñÿö ìóñîðîâîç ïðèåõàë â âîñêðåñåíüå, à òðåòèé
ðàç � â ñðåäó. Â êàêîé äåíü íåäåëè ìóñîðîâîç ïðèåõàë âî âòîðîé ðàç?

Îòâåò: Ïÿòíèöà

Çàäà÷à 2. (3 áàëëà)
Ïðîèçâåäåíèå ÷åòûð¼õ ñàìûõ áîëüøèõ äåëèòåëåé íå÷¼òíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n (íå

ñ÷èòàÿ ñàìîãî n) ðàâíî n3. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü n?
Îòâåò: 945

Çàäà÷à 3. (3 áàëëà)
Íà ïðÿìîé ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè äëèíû 1 îòìåòèëè 10 òî÷åê. Çàòåì ïîñòðîèëè

íåñêîëüêî îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ òàê, ÷òî íè îäèí îòðåçîê íå ñîäåðæèòñÿ íè â
îäíîì äðóãîì. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ñóììà äëèí ýòèõ îòðåçêîâ?

Îòâåò: 25

Çàäà÷à 4. (3 áàëëà)
Äàíû ïÿòü îòðåçêîâ, äëèíû êîòîðûõ � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü, ÷òî

èç ýòèõ ïÿòè îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ïÿòèóãîëüíèê, à âîò íè èç êàêèõ ÷åòûð¼õ èç íèõ
÷åòûð¼õóãîëüíèê ñîñòàâèòü íåëüçÿ.

Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü äëèíà ñàìîãî áîëüøîãî îòðåçêà?
Îòâåò: 11

Çàäà÷à 5. (3 áàëëà)
Òðåóãîëüíèê ðàçðåçàí íà äâà òðåóãîëüíèêà. Ïåòÿ âûïèñàë íà äîñêó çíà÷åíèÿ âñåõ

óãëîâ ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íî êàæäîå ÷èñëî îí ïèñàë òîëüêî îäèí ðàç âíå çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ñêîëüêî óãëîâ ïðèíèìàåò òàêîå çíà÷åíèå.

Íàéäèòå íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ ñóììó âûïèñàííûõ ÷èñåë.
Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ñîñòàâëÿåò 180◦.
Îòâåò: 135

Çàäà÷à 6. (3 áàëëà)
Ïî êðóãó ñòîÿò 90 ýëüôîâ è ãíîìîâ (è òå, è äðóãèå ïðèñóòñòâóþò). Êàæäûé èç íèõ

ãîâîðèò ïðàâäó ñâîèì ñîïëåìåííèêàì, è ëæ¼ò ÷óæàêàì. Êàæäûé ñêàçàë ñâîåìó ïðàâîìó
ñîñåäó: ¾Ìîé ëåâûé ñîñåä � ýëüô¿.

Ñêîëüêî âñåãî ìîæåò áûòü ýëüôîâ?
Îòâåò: 30

Çàäà÷à 7. (3 áàëëà)
Íàéäèòå íàèáîëüøåå ïÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 9, âñå öèôðû â êîòîðîì ðàç-

ëè÷íû.
Îòâåò: 98730

Çàäà÷à 8. (3 áàëëà)
Ó Ìèøè åñòü äâà ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà: ñèíèé è êðàñíûé. Îí ïîñòàâèë èõ

ïåðåä ñîáîé è îáíàðóæèë, ÷òî ïëîùàäü âåðõíåé ãðàíè ó ñèíåãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà 68%
áîëüøå, ÷åì ó êðàñíîãî; ïëîùàäü ïðàâîé ãðàíè ó ñèíåãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà 5% áîëüøå,
÷åì ó êðàñíîãî; è, íàêîíåö, ïëîùàäü ïåðåäíåé ãðàíè ó ñèíåãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà 10%
ìåíüøå, ÷åì ó êðàñíîãî.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îáú¼ì ñèíåãî ïàðàëëåëåïèïåäà áîëüøå îáú¼ìà êðàñíîãî?
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Îòâåò: 26

Çàäà÷à 9. (3 áàëëà)
Ïåòÿ îäíó øåñòóþ ÷àñòü ïóòè îò ãîðîäà äî äåðåâíè ïðîåõàë íà àâòîáóñå, à îñòàëüíîé

ïóòü � íà ïîåçäå. Âàñÿ îäíó øåñòóþ ÷àñòü ïóòè îò ãîðîäà äî äåðåâíè ïðîåõàë íà ïîåçäå,
à îñòàëüíîé ïóòü � íà àâòîáóñå, è ýòî çàíÿëî ó íåãî â äâà ðàçà áîëüøå âðåìåíè.

Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü ïîåçäà áîëüøå ñêîðîñòè àâòîáóñà, åñëè ýòè ñêîðîñòè ïîñòîÿí-
íû?

Îòâåò: 3

Çàäà÷à 10. (4 áàëëà)
Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êëåòîê íåîáõîäèìî çàêðàñèòü â êëåò÷àòîì ïðÿìîóãîëü-

íèêå 8×8, ÷òîáû â êàæäîì ïðÿìîóãîëüíèêå 2×5 èëè 5×2 áûëà õîòÿ áû îäíà çàêðàøåííàÿ
êëåòêà?

Îòâåò: 5

34


